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Vorwort. 


Auf  den  Vorsclüag  des  Herrn  Verlegers  zu  einem  Neudruck  meiner 
Abhandlungen  über  theoretische  Physik  bin  ich  gern^  weun  auch  nicht 
ohne  Zögern  eingegangen.  Entscheidend  war  dabei  für  mich  die  Er- 
wägung, daß  ich  hierin  Anlaß  finden  würde^  meine  Arbeiten  ßiner 
gründlichen  Sichtung  und  Revision  2u  unterziehen/ diejenigen,  die  mir 
wertlos  scheinen/  ganz  wegzulassen,  das  Übrige  aber  von  mancher  ün- 
Yollstandigkeit  und  sonstigen  Mängeln  zu  befreien  und  so  umzugcistalten, 
daß  der  Zusammenhang  besser  hervortreten  würde. 

Indem  ich  mich  nun  bemüht  habe/ Inhalt  uiid  Form  tunlichst  zu 
yerbessem,  habe  ich  zu  gleicher  Zeit  eine  gewisse  Einheit  zu  erreichen 
gesucht.  Zu  diesem  letzteren  Zwecke  bin  ich  yiel&ch  von  der  chrppo- 
logischen  Folge,  in  der  diß  Abhandlungen  erschienen  sind,  abgeiwiohen, 
und  habe  ich  an  yielen  Stellen  die  mathematische  Bezeichnungsweise 
geändert;  auch  habe  ich  hie  und  da  Neues  hinzugefügt  und'  einige 
Artikel  aufgenommen,  die  von  meinen  Vorlesungen  herrühren.  , 

Das  bunte  Gewand  der  drei  Sprachen  bitte  ich  den  Leser,  gütigst 
zu  entschuldigen.  Wir  Holländer  sind  nun  einmid  genötigt,  wann  wir 
uns  an  der  gemeinsamen  wissenschaftlichen  Arbeit  der  Völker  beteiligen 
wollen,  in  fremden  Sprachen  zu  schreiben,  und  so  habe  ich  es  eWen, 
je  nach  Umständen,  bald  in  der  einen,  bald  in  der  anderen  versucht. 
Zu  der  Übersetzungsarbeit,  die  der  Gebrauch  einer  einzigen  Sprac]|ie 
erfordert  hätte,  fehlte  mir  die  Zeit;  auch  wäre  die  Mühe  wohl  über- 
flüssig gewesen. 

Der  Verlagsbuchhandlung  möchte  ich  auch  an  dieser  Stelle  meinen 
herzlichen  Dank  für  die  auf  den  Druck  des  Buches  verwendete  Sorg- 
falt aussprechen. 

Leiden. 

H.  A.  Lorents. 
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I. 

Sone  eonsiderations  on  the  principles  of  dynamics,  in  connexion 

with  Hertz's  „Prinzipien  der  Heelianik'^ 

(Amsterdam  Zittingsverlag  Akad.  v.  Wet.,  10  [1902],  p.  876;  Amsterdam  Proceed- 

ings,  1901—1902,  p.  713.) 

In  bis  last  work  Hertz  has  founded  the  whole  science  of  dynamics 
on  a  Single  fundamental  principle,  which  bj  the  simplicity  of  its  form 
recalls  Newton's  first  law  of  motion,  being  expressed  in  the  words: 
that  a  material  System  moves  with  constant  yelocity  in  a  path  of  least 
currature  (^geradeste  Bahn").  By  means  of  the  hypothesis  that  in 
many  cases  the  bodies  whose  motion  is  stndied  are  connected  to  an 
inyisible  material  System,  moving  with  them,  and  by  the  aid  of  a  ter- 
minology  akin  to  that  of  more-dimensional  geometry^  Hertz  was  able 
to  show  that  all  natural  motions  that  may  be  described  by  the  rules 
of  dynamics  in  their  usual  form,  may  be  made  to   fall  under  his  law. 

■ 

From  a  physical  point  of  view  it  is  of  the  utmost  interest  to 
examine  in  how  far  the  hypothesis  of  a  hidden  System,  connected  with 
the  yisible  and  tangible  bodies,  leads  to  a  clear  and  satisfactory  view 
of  natural  phenomena,  a  question  which  demands  scrupulous  examina- 
tion,  and  on  which  physicists  may  in  many  cases  disagree.  On  the 
contrary,  it  seems  hardly  possible  to  doubt  the  great  advantage  as  to 
conciseness  and  cleamess  of  expression  that  is  gained  by  the  mathe- 
matical  form  Hertz  has  chosen  for  bis  Statements.  I  have  therefore 
thought  it  advisable  to  consider  in  how  far  these  advantages  still  exist, 
if,  leaying  aside  the  hypothesis  of  hidden  motions,  and  without  depart- 
ing  from  the  general  use  in  dynamical  investigations,  one  considers 
the  motion  of  a  System  as  govemed  by  ^forces''  in  the  usual  sense  of 
the  Word. 

In  what  foUows  there  is  much  that  may  also  be  found  in  the 
book  of  Hertz.  This  seemed  necessary  in  order  to  present  the  sub- 
ject  in  a  connected  form. 

As  to  the  authors  who  have,  before  Hertz,  published  similar  in- 
Testigations,  I  need  only  mention  Beltrami,  Lipschitz  and  Darboux. 

§  1.  We  shall  consider  a  System,  consisting  of  n  material  points 
and  we  shall  determiue  its  position  by  the  rectangular  coordinates   of 
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2  ConsideratioDB  on 

all  tliese  points.  The  coordinates  of  the  first  point  will  be  represented 
by  rr^,  x^,  x^,  those  of  the  second  point  by  x^y  x^y  x^y  etc.,  and  any 
one  of  the  coordinates  by  x^y  the  index  v  varying  from  1  to  3n.  We 
shall  write  m  for  the  mass  of  the  System,  and  m^  for  that  of  the 
point  to  which  the  index  v  belongs.  This  implies  that  any  one  of 
these  quantities  m^  has  the  same  meaning  as  two  other  ones. 

§  2.  We  shall  determine  an  infinitely  small  displacement  of  the 
System  by  the  increments  dx^  (or,  as  we  shall  write  in  some  cases,  dx^) 
of  the  seyeral  rectangolar  coordinates.  We  shall  ascribe  to  such  a 
displacement  a  definite  lengthy  to  be  denoted  by  dSy  and  defined  as  the 
positive  yalue  that  satisfies  the  equation 

mds^  =  ^^m^dx^ (1) 

The  displacement  of  the  System  may  be  considered  as  the  caniplex 
of  the  displacements  of  the  individual  points,  and  the  rectangolar  com- 
ponents  of  these  last  displacements,  i.  e.  the  differentials  dx^y  may  be 
called  the  elemenis  of  the  displacement  of  the  System.  We  shall  also 
call  ds  the  distance  between  the  positions  of  the  System  before  and 
after  the  infinitely  small  displacement. 

§  3.  Let  P,  P',  P"  be  three  positions,  infinitely  near  each  other, 
ds,  ds  y  ds"  the  lengths  of  the  displacements  P—^P\  P—^P"y  P'-^P", 
It  may  be  shown  by  (1)  that  any  one  of  these  lengths  can  neyer  be  greater 
than  the  sum  of  the  other  two^),  so  that  we  may  constmct  a  triangle. 


1)  Let  Ol ,  Oji  "  '  ^it«  ^1  *  ^ti  '  * '  ^ib  ^®  ^^^  series,  each  of  k  numbeni.    Then: 
(o,«  +  a.«  +  .  ■    -f  a*j  (&,•  +  6,«  +  . . .  +6^«)  =  («,6,  +  «,6,  +  . . .  +  0^6^)'  + 

the  last  sum  relating  to  all  possible  combinations  of  different  soffixes  X,  fi.    The 
absolute  valne  of 

can  therefore  never  be  greater  than 

V(«.'  +  «.'  +  •••  +«*•)  (^'  +  «•.•  +  •••  +  \*)- 

Hence,  even  if  Zah  ahonld  be  negative,  the  sum 

(«,  -  \y  +  («.-&.)*  +  •••  +  («*  -  6*)* 

cannot  be  greater  than 

[Va,'+V+ •••  +  «*'  +  A'  +  V+-+ V]* 
and  

V(«.  -  6.)*  +  (o.  -&.)•+•••  +  («i  -  6*)* 
cannot  snrpass  the  sum 


The  assertion  made  in  the  tezt  followg  immediately  from  tbia. 
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faaTing  ds,  ds',  ds"  for  its  sides.    By  Üie  angle  hetiveen  Üie  displacemenis 

P — ►P'  and  P — ►P"  we  shall  understand  the  angle  between  the  sidea 

ds  and  ds'  of  this  triangle.     If  we  denote  it  by  (s,  s'),  the  elements 

of  the  first  displacement  by  dx^  and  those  of  the  second  by  dx\f  we 

shall  haye 

Js"«  =  ds^  +  ds'«  -  2ds ds' cos  (s,  O, 

1 

Sm 


mds*  =  ^7  w^  rfx'^*, 


1 

3n 


whence  it  appears  that 

In 

mdsds' cos(SfS')  ^  ^Im^dx^dx^' (2) 

In  special  cases  the  angles  of  the  triangle  may  be  on  a  straight 
line,  so  that  (ä,  /)  -  0  or  180«. 

The  aboye  may  be  extended  to  two  displacements,  having  the 
elements  dx^  and  dx\y  the  lengths  ds  and  ds\  whose  initial  positions 
do  not  coincide.  In  this  case,  just  like  in  the  former  one,  we  calcu- 
late  the  angle  between  the  displacements  by  the  formnla  (2). 

§  4.  If  we  haye  to  do  with  a  set  of  yector  quantities  of  one  kind 
or  another  —  but  all  of  the  same  kind  —  each  belonging  to  one  of 
the  material  points,  we  shall  call  the  complex  of  all  these  quantities 
a  redor  in  tlie  System  or  simply  a  vectar,  The  rectangular  components 
of  the  seyeral  yector  quantities  will  be  called  the  elements  of  tlte  vedor 
in  Üie  System. 

From  this  it  follows  that  an  infinitely  small  displacement  is 
a  yector  in  the  System ,  and  that  any  yector  may  be  geometrically 
represented  on  an  infinitely  small  scale  by  such  a  displacement.  The 
lengih  or  magnitude  of  a  vectar  and  the  angle  between  two  vedars  may  be 
defined  in  a  similar  way  as  the  corresponding  quantities  in  the  case 
of  infinitely  small  displacements. 

We  shall  often  denote  a  yector  by  the  letter  @^  its  magnitude  by  S, 
its  elements  by  X,.  Accents  or  other  suilixes  will  serye  to  distinguish 
one  yector  firom  another.  Other  Gothic  letters  for  yectors,  and  the 
corresponding  Latin  ones  for  their  magnitudes  will  likewise  be  used. 
If  an  infinitely  small  displacement  is  to  be  regarded  as  a  yector,  we 
ihall  denote  ii  hj  di  or  di. 


4  Coxisiderations  OA 

The  magnitude  5  of  a  yector,  considered  in  most  cases  as  a  posi- 
tive quantity,  is  given  by  the  formula 

mS*=^y:m,X^ (3) 

1 

which  shows  that,  if  we  multiply  each  dement  of  a  vector  ©  by  the 
same  positive  number  k,  and  take  the  producta  as  the  elements  of  a 
new  vector,  the  magnitude  of  the  latter  will  be  kS.  The  new  vector  may 
be  Said  to  be  obtained  by  multiplying  the  original  one  by  A*;  it  may 
be  denoted  by  t®. 

The  angle  (©,  @')  between  two  vectors  is  determined  by  the 
equation 

mSS'cos{®,®')^^rm^X^X; (4) 

1 

If  (@,  ©')  =  0,  the  vectors  are  said  to  have  the  same  direction. 
This  will  be  the  case  if  ©'  =  Ä®,  t  being  a  positive  number.  Indeed, 
putting  in  (4)  X/=  kX^,  S"  =  ÄS,  and  comparing  with  (3),  one  finds 

cos  (@,  @')  =  1. 

The  converse  of  this  proposition  is  also  true.  Starting  from  the  last 
formula,  and  denoting  by  k  the  positive  ratio  S'/S,  we  conclude  from 
(4),  combined  with  (3)  and  with  the  corresponding  equation  for  mS'*, 

0  =  V.m,(x;  -  kXX 

so  that  we  must  have,  for  every  value  of  v 

Hence,  for  two  vectors  having  the  same  direction,  the  ratios  be- 
tween the  elements  and  the  magnitude  will  have  equal  values.  It  is  na- 
tural to  call  these  ratios  the  diredion-consiants,    If  these  are  a^,  so  that 

the  equation  (4)  becomes 

8« 

m cos (@,  ©')  =^Iw^ «» «/ (5) 

The  angle  between  two  vectors  depends  therefore  ou  their  direction- 
constants,  or,  as  we  may  say,  on  their  directions. 

The  directiou-constants  of  a  vector  must  not  be  chosen  indepen- 
dently  £rom  each  another,  the  relation 

8« 
2Wr«r*  =  W; (6) 

1 
whiph  foUows  from  (3),  having  always  to  be  satisfied. 
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Two  vcctors  are  said  io  be  perpendicalar  to  each  other^  if 
(S,S')  =  90«. 

If  the  angle  is  180",  the  vectors  have  opposite  directions.  The 
direction-constants  of  the  one  are  equal  to  those  of  the  other  with 
reTersed  signs,  and  the  ratio  between  corresponding  elements  is  a  nega- 
tive constant  —  Jcy  so  that,  if  one  vector  is  @,  the  other  may  appro- 
priately  be  denoted  by  —  Ä:@.  In  this  case  we  may  also  say  that  the 
two  Tectors  have  the  same  direction-constants,  bat  that  the  magnitude 
of  one  is  positive  and  that  of  the  other  negative. 

§  5.  Two  vectors  @^  and  ©,  ^^  ^^^^  ^^  ^^  compounded  with 
each  other,  if  any  two  corresponding  elements  are  added  algebraically, 
and  the  sums  thus  obtained  are  taken  as  the  elements  of  a  new  vector. 
This  is  called  the  resuliant  or  the  sam  of  the  two  vectors  y  and  repre- 
sented  by  Sj  +  @,;  it  may  again  be  decomposed  into  the  components 
®j  and  ©2. 

There  are  a  number  of  theorems,  closely  corresponding  to  those 
in  the  theory  of  ordinary  vectors.    We  need  only  mention  some  of  them. 

Let 

and  let  h  be  an  arbitrarily  chosen  direction  in  the  System,  i.  e.  the 
direction  of  some  vector  @  in  the  System.  Writing  down  three  times 
the  equation  (4),  first  for  @  and  @j,  then  for  @  and  @j  and  lastly 
for  S  and  @3,  we  shall  find 

SiCos(8i,Ä)  +  SjjCos(@„Ä)  =  S,cos(©3,A)     .    .     .     (7') 

From  this  it  appears  that,  as  soon  as  two  of  the  vectors  @u@i7@s 
are  perpendicular  to  the  direction  Ä,  the  third  will  likewise  be  so. 
Instead  of  (7)  we  may  also  write 

@,  »  ©,  -  @„ 

defining  in  this  way  the  difference  of  two  vectors. 

A  given  vector  @  may  always  be  decomposed  into  one  component 
having  a  given  direction  h  (or  precisely  the  opposite  direction)  and  a 
second  component,  perpendicalar  to  h.  This  may  be  shown  as  foUows. 
If  3,  is  the  given  vector,  we  may  take  for  the  first  component  a  vector 
Si  having  the  direction  h  and  the  magnitude  S^co8(Q^,h)  and  deter- 
mine  the  second  component  ©,  ^^  ^^^  0)  ^^  satisfied.  Then,  by  (7'), 
cos(S,,  h)  =  0,  by  which  the  second  component  is  seen  to  be  perpen- 
dicular to  the  direction  /<.  We  may  add  that  the  decomposition  can 
be  effected  in  only  one  way.  The  magnitude  Scos(@,ä)  of  the  compo- 
nent of  S  along  h  is  also  called  the  projccthn  of  @  on  the  direction  /<. 
It  may  be  positive  or  negative;  in  one  case  the  component  has  the 
direction  /i,  in  the  other  it  has  the  opposite  direction. 


6  Considerations  on 

By  the  scalar  prodmi  of  the   vectors  ©^  and  ©^  ^®  understand 

the  expression 

5,  S,  cos  (©„©,), 

for  which  the  sign  (©|  •  ©,)  will  be  used. 

This  product  has  the  properties  expressed  by 

(©•{©,  +  ©,})  =  (©•©,) +  (©•©,), 

the  latter  equation  being  got  at  once^  if  (7')  is  multiplied  by  the  magni- 
tude  of  the  vector  @,  whose  direction  is  denoted  by  h, 

It  is  further  to  be  observed  that  we  may  deduce  from  (7) 

(@3-©3)  =  ({©!  +  ©,)-{®l  +  ©.})  = 

V  ■=  Äi' + 'S,»  +  2(@, .  ©,) .     .'    .-.     .     .     .     (8) 

We  shall  speak  of  the  sum  and  the  difference  of  two  vectors  not 
only  if  these  relate  to  the  same  position  of  the  system^  bat  likewise 
if  they  are  given  for  dififerent  positions. 

§  6.  The  material  points  of  the  System  are  said  to  be  comiected 
with  one  another^  if  the  System  is,  by  its  nature,  only  capable  of  such 
infinitely  small  displacements  as  satisfy  certain  conditions.  We  shall 
suppose  that  these  may  be  expressed  by  i  equations  of  the  form 

Sn 

^vx^^dx^  =  0y  {i  ^  1,2,  . , ,  i) (9) 

i' 

in  which  the  coefficients  x^^  are  functions  of  the  rectangular  coordi- 
nates,  bat  do  not  explicitly  contain  the  time.  Displacements  agreeing 
with  (9)  are  called  possible  displacements;  displacements  which  violate 
the  conditions  are  however  equally  imaginable. 

A  position  of  the  System  and  a  vector  in  it  being  given,  we  may 
examine  whether  or  not  the  vector  have  the  direction  of  a  possible  dis- 
placement.  It  will  have  such  a  direction  if  its  Clements  or  its  direction- 
constants  obey  i  equations,  similar  to  (9). 

K  two  of  the  three  vectors  in  (7)  have  the  direction  of  a  possible 
displacement,  the  third  will  have  the  same  property. 

§  7.  There  are  directions  perpendicular  to  all  possible  displaceinents. 
If  a  vector  ®,  whose  elements  are  X^,  has  such  a  direction,  we  shaU 
have  by  (4) 

^Slm^X^dx^  =  0, 
for  all  values  of  dx^  agreeing  with  the  equations  (9).     It  will  there- 
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fore   be   possible   to   express   the   elements  X,  in  i  quantities  S^  by 
means  of  the  eqoations 

m,X,  =  ^*.,Ä. (10) 

1 

Any  System  of  values  for  S^  will  give  a  vector  that  has  the  pro- 
perty  in  question. 

If;  among  the  vectors  occurring  in  (7)^  there  are  two  that  are 
perpendicnlar  to  all  possible  displacements,  the  same  wiU  be  the  case 
with  the  third  vector. 

A  g^Ten  yector  may  be  decomposed  into  two  components  of  which 
the  one  is  perpendicnlar  to  all  possible  displacements,  and  the  other 
has  the  direction  of  a  possible  displacement.  There  is  only  one  snch 
decomposition. 

In  Order  to  show  this,  we  may  regard  as  unknown  qnantities  the 
3n  elements  of  the  second  component  and  i  quantities  S^,  in  which^ 
by  (10),  the  elements  of  the  first  component  may  be  expressed.  We 
have  an  equal  nnmber  of  linear  equations,  i  of  them  expressing  (§  6) 
that  the  first  component  has  the  direction  of  a  possible  displacement, 
and  the  remaining  3n  equations,  that  the  elements  of  the  given  vector 
are  the  sums  of  the  corresponding  elements  of  the  two  components. 

§  8.  The  patli  of  a  moving  System  is  determined  by  the  positions 
it  occupies  one  after  the  other.  It  may  be  considered  as  a  succession 
of  infinitely  small  displacements,  which  we  shall  call  the  elements  of 
the  path,     The  Ungth  of  any  pari  of  Ute  path  is  defined  as  the  sum 


/■ 


ds 


of  the  lengths  ds  of  the  elements  of  which  it  consists. 

The  direction  of  a  path  in  one  of  its  positions  is  given  by  the 
direction  of  an  dement. 

We  shall  always  think  of  the  System  as  moving  along  a  path  in 
a  definite  direction.  Then  the  coordinates  x^,  and  all  other  quantities 
that  have  determinate  values  for  every  position  in  the  path,  may  be 
regarded  as  fiinctions  of  the  length  s  of  the  path,  reckoned  from  some 
fixed  Position.  Accents  will  serve  to  indicate  dififerentiation  of  such 
quantities  with  respect  to  s, 

From  what  has  been  said  in  §  4  it  foUows  that  the  quantities  af^ 
are  the  direction-constants  of  the  path;  they  will  always  satisfy  the 
relation  ^ 

^rm,x\'^m, (11) 

1 

18  appears  from  (6).    Using  (3),  we  see  that  a  vector  whose  elements 


2 
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are  x\  has  the  magDitude  1.  This  vector  of  unit  magnitude;  in  the 
direction  of  the  path,  may  be  called  the  direction- vector,  We  shall 
represent  it  by  2). 

§  9.    We  define  the  curvature  of  a  path  as  the  vector  c,  given  by 

'-S. (12) 

the  numerator  being  the  diflference  between  the  vectors  2)  at  the  be- 
ginning  and  at  the  end  of  an  element  of  the  path  of  length  ds,  The 
elements  of  2)  being  x\f  we  see  at  once  that  those  of  c  are  x^"]  accor- 
dingly,  in  virtue  of  (3),  the  magnitude  c  of  the  curvature  is  given  by 

SU 

mc^^yim^x\^ (13) 

1 

By  di£ferentiating  (11)  one  finds 

Sn 

^rm^x\x\=^Oj (14) 

i' 

the  meaning  of  which  is  that  the  cuiTature  is  perpendicular  to  the  path. 
Let  P^  and  Pg  be  two  paths,  having  in  common  a  position  A  and 
the  direction  in  this  position^  so  that  the  direction-vector  ^,  in  the 
position  A,  is'likewise  the  same  for  the  two  paths,  or 

Let  US  consider  elements  of  the  two  paths,   beginning  in  A,  and 

of  equal  lengths  ds.     If  2)^  and  ^^   are    the   direction-vectors  at   the 

ends  of  these  elements,  the  vector 

3)i— 3),  .... 

^"^-V- (1^) 

may  appropriately  be  called  the  relative  curvature  of  the  path  P^  with 
respect  to  the  path  Pj.  Now,  we  may  replace  the  numerator  in  (15) 
by  [S)i  —  ®i(a)]  —  [®2  —  ®2(a)l?  ^^®  rclativc  curvature  is  therefore  rela- 
ted as  follows  to  the  curvatures  c^  and  c,  of  the  two  paths: 

Cr  =  q  -  c, (16) 

Like  c^  and  c,,  the  relative  curvature  is  perpendicular  to  both  paths. 

§  10.  What  has  been  said  thus  far  holds  for  every  imaginable 
path.  We  shall  now  consider  possible  paths  y  i.  e.  such  as  are  com- 
posed  of  possible  infinitely  small  displacements.  The  direction-constants 
of  such  a  path  satisfy  the  i  conditions 

^rx^^x\  =  0,    (t  =  l,2,...j) (17) 

1 

as  may  be  deduced  from  (9). 
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Let  there  be  given  a  position  A  and  a  direction  in  tbis  position^ 
80  that  the  valaes  of  x^  and  x\  are  known^  and  let  us  seek  the  values 
of  x'\  for  a  possible  path,  which  make  the  curvature  c  a  minimum. 

In  solYing  this  Problem^  we  have  to  take  into  account  equation 
(14)  and  the  conditions 

2^.,^", +  22 &"'''•'''' =  ^'    (t=l,2,...i)  .    (18) 

which  are  got  by  diflferentiating  (17).  New,  the  conditions  for  the 
minimum  of  (13)  are  got  by  expressing  that  the  Variation  of  this 
quantity^  corresponding  to  variations  of  x\  that  are  compatible  with 
(18)  and  (14),  must  be  0.  Thus,  for  all  values  of  Sx\j  satisfying  the 
conditions 


and 


1 

8n 


^^m^x\dx\  =  0, 


we  must  have 


1 

3» 


^*tn^^'\  Sx\  =  0. 
1 

We  may  therefore  write  for  the  values  of  x\  that  raake  (13)  a 
minimum 

1 

P,  and  Q  being  i  +  1  quantities  whose  values  can  be  determined  by 
means  of  (14)  and  (18).  The  first  of  these  equations,  combined  with 
(17)  and  (11),  gives  <?  =  0.     The  Solution  becomes  therefore 

m,x';=2^.v-P„ (19) 

1 

and  the  formulae  (18)  will  serve  to  determine  the  quantities  P^. 

A  possible  path  which,  in  each  of  the  positions  belonging  to  it, 
is  less  curved  than  any  other  possible  path  of  the  same  direction,  may 
be  called  a  path  of  least  curvature.  In  every  position  through  which 
it  passes  it  has  the  property  expressed  by  (19)  or,  as  we  may  also 
say,  iis  curvature  is  perpendicular  to  all  possible  displacements. 

A  path  of  least  curvature  is  determined  by  one  position,  and  the 
direction  in  that  position. 

§  11.  We  shall  next  consider  a  possible  path  P  and  the  path  P^ 
of  least  curvature,  having  in  common  with  P  one  position  A  and  the 
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direction  in  that  position.  Let^  in  the  position  A,  C^  be  the  curvature 
of  P^,  ^"^(o)  the  Clements  of  this  curvature,  c  and  x\  the  correspond- 
ing  quantities  for  P,  and  let  us  fix  our  attention  on  the  relative 
curvature  of  P,  with  respect  to  the  least  curved  path  P^.  We  shall 
denote  this  relative  curvature  by  c^,  and  call  it  the  free  curvature  of 
the  possible  path  P.  It  may  be  shown  to  have  the  direction  of  a 
possible  displacement. 

Indeed^  we  have  by  definition 

C/  =  c-c„, (20) 

so  that  the  Clements  of  c^  are  x'\  —  x'^^y  Now,  if  we  write  down 
two  times  the  equations  (18),  first  for  P^  and  then  for  P,  we  find  by 
subtraction 

8n 

2^,,[^\-^';(,)]  =  0,    (t  =  l,2,...i) 

which  proves  the  proposition.  We  may  add  that  c^  is  perpendicular 
to  c^,  being  perpendicular  to  all  possible  displacements,  and  that 
therefore  by  (8) 

This  shows  that  the  curvature  of  the  path  determined  by  (19)  is  really 
a  minimum, 

It  is  easily  seen  that  a  possible  path  is  wholly  determined  if  one 
knows  one  position  belonging  to  it,  the  direction  in  that  position  and 
the  free  curvature  in  all  positions. 

§  12.  Let  P  be  a  possible  path.  From  every  position  Ä  lying 
in  it  we  make  the  System  pass  to  a  varied  position  A',  by  giving  to 
it  an  infinitely  small  displacement  ö^,  for  whose  Clements  we  write  dx^, 
these  Clements  being  supposed  to  be  continuous  functions  of  the  length 
s  of  the  path,  reckoned  along  P. 

The  path  P'  that  is  determined  by  the  succession  of  the  new  po- 
sitions A'  will  be  called  the  varied  path  and  the  Ictter  d  will  serve 
to  indicate  the  difference  between  quantities  rclating  to  this  path  and 
the  corresponding  ones  rclating  to  the  original  path.  We  shall  use 
the  sign  d,  if  we  compare  the  values  of  some  quantity  at  the  begin- 
ning  and  at  the  end  of  an  dement  ds  of  the  path  P 

It  is  easy  to  obtain  an  expressiou  for  the  Variation  in  the  length 
of  an  dement.     Starting  from  (1),  we  find 

8« 

mdsöds^  ^Slm^ dx^  ö  dx^. 


>  '^•^v  "  *^    y 


Hence,  dividing  by  ds^ 
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8»  Sn 


mS  dS'^^lm^x^S  dx^^^Slm,,x\d&x^  = 


1  1 

8n  Sn 

=  d  ^^^^p  x\  Sx^  —  ds  .  ^lm^x\öx^. 

1  1 

We  may  simplify  this  by  introducing  the  notation  for  the  ecalar 
product  of  two  vectors,  and  writing  (dö),  ^^^  *^®  projection  of  dö  on 
the  direction  of  the  path.  The  sums  on  the  right-hand  side  may  then 
be  replaced  by 

and 

In  the  last  expreBsion^  in  virtue  of  (20) 

(c.(58)  =  (c,.<Jg)  +  (C/.dS), 

and  this  is  reduced  to  the  last  term,  if  we  confine  ourselves  to  possible 
Virtual  displacements  d^,  these  being  perpendicular  to  c^.     Finally 

dds  =  d(d^X^(c^-d&)ds, (21) 

a  resnlt,  which  can  be  illustrated  by  simple  geometrical  examples. 

§  13.  It  is  to  be  observed  that  the  varied  path  of  which  we 
have  spoken  in  the  last  §  is  not  in  general  a  possible  path.  This  will 
however  be  the  case,  if  the  i  equations  (9)  admit  of  complete  inte- 
gration,  i.  e.  if  the  connexions  may  be  expressed  by  i  equations  be- 
tween  the  coordinates.  Then  we  may  speak  of  ^^possible  positions^.  All 
positions  of  the  varied  path  will  belong  to  this  class^  so  that  the 
varied  path  itself  is  to  be  considered  a  possible  one. 

Systems  having  the  peculiar  property  just  mentioned  are  called 
by  Hertz  holonomic.  For  these,  the  equation  (21)  gives  the  Variation 
which  arises  if  one  possible  path  is  changed  into  another,  infinitely 
near  it,  and  likemse  possible. 

If  now  the  original  path  were  one  of  least  curvature,  we  should 
have  Cy  =  0,  and  by  integration  over  some  part  of  the  original  path, 
in  the  supposition  that  the  initial  and  final  positions  are  not  varied, 


dfds^O. 


This  shows  that  for  holonomic  Systems  the  paths  of  least  curva- 
tore  are  at  the  same  time  geodetic  paths. 

§  14.  In  considering  the  motion  in  relation  to  the  time  t^  we 
shall  indicate  differentiations  with  respect  to  this  variable,  either  by 
the  ordinary  sign  or  by  a  dot.    If  some  quantity  tp  may  be  conceived 


12  ConsiderationB  on 

as  a  function  of  t  and   likewise  as  one  of  the   length  of  path  s,  we 

have  the  relation 

dtp       d(p    ds        .  ,  ds 

~di^Ji'  dt'      ^^^  Tt' 

We  shall  define  the  velocity  t)  of  the  System  as  the  coinplex  of 

•  ds 

the  velocities  of  the    individual   points.     Its  elements  are  x^^  x\'  , 
and  the  vector  itself  is 

The  direction  of  Hie  velocity  is  that  of  the  path,  so  that  we  may 
write 

ü  =  t;S) (22) 

and  the  magnitude  is 

ds 

"  =  ?«• 

If  the  magnitude  is  determined  by  (3),  the  kinetic  energy  is  easily 
found  to  be 

By  the  accderaüon  f  of  the  System  we  understand  the  complex  of 
the  accelerations  of  all  the  material  points.  Thus  the  elements  of  f 
are  x^,  and 

f  =  ö, 

as  may  be  seen  by  observing  that  the  elements  of  (2  t),  the  difference 
of  the  velocities  at  the  beginning  and  at  the  end  of  the  time  dt,  are  dx^, 

and  those  of  -^  or  6,   -^~  or  x^. 

An  interesting  result  is  obtained  if,  in  our  last  equation,  we  use 
(22),  (12)  and  (20).     Taking  into  account  that 


dt 


=  t;  35  +  635, 


we  are   led   to   the  following  decomposition  of   the  acceleration   into 
three  components: 

f  =  v®  +  r®  =  v^-^  +  vS)  =  vH  +  17®  =  v\  +  vH^  +  vlb.     .     (23) 

The  first  component  is  perpendicular  to  all  possible  displacoments, 
the  second  has  the  direction  of  the  free  curvature  and  the  third  that 
of  the  path. 

It  is  easily  seen  that  a  possible  motion  will  be  quite  determined, 
if  we  know  one  position,  the  velocity  in  that  position  and,  for  every 
instant,  the  second  and  the  third  component  of  the  acceleration.  In- 
deed,  the  second  component  determines  the  free  curvatore,  and  by  this 
the  change  in  the  direction  of  the  path,  and  the  third  component 
determines  the  change  in  the  value  of  the  velocity. 
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§  15.  Let  the  material  points  of  the  eystem  be  acted  on  by  forces^ 
in  the  osual  sense  of  the  word^  and  let  X^  be  the  rectangolar  compo- 
nents  of  these.  We  shall  take  together  all  these  forces^  so  that  we 
may  speak  of  them  all  as  of  one  thing^  bat  in  doing  so  we  shall 
slightly  depart  from  the  way  in  which  we  haye  defined  the  velocity  and 

the  acceleration.    We  begin  by  mnltiplying  each  indiyidual  force  by  — >, 

m  being  the  mass  of  the  point  on  which  it  acts^  and  m  the  mass  of 
the  whole  System,  and  we  understand  by  ilie  force  5  oding  on  the  systati 
the  complex  of  the  new  vectors  thus  obtained. 

The  elements  of  f?  are  therefore  —  X^. 

Assigning  to  ^  a  definite  direction  and  a  definite  magnitnde  will 
of  coorse  imply  that  all  the  forces  acting  on  the  material  points  of  the 
System  are  given  in  direction  and  magnitnde. 

The  definition  of  the  force  ^  has  been  so  chosen  that  the  work 
of  the  forces  in  an  infinitely  small  displacement^  i.  e.  the   expression 

8» 

^  X^da:^, 
1 

becomes  equal  to  the  scalar  product  (5*rf^)- 

§  16.  Every  force  5  ^^7  ^^  decomposed  into  one  component  5^, 
perpendicnlar  to  all  possible  displacements^  a  second  component  f^^^ 
haying  the  direction  of  a  possible  displacement  and  perpendicnlar  to 
the  path^  and  a  third  component  ^j;  ^  ^^®  direction  of  the  path. 

One  can  conduct  this  Operation  in  two  steps.  Replace  first  (§7) 
^  by  ^Q,  perpendicnlar  to  all  possible  displacements,  and  ^',  in  the 
direction  of  snch  a  displacement.  This  being  done^  we  have  to  decom- 
pose  (§  5)  3'  into  a  force  fj^,  along  the  path,  and  a  force  5i,  perpen- 
dicnlar to  it.  The  latter  component  will  have  the  direction  of  a  possible 
displacement^  becanse  ^'  and  ^  have  such  directions. 

For  a  given  force  the  three  components  obtained  in  the  aboye 
way  are  wholly  determinate.  We  shall  always  denote  them  by  the  in- 
dices  0,  1,  2. 

§  17.  We  may  imagine  each  material  point  to  be  acted  on  by  a 
force  in  the  direction  of  the  acceleration  of  the  point  and  equal  to 
the  product  of  the  acceleration  and  the  mass.  Let  &  be  the  force 
acting  on  the  system  in  this  special  case. 

Now  we  have  in  the  supposition  just  made  Xy=»  m^^r^,  from  which  we 
^find  miy  for  the  elements  of  ®,  @  =  wf  for  the  force  itself,  and,  by  (23), 

for  its  three  components. 
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§  18.  What  precedes  has  prepared  us  for  the  consideration  of  the 
fandamental  principles  by  which  the  motion  of  the  System  under  the 
action  of  given  forces  is  to  be  determined.  We  may  in  the  first  place 
start  from  the  following  assumptions: 

a)  The  System  will  have  the  acceleration  f,  if  the  force  is  preci- 
sely  ®  =  wf . 

b)  Two  forces  §^  and  §^  may  have  the  same  influence  on  the 
motion.     For  this  it  is  necessary  and  sufficient  that  the  force 

should  be  perpendicular  to  all  possible  displacements. 

Let  the  system  be  subject  to  the  force  %  with  the  components 
%09^n%if  ^°^  ^®*  *^®  acceleration  be  f.  Then,  by  the  first  principle, 
^  has  the  same  influence  as  ®  ==  mf^  and  by  the  second  principle 
1^  —  @  must  be  perpendicular  to  all  possible  displacements.  This 
amounts  to  the  same  thing  as  f^i  =  ©i,  i$9  =  ©s»  or 

^^^mv\,    g,  =  mt'S) (24) 

It  will  be  immediately  seen  that  the  above  assumptions  are  equi- 
yalent  to  d'Alembert's  principle.  We  might  also  have  replaced  them 
by  the  foUowing  mle: 

Decompose  the  acceleration  into  two  components  fg  and  f,  the 
first  perpendicular  to  all  possible  displacements^  and  the  second  in  the 
direction  of  such  a  displacement.  Decompose  the  force  ^  in  the  same 
way  into  the  components  %q  and  ^'.  Then  the  equation  of  motion 
will  be 

5'  =  mf. 

This  leads  directly  to  the  equations  (24),  by  which  it  is  clearly 
Seen  that  the  change  in  the  direction  of  the  path  is  determined  by  the 
component  %i,  and  the  change  in  the  value  of  the  velocity  by  the 
component  ^^.  It  is  to  be  kept  in  mind  that  the  first  of  the  formulae 
(24)  is  a  vector  equation.  In  general  the  free  cnrvature,  as  well  as  the 
force  1^1 ;  may  have  different  directions,  in  some  cases  a  great  many 
of  them.  The  equation  does  not  only  show  us  io  what  amaunt  the 
path  deviates  from  one  of  least  curvature,  but  also  to  tchic/^  side  the 
deviation  takes  place. 

If  §  =»  0,  we  have  c^  =  0  and  v  =  0;  we  are  then  led  back  to 
the  fundamental  law  of  Hertz. 

In  connexion  with  the  above  decomposition  of  the  force  it  may 
be  noted  that  the  work  of  the  force,  corresponding  to  an  element  of 
the  path,  is  given  by 

(g  •  <?»)  -  (5o  •  di)  +  (gl  •  <?«)  +  (i5>  •  <?«)• 

Since  both  9o  ^^'^  %i  <"%  perpendicular  to  the  path,  this  redaces 
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to  the  last  term.     Hence,  putting  d^  =^  v^  and  using  the  last  of  the 
formnlae  (24),  we  may  write 

If  now  the  System  is  a  conservative  one  with  potential  energy  U, 
we  have  for  the  work  —  dU,  so  that  the  sum 

T+  V=^E 
reniains  constant. 

§  19.  Let  US  now  retum  to  the  equation  (21),  taking  for  the 
original  path  one  that  is  described  nnder  the  action  of  the  existing 
forces.     Attending  to  (24),  we  may  write  in  (21) 

(c,.a«)  =  jli(5,.d8)  =  ^[(5.d8)-(5o<5ä)-(5,-<i«)]- 

Now  we  have  (5o*^^)'^^y  because  %q  is  perpendicular  to  the 
Tirtnal  displacement.     Further: 

(5, .  ii)  =  mr(®  -öi)^  mv{H\  =  mvv{H\  =  mv  ^(««)„ 

so  that  (21)  becomes 

dds~  d{d  8).  -k-\dv  {Si).  -  ^(g  •  6i)ds, 

or,  multiplied  by  mv, 

mv8ds  +  -^(5  •  8i)ds  =  wd[t;(dd)J. 

The  scalar  product  (^-Si)  on  the  left  is  the  work  of  the  force 
for  the  Virtual  displacement;  in  the  case  of  a  conservative  System,  it 
may  be  denoted  by  —81},     The  result  therefore  takes  the  form 

mvdds-'^8Uds^md[v{di);\ (25) 

§  20.  Thns  far,  we  have  spoken  only  of  a  varied  path,  but  not 
of  a  varied  moiion]  we  have  said  nothing  about  the  instants  at  which 
we  imagine  the  varied  positions  to  be  reached.  In  this  respect  we 
may  make  different  assumptions,  and  among  these  there  are  two  which 
lead  to  a  simple  result,  if  the  equation  (25)  is  integrated  over  a  part 
of  the  path. 

a)  Let  the  varied  positions  A'  be  reached  at  the  same  moments 
as  the  corresponding  positions  A  in  the  original  motion.     Then 

mvSds  =»  mv8v'dt=^  dTdt'j 
(25)  becomes 

*(T-  U)dt^md[tiä^\] 

and,  if  integrated  along  the  path  which  the  System  travels  over 
between  the  instants  /^  and  ^,  in  the  supposition  that  ä^  =  0  for 
/»/^  and  <-^, 

df{T-ü)dt^O (26) 
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This  is  Hamilton's  principle,  which  is  in  itself  suf&cient  for  the 
determination  of  the  motion  really  taking  place  under  the  action  of 
given  forces. 

b)  In  the  second  place  we  shall  assume  that  in  the  varied  motion 
tlie  energy  T+  U  lias  the  same  comtant  value  E  as  in  the  original 
motion,  This  value  E  being  given,  and  U  being  known  for  every  posi- 
tion,  the  value  of  the  velocity  is  given  by 


'=Vl^p-^^)- 


This  second  assumption  therefore,  as  well  as  the  first,  leaves  no  doubt 
as  to  the  velocity  with  which  the  System  is  supposed  to  travel  along 
its  varied  path. 

The  total  energy  remaining  constant,  we  have  now 

6U &Tr^-mv&v, 

and  (25)  becomes 

&(vds)  =  d[v{di);\, 

or 

8{yE^^^ds)^yYmd[v(öi);\ (27) 

Hence,  if  we  integrate  along  a  certain  part  of  the  path,  supposing 
again  the  extreme  positions  to  remain  unchanged, 

öfyE-  Uds^O (28) 

This  is  the  principle  of  least  action  in  the  form  that  has  been 
given  to  it  by  Jacobi.  Indeed  we  may  define  the  action  along  a  path 
of  the  System  as  the  integral  that  occurs  in  the  eqnation  (28).^)  Its 
value  may  be  calculated  for  any  path  Ä^A^  whatsoever.    For  the  sake 

of  brevity  we  shall  denote  it  by  F^'. 

Both  the  principle  of  Hamilton  and  that  of  Jacobi  have  been 
here  obtained  by  the  consideration  of  the  Variation  in  the  length  of 
an  Clement  of  a  curved  path  that  is  caused  by  Virtual  displacements 
of  the  System.  It  is  clear  that  both  principles  hold  for  every  System, 
be  it  holonomic  or  not,  the  only  condition  being  that  the  Virtual  dis- 
placements do  not  violate  the  connexions.  We  must  however  keep  in 
mind  that  it  is  only  in  the  case  of  holonomic  Systems  that  the  varied 
motion  may  be  said  to  be,  as  well  as  the  original  one,  a  possiUe 
motion.  Hence,  if  we  wish  to  compare  the  motion  taking  place  under 
the  action  of  the  given  forces  with  another  motion,  differing  infinitely 
little  from  it,  and  such  as  not  to  be  exduded  by  the  connexions,  the 
two  principles  will  only  be  true  for  holonomic  Systems.*)  The  varia- 
tions  of  the  Integrals  occurring  in  (26)  and  (28)   will   be  0,   if  the 


1)  The  action  is  usoally  defined  as  the  integral  multiplied  bj  }/2iii. 

2)  See  0.  Holder,  GOtt.  Nachr.,  Math.  phys.  Kl.,  1896,  p.  122. 
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original  motion  is  not  only  a  possible  one^  but  such  as  may  reallj 
take  place  ander  the  influence  of  the  acting  forces.  We  shall  call  such 
a  motion  a  real  or  a  natural  one. 

§  21.  We  shall  conclude  by  briefly  showing  how  some  well 
known  propositions  may  be  presented  in  a  form^  agreeing  with  what 
precedes.  These  propositions  relate  to  holonomic  Systems.  Let  us  there- 
fore  assume  that  the  connexions  are  expressed  by  i  equations  which 
must  be  satisfied,  independently  of  the  time^  by  the  coordinates  x^y  and 
let  US  confine  ourselves  to  possible  positions,  i.  e.  such  as  agree  with 
these  i  conditions.  We  might  determine  these  positions  by  3n  —  i 
'^free'^  coordinates^  but,  in  what  follows,  it  is  not  necessary  to  do  so. 

If,  in  addition  to  the  equations  expressing  the  connexions,  we 
assume  still  one  other  equation 

between  the  coordinates,  we  shall  call  the  totality  of  positions  satis- 
fying  that  equation  a  surface  of  positions. 

In  case  one  of  these  positions  Ä  is  reached  by  a  certain  path  — 
the  other  positions  in  this  path  not  all  of  them  belonging  to  the  sur- 
face —  the  path  may  be  said  to  ciit  the  surface  in  the  position  A, 
For  simplicity's  sake  it  will  be  supposed  in  such  a  case  that  the  sur- 
face and  the  path  haye  only  that  one  position  in  common. 

Starting  from  a  position  Äy  which  belongs  to,  or  lies  in  a  surface 
of  positions  S,  we  may  give  to  the  System  infinitely  small  displace- 
ments,  in  such  directions  that  by  them  the  position  does  not  cease  to 
belong  to  the  surface.  Displacements  of  this  kind  may  be  said  to  lie 
in  the  surface  F.  For  their  elements  dx^  we  have,  in  addition  to  the 
equations  corresponding  to  (9),  the  condition 

80  that  of  the  3n  elements  dx^,  ^'  +  1  may  be  expressed  in  terms  of 
the  remaining  3n  —  i  —  1. 

Again,  we  may  subject  an  infinitely  small  possible  displacement 
d^\  starting  from  a  position  Ä  in  the  surface  jP,  to  the  condition 
that  it  shall  be  perpendicular  to  all  infinitely  small  displacements  be- 
ginning  in  Ä  and  lying  in  the  surface,  a  property  which  we  shall 
express  by  saying  that  dd'  is  perpendicular  to  the  surface  itsdf  The 
condition  implies  that 


SU 


2- 


m^dx^öx^^O 
1 
for  all  admissible  valaes  of  dx^,     This  gives  in  all  3n  —  t  —  1    inde- 

Lorents,  WiMMMohaftliche  AbhAndlan^n.  2 
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pendent  rclations  between  the  elements  öx\.  To  these  are  to  be  added 
i  equations  of  the  form  (9);  so  that  we  have  3n  —  1  linear  and  homo- 
geneous  equations^  just  sofficient  for  the  determination  of  the  raiios  of 
the  elements  öx\,  Hence,  a  position  Ä  in  the  surface  F  having  been 
chosen,  there  is  always  one^  and  only  one  direction  of  a  possible  dis- 
placement  perpendicular  to  the  surface. 

Let  £>  be  a  surface  of  positions,  Ä  a  position  that  does  not  belong 
to  it  but  is  infinitely  near  others  that  do^  B  a  position  in  the  surface^ 
such  that  the  infinitely  small  displacement  A—^B  is  perpendicular  to  S, 
and  C  any  position  in  S  infinitely  near  B.  Let  ^  be  the  angle  be- 
tween the  displacements  Ä—^B  and  A^^C,  and  let  us  denote  by  ÄJB 
and  ÄC  the  lengths  of  these  displacements.     Then 

AB  =  ÄC  cos  ^. 

This  foUows  from  what  has  been  said  in  §  5,  if  we  consider  that 
A—^C  is  the  resultant  of  the  displacements  A  — ►  B  and  B  — ►  C 

§  22.  Henceforth  we  shall  treat  only  of  natural  motions^  taking 
place  with  a  fixed  value  E  of  the  total  energy,  which  we  choose  once 
for  all.  We  shall  suppose  that,  if  0  and  A  are  any  two  positions, 
there  is  one  and  only  one  such  a  natural  motion  which  leads  from 
0  to  A,     The  action  along  the  path  of  this  motion, 

A 
0 

will  have  a  definite  value,  depending  on  the  coordinates  of  0  and  A^ 
and  we  shall  examine  the  variations  of  this  action,  if  we  change  the 
final  position  A,  the  initial  one  being  fixed. 

In  the  first  place  it  is  clear  that,  if  we  move  A  along  a  path 
issuing   from    0,   V  ^  will  be  the  greater,  the  farther  A  recedes  from  0, 

Indeed,  V  ^  presents  a  certain  analogy  with  the  length  of  the  path,  the 
difference  being  that,  in  calculating  the  action,  we  must  multiply  each 

dement  ds  by  the  factor  YE—Ü,  which  changes  with  the  position. 

The  increment  of  the  action,  corresponding  to  an  dement  of  the 
path,  is  obviously 

yw^üds. 

In  the  second  place  we  compare  two  paths,  both  issuing  from  0, 
but  in  directions  that  diflfer  infinitely  little  from  each  other.  We  shall 
proceed  along  these  so  far,  say  tili  we  have  reached  the  positions 
A  and  A',  that  the  action  is  equal  in  the  two  cases,  i.  e. 

Vo=V', (29) 

Now,  the  motiou  0 — ^  A'  may  be  conceived  as  the  result  of  an 
infinitely  small   Variation   of   the   motion   0—>A]   we   may   therefore 
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apply  the  equation  we  deduce  from  (27),  if  we  integraie  from  0  io  Ä. 
(hl  account  of  (29)^  we  get  0  on  the  left-hand  side;  hence,  the  pro- 
jeetion  (ßi),^  which  yanishes  for  the  position  0,  must  likewise  be  0  for 
the  Position  A,  and  the  infinitely  small  displacement  A—^Ä'  is  fonnd 
to  be  perpendicular  to  the  path  OA. 

We  may  next  fix  onr  attention  on  all  paths  that  issue  from  a 
definite  position  0.  In  each  of  these  we  choose  a  position  A  at  snch 
a  distance  from  0,  that  the  action  Vo  between  0  and  these  positions 
has  the  same  value  for  all  of  them.  The  positions  A  will  belong  to 
a  certain  surface^  and,  by  what  has  just  been  found,  this  will  be  cut 
at  right  angles  by  all  the  paths.  We  may  therefore  call  these  latter 
the  orthogonal  trajectories  of  the  snrfaces 

F^  =  const (30) 

Let  S  be  that  one  of  these  surfaces,  to  which  a  certain  position 
A  belongs,  and  let  B  be  some  position,  infinitely  near  A^  and  fiirther 
from  0  than  the  sorface  S.  In  order  to  find  an  expression  for  the 
difference  V^—  V^,  we  consider  also  the  surface  S\  likewise  belong- 
ing  to  the  group  (30),  and  containing  the  position  B]  this  surface  will 
be  cnt  in  a  certain  position  C  by  the  path  OA  prolonged.  If  d  is  the 
angle  between  A—^B  and  the  direction  of  the  path  in  -4,  we  shall  have 

F^  -  r^  =  F^  -  F^  =  ya^^Ü^  AC  =  yiE^^  ab  cos  »    (31) 

§  23.  Instead  of  considering  the  paths  issuing  from  one  and  the 
same  position  0,  we  may  also  begin  by  choosing  a  sorface  of  posi- 
tions S^f  and  think  of  all  the  motions  in  which  the  System  starts 
from  a  position  belonging  to  this  sui*face,  in  a  direction  perpendicular 
to  it.  We  shall  suppose  that  any  given  position  A  may  be  reached 
by  one  and  ouly  one  of  these  motions,  and  we  shall  write  F,  for  the 
action  along  the  path  leading  from  S^  io  A. 

This  function  has  properties  similar  to  those  of  the  function  we 
have  studied  in  the  preceding  §.  The  paths  are  the  orthogonal  tra- 
jectories of  the  surfaces 

F  p  =  const., 

and  the  change  in  the  action,  caused  by  an  infinitesimal  Variation  of 
.4  is  given  by  a  formula  of  the  same  form  as  (31). 

§  24.     The  yalues  of  F^  and  F^    may  depend  in  many  diflferent 

ways  on  the  coordinates  of  the  yariable  position  Ay  according  to  the 
choice  of  the  initial  position  0  or  the  surface  S^  from  which  we  start. 
All  these  different  functions  have  however  one  common  property, 
which  foUows  immediately  from  what  has  been  said,  and  for  which  a 
conciee  form  of  expression  is  obtained  in  the  foUowing  way. 

2* 


20  Gonsiderations  on 

If  Q  is  a  function  of  the  coordinates,  we  may,  for  every  infinitely 
small  poBsible  displacement  d^,  beginning  in  a  position  A,  calcolate 
the  ratio 


08 


(32) 


The  yalue  of  this  will  of  course  depend  on  the  direction  of  d^^ 
and  the  position  A  being  chosen,  there  will  be  one  definite  direction  n, 
for  which  the  ratio  takes  the  largest  positive  yalue.  Gonsidering  the 
two  surfaces  for  which  the  function  has  the  values  Q  and  Q  +  dQy 
and  remembering  that  the  part  intercepted  by  these  surfaces  is  smaller 
for  a  path  by  A  perpendicular  to  the  surface  Qy  than  for  any  other 
path  through  A  (§  21)^  we  see  that  the  direction  n  is  perpendicular 
to  the  surface. 

Now,  if  we  denote  the  maximum  value  of  (32)  by  DQy  the  pro- 
perty  in  question  of  the  functions  V  may  be  expressed  by 


D F^  =  |/E--C^  and  DV^^^yE^^. 

These  formulae  follow  directly  from  the  foregoing  considerations. 
We  may  write  them  in  the  form  of  a  partial  differential  equation 
which  is  satisfied  by  V^  and  by  Kg.  . 

§  25.  Let  R  be  any  Solution  of  this  differential  equation,  i.  e.  a 
function  of  the  coordinates,  such  that 

Dli^YE-U] (33) 

then  the  orthogonal  trajectories  of  the  surfaces 

R  =  const (34) 

are  natural  paths  of  the  System. 

The  proof  of  this  is  as  follows:  Imagine  the  infinitely  small  dis- 
placements  df^,  lying  between  the  two  consecutive  surfaces 

22  =  0  and  li=C+dC, 

that  is  to  say,  the  displacements  whose  initial  position  belongs  to  the 
first  and  whose  final  position  belongs  to  the  second  surface,  and  sub- 
ject  them  to  the  further  condition  that  they  are  to  be  perpendicular 
to  the  first  surface.     Then  we  have  by  (33) 

80  that  the  action  is  the  same  for  all  these  elements,  whichever  be  the 
position  in  the  surface  from  which  they  start. 

On  the  contrary,  if  d^'  is  another  dement  of  path  between  the 
two  surfaces,  not  perpendicular  to  them,  but  making  an  angle  ^  with 
one  of  the  first-named  displacements  d^  in  the  immediate  ricinity,  we 
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shall  have 

ds  '- 


and  for  the  action  alontr  d^' 

cos  ^' 

It  appears  from  this  that 


d[yE-Uds]  =0, (35) 

if  we  pass  from  an  element  d^,  perpendicolar  to  R  =  C,  to  an  ele- 
ment  d^\  Ijing  between  the  same  two  surfaces,  and  of  such  a  direction 
that  ^  is  infinitely  small. 

This  being  established,  we  may  take  an  arbitrarily  chosen  part 
31 N  of  an  orthogonal  trajectory  of  the  surfaces  (34),  we  may  divide 
it  into  elements  by  means  of  surfaces  belonging  to  the  group,  and 
infinitely  near  each  other,  and  we  may  give  to  MN  an  infinitely 
small  Variation,  without  however  changing  the  positions  M  and  N. 
Then,  applying  what  has  just  been  said  to  every  element  of  MN, 
and  integrating,  we  find 

dfVE^Üds  =  0, 

showing  that  MN  is  a  natural  path. 

At  the  same  time  the  meaning  of  the  function  R  becomes  apparent. 
Itfl  yalue  in  a  certain  position  A  is  the  action  along  a  trajectory, 
ending  in  Ä  and  beginning  at  the  surface 

U-0 (36) 

§  26.  We  shall  now  assume  that  we  know  a  function  R(c)  of  the 
coordinates,  satisfying  the  differential  equation  (33)  and  containing  an 
arbitrary  constant  c. 

Then  -ö—  ,  which  is  itself  a  function  of  the  coordinates,  will  have 

the  same  yalue  for  all  positions  lying  on  a  path  P,  perpendicular 
to  the  surface  (36). 

In  Order  to  show  this,  we  consider  the  surfaces  whose  equations  are 

-B(c)  =  0 (37) 

and 

R(c  +  dc)^0 (38) 

Let  A^  be  the  position  in  the  first  surface  where  the  path  P 
begins,  A  any  position  belonging  to  P.  We  shall  suppose  this  path 
A^A  io  cut  the  surface  (38)  in  a  position  A^,  which  is,  of  course,  in- 
finitely near  A^.  We  shall  finally  think  of  the  path,  such  as  there 
eertainly  is  one,  leaving  the  surface  (38)  in  a  perpendicular  direction 
and  terminating  in  A.  It  has  a  definite  initial  position  in  (38),  infini- 
tely uear  A^  and  which  we  shall  call  A\ 


§2  Considerations  on  the  principles  ot  dynamicfl. 

Since 

^  A^"  ^  A"> 

as  may  be  deduced  from  (27),  we  have 

y".'-y^-y\-K--vX  •  •  •  •  (39) 

Now,  V ^  and  V ^,  are  the  values  of  li{c)  and  jR(c  +  de)  for  the 
Position  A.     Consequently,    the    first   member  of  (39)  is  the  yalue  of 

-A  -rfc  for  this  Position,  and 

lf-~S' m 

The  right-hand  member  of  this  formula  remaining  the  same  if  we 
move  the  System  along  the  path  P,  the  proposition  is  proved. 

§  27.  A  remarkable  and  well  knowu  theorem  of  Jacobi  is  a 
direct  consequence  of  our  last  proposition.  If  we  have  fonnd  a  fonction 
12  of  the  coordinates,  satisfying  the  differential  eqiiation  (33)  and  con- 
taining,  besides  an  additive  constant,   3«  —  i  —  1  other  arbitrary  con- 

stants  c^^c^j  etc.,  the  values  of  ^ — ,  ^ —  etc.    will   not    change,    while 

the  System  describes  a  path,  perpendicular  to  the  sorface 

^(ci,  c,,  c„  ■ .  •)  =  0 (41) 

The  3n  ~  i  —  1  equations  of  such  a  path  will  therefore  be  of 
the  form 

where  yi,  y^,  etc.  are  constants. 

The  total  number  of  the  constants  c  and  yis2(3w-—  i— 1);  this 
is  just  sufficient  for  the  representation  of  every  path  that  may  be 
described  with  the  chosen  value  of  the  energy.  If  we  confine  ourselves 
to  fixed  values  of  the  constants  c,  and  change  those  of  the  constants  y, 
we  shall  obtain  all  paths  that  are  perpendicular  to  one  and  the  same 
surface  (41).  One  of  these  paths  will  be  distinguished  from  the  other 
by  the  value  of  the  action  along  the  parts  of  the  path,  lying  between 
the  surface  (41)  on  one  side,  and  each  of  the  surfaces 

li(ci,Cg  +  ^/cg,C8,  ....)  =  0, 

-K(q,Cj,C8  +  dc5, ....)  =  0, 

on  the  other.    Indeed,  by  (42)  the  action  along  these  parts  is  —  yi^Cj, 
—  y^dc^  etc. 

By  giving  other  values  to  the  constants  c,  we  shall  change  the 
surface  (41)  and  we  shall  find  the  paths  that  are  perpendicular  to  the 
new  surface. 


n. 

Ein  allgemeiner  Satz,  die  Bewegung  einer  reibenden  Flüssigkeit 
betrelFend,  nebst  einigen  Anwendungen  desselben. 

(Amsterdam,  Zittingsverlag  Akad.  v.  Wet.,  5  [1896],  p.  168.)') 

§  1.  Wir  betrachten  eine  inkompressible  reibende  Flüssigkeit  und 
nennen  q  die  Dichte,  u,  v,  tv  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  t), 
X,  Y,  Z  die  Komponenten  der  pro  Yolumeneinheit  wirkenden  äiifieren 
Krafb  ^,  X^,  X^  usw.  die  Spannungskomponenten  für  Flächenelemente, 
diu  senkrecht  zu  den  Koordinatenachsen  stehen^  p  den  Druck  und  /t  den 
Reibungskoeffizienten.     In  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen 

r:+r;+w-«.    ■. W 

(du    .        du    ,       du    .         M       V   I    /^^«    .    ^^y     ,    ^X\\ 

^\ct  dx   '      dy   '       czj  \dx^   dy   ^   dz  J' 

/dv    ,       dv    ,      dv    ,       dv\      ^  .    /^  ^T        dY„       dY,\ 
^\dt  ^     dx^     dy^      dz)  \dx   ^   dy  ^   dz  )'         ^^ 

(dw  .     dw  .     dw  .     dw\     „.  (dz,  ,  dz^  .  dz\ 

^\di  ^     dx  dy  dz)  \dx  ^-  dy    ^    dz  )  ^ 

ist  dann 

X,  =  ~i)  +  2/t||,  usw.     ......     (3) 

X,=  i;=^(|-^*  +  |^),usw (4) 

Es  sei  weiter  S  ein  mit  der  Flüssigkeit  gefüllter  Raum,  der  von 
einer  Fläche  6  begrenzt  wird.  Diese  letztere  kann  aus  verschiedenen 
voneinander  getrennten  Teilen  bestehen;  sie  kann  im  Inneren  der  Flüssig- 
keit liegen,  aber  auch  ganz  oder  zum  Teil  mit  der  Oberfläche  fester 
Körper  zusammenfallen.  Wir  nehmen  ein  für  allemal  an,  daß  die  Flüssig- 
keit nirgendwo  an  eine  zweite  Flüssigkeit  oder  an  einen  leeren  Raum 
grenzt,  und  daß  an  den  festen  Körpern  keine  Oleitung  stattfindet  In 
jedem  Punkte  der  Berührungsfläche  stimmt  demnach  die  Geschwindig- 
keit der  Flüssigkeit  mit  der  des  festen  Körpers  überein. 


1)  Die  Abhandlung  erscheint  hier  znm  grOßt^n  Teil  in  neuer  Bearbeitung. 
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Unter  dS  und  dö  verstehen  wir  ein  Raum-  und  ein  Flachen- 
element, unter  n  die  in  einem  Punkte  von  6,  in  Bezug  auf  den  Raum  S 
nach  außen  gezogene  Normale,  unter  cc^  ß,  y  die  Winkel,  welche  diese 
mit  den  Koordinatenachsen  bildet,  und  unter  X^,  Y^,  Z^  die  Spannungs- 
komponenten an  der  Fläche,  so  daß 

X^=»  X^cosa  +  XyCos/3  +  X^cosy,  usw.        ...     (5) 
ist. 

Die  im  folgenden   vorkommenden   Integrale   erstrecken   sich   über 

den  ganzen  Raum  S,  bzw.  die  ganze  Fläche  6, 

§  2.  Wir  wollen  einen  Satz  ableiten,  zu  dem  man  gelangt,  wenn 
man  zwei  den  Bewegungsgleichungen  genügende  Zustände  ins  Auge 
faßt.  Für  den  einen  wenden  wir  die  oben  eingeführten  Bezeichnungen 
an,  für  den  anderen  dieselben  Buchstaben,  ledoch  mit  Strichen  ver- 
Beben,  insofern  es  sich  um  veränderliche  öiößen  handelt.  Die  mit 
(1) — (5)  übereinstimmenden  Gleichungen  für  den  zweiten  Zustand  wer- 
den wir,  ohne  sie  aufzuschreibeu,  als  (l') — (5')  zitieren. 

Wir  gehen  nun  ans  Ton  dem  Oberflächenintegral 

Indem  wir  die  Werte  (5)  darin  einführen  und  beachten,  daß  für 
jede  Funktion  9 

/ ^> cos ad6  ==/  ^-  d/S,     usw., 
erhalten  wir  zunächst 

Das  „usw.''  bedeutet  hier,  und  ebenso  in  anderen  Fällen,  daß  den 
vorhergehenden  Gliedern  diejenigen,  welche  daraus  durch  zweimalige 
zyklische  Yertauschung   der  Buchstaben  entstehen,  hinzuzufügen  sind. 

Wir  zerlegen  den  Ausdruck  (6)  in 

und  bilden  den  letzten  Teil  durch  Substitution  der  Werte  (3)  und  (4) 
um.  Wegen  der  Beziehung  (1')  verschwinden  dabei  die  Glieder  mit  p, 
so  daß 

wird.     Da  sich  nun  dieser  Ausdruck  bei  Yertauschung  von  u,  t;,  w  mit 
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u\  v\  vo'  nicht  ändert,  so  gelangt  man  zu  demselben  Wert,  wenn  man 
Ton  dem  IntqptJ 

aasgeht,  and  in  derselben  Weise  wie  oben  verfährt. 
Es  ergibt  sich  also,  wenn  man 

,     rr  /cX,     ax,     dx'\  -\  ,„ 

setzt^ 

Ä  —  Ä'  =  Äi  -  Ä/. 

In  die  Glieder  Sl^  und  Sl^'  führen  wir  jetzt  die  aus  (2)  und  (2') 
folgenden  Werte  von 

ax,      dx^      ax. 


ax'.     ax'      ax' 


usw. 


dx  cy 

ein.    Wir  erhalten  dann  den  Satz 

J'(«'x.  +  »T.  +  «>'zj  dtf  -/(«x;  +  t.r, + wz\)  d<t  - 

"  <*y [("' ll  -  " T^t)  +    ""^l '^'^  - /t(«'^ -  «X')  +    asw.  1  dS  + 

oder,  wenn  wir  uns  von  jetzt  ab  auf  unendlich  kleine  Werte  der  Ge- 
schwindigkeit und  der  äußeren  Kräfte  beschranken,  wodurch  das  letzte 
Integral  fortfallt, 

°^/T("'tT~'*^)+   u8w.]rfS-r[(M'X-uX')+  n8w.]dS    (10 

Eine  weitere  Vereinfachung  erreichen  wir  dadurch,  daß  wir  die 
beiden  Bewegungszustande  als  stationär  voraussetzen.    Dann  wird 

j\uX^  +  r'r.  +  ir'ZJ  d6  -f{uX\  +  vY\+  wZ'Jde  = 

=  -/[(uX-«X')+    usw.]rfS    .     .    (F) 

§  3.  Die  letzte  Gleichung  wenden  wir  zunächst  in  folgender  Weise 
an.  Es  sei  die  Flüssigkeit  von  ruhenden  Wänden  eingeschlossen,  und 
es  mögen  sich  in  derselben  beliebige  gleichfalls  ruhende  feste  Körper 
befinden.    Nehmen  wir  dann  für  S  den  ganzen  von  der  Flüssigkeit  ein- 
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genommenen  Raum,  so  yerscli winden  u,  v,  w,  u\  v\  tv  in  allen  Punkten 
von  6.    unsere  Gleichung  reduziert  sich  daher  auf 

/(tt'X  +  r'Y-f  w'Z) dS  =f(u^'  +  vY'  +  wT) dS  .     .     (!'") 
Kürzer  schreiben  wir  hierfür 

/(»'•g)dÄ=/(ü-5>?'S, 

WO  (t)'-5)  '^^  (^  *  S)  ^*®  skalaren  Produkte  aus  der  im  einen  Fall 
bestehenden  Geschwindigkeit  mit  der  im  anderen  Fall  wirkenden  Kraft 
bedeuten. 

Ein  stationärer  Bewegungszustand  kann  offenbar  durch  äußere 
Kräfte  hervorgerufen  werden,  die  an  jeder  Stelle  konstant  erhalten  wer- 
den, und  die  wir  uns  in  beliebiger  Weise  über  den  Raum  verteilt 
denken  können.  Es  mögen  nun  diese  Kräfte  im  einen  Fall  auf  einen 
unendlich  kleinen  Raum  S  am  Punkte  P,  und  im  anderen  Fall  auf 
einen  unendlich  kleinen  Raum  S'  am  Punkte  P'  beschrankt  sein.  Da 
in  dieser  Voraussetzung  die  Geschwindigkeit  t)  an  allen  Stellen  von  S' 
gleiche  Größe  und  Richtung  hat^  und  ebenso  o'  in  allen  Punkten  von  S, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

{t>'pfyds)  =  (t)p--J\s'ds), (7) 

wo    die   Integrale  Vektoren   sind   und    die   Indizes   P,  P',  S,  S'    wohl 
keiner  Erklärung  bedürfen. 
Wir  wollen  nun 

S' 

setzen,  und  die  Größen  dieser  Vektoren  mit  K  und  A',  ihre  Richtungen 
aber  mit  h  und  h'  bezeichnen.  Femer  sagen  wir  zur  Abkürzung,  daß 
im  einen  Falle  im  Punkte  P  eine  „Stromerregung"  ft  wirke  und  im 
anderen  Falle  im  Punkte  P'  eine  Stromerregung  St\  Führen  wir  nun 
noch  für  die  Komponente  eines  Vektors  t)  nach  der  Richtung  h  die 
Schreibweise  ö^  ein,  so  wird 

»'*.Jf=ö*-P"S^'> (8) 

und,  wenn  wir  K=K'  setzen, 

d.  h.:  Wemi  eine  unendlich  kleine  Stromerregung,  die  im  Punkte  P 
in  der  Richtung  h  wirkt,  in  einem  Punkte  P'  eine  Geschwindigkeit 
hervorruft,  deren  Komponente  nach  der  beliebig  gewählten  Richtung  Ä' 
die  Größe  a  hat,  so  hat  auch  die  nach  h  zerlegte  Geschwindigkeit,  die 
in  P  entsteht,  falls  in  P'  eine  Stromerregung  von  derselben  Größe 
wie  die  zuerst  genannte  und  von  der  Richtung  li  wirksam  ist,  eben 
dieselbe  Größe  a. 


AI. 
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Aus  diesem  Satze,  der  auch  dann  gilt;  wenn  die  Flüssigkeit  sich 
bis  ins  unendliche  erstreckt  (wobei  noch  beliebige  feste  Körper  in  die- 
selbe eingetaucht  sein  können),  folgt,  daß,  abgesehen  von  der  unmittel- 
baren Umgebung    des   Raumes  S,   für   den  durch  die  Stromerregung 

in  P  hervorgebrachten  Zustand  der  Vektor  ^  =  l^dS  maßgebend  ist. 

Solange  dieser  bestimmte  Richtung  und  Größe  hat,  kommt  es  weder 
auf  die  Größe  des  Raumes  S,  noch  auf  die  Verteilung  der  Kraft  § 
über  denselben  an. 

§  4.  Bevor  wir  uns  weiteren  Folgerungen  aus  der  Gleichung  (I) 
zuwenden,  mögen  einige  Bewegungszustände  erwähnt  werden,  die  ent- 
weder zu  den  stationären  gehören,  oder  nahe  damit  verwandt  sind. 
Äußere  auf  das  Innere  der  Flüssigkeit  wirkende  Kräfte  schließen  wir 
dabei  aus,  so  daß,  für  unendlich  kleine  Geschwindigkeiten,  die  Bewegungs- 
gleichungen die  Gestalt  annehmen 

du  dp   ,        . 

Ist  der  Zustand  stationär,  so  lauten  sie 

0  =  -||  +  /i^«,    U8W (9) 

a)  Ein  ruhender  fester  Körper  M  befinde  sich  in  einer  unendlich 
ausgedehnten  Flüssigkeit,  die,  wenn  der  Körper  nicht  da  wäre,  an  allen 
Stellen  mit  der  gleichen  und  gleichgerichteten  Geschwindigkeit  c  strö- 
men würde.  Dann  kann  ein  wirklich  stationärer  Zustand  bestehen,  den 
wir  als  „ein  durch  den  Körper  M  gestörtes,  sonst  homogenes  Strö- 
mungsfeld'^  bezeichnen  können. 

b)  Wir  geben  dem  ganzen  soeben  betrachteten  System  eine  Ge- 
schwindigkeit, gleich  und  entgegengesetzt  der  mit  c  bezeichneten.  Da- 
durch kommt  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  zur  Ruhe,  während  der 
Körper  M  eine  konstante  Translation  erhält.  Der  neue  Zustand  ist 
stationär  in  Bezug  auf  ein  mit  dem  Körper  verbundenes,  nicht  aber  in 
Bezug  auf  ein  unbewegliches  Koordinatensystem. 

c)  In  der  Flüssigkeit  befinde  sich  ein  fester  Körper  M,  der  eine 
konstante  Translation  C  hat;  überdies  stehe  sie  mit  beliebigen  ruhenden 
Körpern  in  Berührung.  Sie  möge  sich,  wenn  sie  von  letzteren  nicht 
ganz  eingeschlossen  ist,  ins  Unendliche  erstrecken.  Unter  diesen  Um- 
ständen kann  offenbar  eine  stationäre  Bewegung  nicht  entstehen.  In- 
des kann  man,  wenn  man  sich  auf  unendlich  kleine  Geschwindigkeiten 
beschränkt,  den  Bewegungsgleichungen  genügen  durch  die  Annahme, 
daß  (Zustand  Ä)  zu  jeder  beliebigen  Zeit  t  die  Werte  von  u,  v,  Wj  p 
mit  den  Werten  übereinstimmen,  die  bei  einem  gewissen  wirklich  sta- 
tionären Zustand  {B)  vorkommen.    Diesen  letzteren  erhalten  wir,  wenn 
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wir  den  Körper  M  durch  Flüssigkeit  ersetzen,  uns  eine  ruhende  Flache  ts 
denken;  in  der  Lage,  welche  die  Oberfläche  von  M  soeben  zur  Zeit  i 
erreicht  hatte,  und  in  irgend  einer  Weise  dafür  sorgen,  daß  die  in  ö 
liegenden  Flüssigkeitsteilchen  fortwährend  die  Geschwindigkeit  c 
haben.  Man  sieht  leicht,  daß  dann  eine  stationäre  Bewegung  möglich 
ist,  und  daß  die  Annahme  über  die  Geschwindigkeit  an  der  Flache  6 
mit  der  Bedingung  verträglich  ist,  daß  die  Flüssigkeitsmenge,  welche 
den  von  6  eingeschlossenen  Raum  verläßt,  ebenso  groß  sein  muß  wie 
die,  welche  in  denselben  hineintritt. 

Daß  nun  der  Zustand  A,  obgleich  er  für  jeden  neuen  Zeitpunkt 
wieder  mit  einem  anderen  Zustande  B  übereinstimmt,  dennoch  den 
Bewegungsgleichungen  genügt,  geht  daraus  hervor,  daß  während  die 
Differentialquotienten  nach  Xy  y,  z  bei  A  und  JB  dieselben  Werte  haben, 

die  Größen  ^v,  ^^,  ^r   für   A   unendlich   klein   zweiter   Ordnung   und 

für  B  Null  sind. 

d)  Ahnliches  wie  von  einer  Translation  gilt  auch  von  einer  gleich- 
mäßigen Rotation  eines  Körpers  um  eine  feste  Achse.  Welches  auch 
die  Gestalt  des  Körpers  sei,  und  welche  Lage  derselbe  gegen  andere 
ruhende  Körper  einnehmen  möge,  man  kann  für  jeden  Augenblick  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  bestimmen,  indem  man  sich  denkt,  daß  die 
Oberfläche  des  Körpers  in  der  dann  erreichten  Lage  verharrt,  und  daß, 
nachdem  der  Körper  durch  Flüssigkeit  ersetzt  worden  ist,  an  dieser 
Fläche  fortwährend  eine  Flüssigkeitsbewegung  unterhalten  wird,  die  mit 
der  Bewegung  der  Körperoberfläche  im  betreffenden  Zeitpunkt  über- 
einstimmt. 

Wenn  im  folgenden  von  einem  fortschreitenden  oder  rotierenden 
Körper  die  Rede  ist,  wollen  wir  immer  an  den  Fall  denken,  daß  an 
einer  ruhenden  Fläche  in  der  Flüssigkeit  fortwährend  die  der  Bewegung 
des  Körpers  entsprechende  Geschwindigkeit  existiert. 

§  5.  Wir  werden  uns  der  Formeln  zu  bedienen  haben,  welche 
die  durch  eine  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fortschreitende  Kugel 
hervorgebrachte  Bewegung  darstellen.  Dabei  setzen  wir  die  Flüssigkeit 
als  unbegrenzt  voraus.  Wir  legen  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
in  den  Mittelpunkt  des  Körpers,  die  o; -Achse  in  die  Richtung  seiner 
Geschwindigkeit,  und  nennen  R  den  Radius  der  Kugel  und  r  die  Ent- 
fernung eines  äußeren  Punktes  vom  Mittelpunkt.     Dann  ist 


4  r*     '    4  r*  ' 

4  r*     '    4  r*  ' 


(10) 
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i,  =  |^i?c5  +  C?, (11) 

WO  C  eine  unbestimmte  Konstante  bedeutet. 

Der  Beweis  dieser  Formeln  findet  sich  z.  B.  in  Kirchhoff 's  Me- 
chanik^ wo  auch  gezeigt  wird^  daß  die  Flüssigkeit  auf  die  Kugel  einen 
der  Translation  entgegengesetzt  gerichteten  Widerstand  von  der  Größe 

ausübt. 

Dieser  Ausdruck  gibt  auch  die  Kraft,  mit  welcher  ein  Flüssigkeit«- 
strom  auf  eine  ruhende  Kugel  (§  4,  a)  wirkt,  und  im  allgemeinen  gilt 
der  Satz:  Hat  eine  Kugel  eine  beliebige  Translation  in  einem  homo- 
genen Strömungsfelde,  dann  ist  die  auf  dieselbe  wirkende  Kraft 

SB  =  6Äftl?c, (12) 

wenn  der  Vektor  c  die  relative  Geschwindigkeit  der  entfernten  Flüssig- 
keit gegen  die  Kugel  bedeutet. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß,  wenn  r  sehr  groß  gegen  R  ist,  die 
Ausdrücke  (10)  sich  auf  die  letzten  Glieder  reduzieren  und  daß  dann, 
wie  sich  aus  (3)  und  (4)  ergibt,  die  Spannungskomponenten  folgende 
Werte  haben: 

(13) 

WO 


X,-x«|, 

i;=y'S'         -^.  =  ^*5,       1 

x^-r,-*j,l, 

Y,-Z^-yei,    Z^-X,-zx%,] 

l-      ^l^Rc^, 

ist.    Die  in  X^:,  Y^,  Z,  auftretende  additive  Konstante  haben  wir  hier- 
bei fortgelassen. 

§  6.  Der  allgemeine  Fall,  daß  in  der  Flüssigkeit  eine  Anzahl  von 
Körpern  mit  gegebener  Bewegung  liegen,  läßt  sich  wegen  der  linearen 
Gestalt  der  Gleichungen  auf  die  Spezialfälle  zurückführen,  in  welchen 
jedesmal  nur  ein  Körper  eine  vorgeschriebene  Bewegung  hat,  die 
übrigen  aber  in  Ruhe  erhalten  werden.  Was  nun  diese  Spezialfälle 
anbelangt,  so  kann  man  sie  in  folgender  Weise  behandeln. 

Es  sei  6  eine  Fläche,  an  welcher  die  Geschwindigkeitskomponenten 

die  gegebenen  Werte 

M  =  Wi,     v^v^,     w=^w^y (14) 

haben  müssen,  und  6'  eine  Fläche  (die  sich  aus  mehreren  voneinander 

getrennten  Teilen  zusammensetzen  kann),  an  welcher  zugleicherzeit  die 

Bedingungen 

w  =  0,     t;  =»  0,     w  =  0 

zu  erfüllen  sind.     Wir  bestimmen  einen  Bewegungszustand  1  so,  daß 
an  6  den  Bedingungen  (14)  genügt  wird,  daß  aber  erst  in  unendlicher 
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Entfernung  die  Geschwindigkeit  Null  wird;  es  ist  das  der  Zustand,  der 
entstellen  würde,  wenn  die  Fläche  6'  nicht  da  wäre  und  die  Flüssigkeit 
sich  ins  Unendliche  erstreckte.  Die  Geschwindigkeit,  welche  in  diesem 
Falle  an  der  Fläche  r{  bestehen  würde,  bezeichnen  wir  mit  (m'j,  v'^,  w'j), 
und  wir  unterwerfen  nun  weiter  einen  Bewegungszustand  2  der  Be- 
dingung, daß  in  jedem  Punkte  von  6* 

u  =  —  u\y    t;  =  —  v'i,     w  ^  —  w\ 

ist;  dabei  sehen  wir  von  der  Fläche  tf  ab.  Wir  erhalten  dann  an  dieser 
eine  von  Null  verschiedene  Geschwindigkeit,  etwa  (m,,  Vg,  w^\  dieser 
gleich  und  entgegengesetzt  soll  dann  wieder  die  Geschwindigkeit  bei 
einem  Zustande  3  sein,  bei  dessen  Ableitung  wir  uns  um  die  Fläche  g' 
nicht  kümmern. 

Indem  wir  in  dieser  Weise  fortfahren  und  uns  alle  die  Zustände 
1,  2,  3,  usw.  superponiert  denken,  erhalten  wir  für  die  Komponenten 
der  Geschwindigkeit  unendliche  Reihen,  die,  wenn  sie  konvergent  sind, 
offenbar  allen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen.  In  einfachen  Fällen 
könnte  man  die  Rechnung  wirklich  durchführen;  z.  B.  kann  man  die 
Störung  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  die  „Zurückwerfung*'  eines 
bekannten  Bewegungszustandes  durch  eine  ruhende  Kugel  immer  be- 
stimmen. Befindet  sich  diese  in  einem  homogenen  Strömungsfelde,  so 
genügen  die  Formeln  von  §  5  zur  Lösung  der  Aufgabe  und  für  ver- 
wickeitere Fälle  liefert  die  Theorie  der  Kugelfunktionen  die  nötigen 
Hilfsmittel. 

Probleme  wie  die  hier  erwähnten  vereinfachen  sich  erheblich,  so- 
bald die  Dimensionen  eines  Körpers  unendlich  klein  sind.  Dann  sind 
auch  die  Geschwindigkeiten,  die  er  in  endlicher  Entfernung  hervorruft, 
sei  es  dadurch,  daß  er  selbst  in  Bewegung  versetzt  ist,  oder  indem  er 
eine  bereits  vorhandene  Bewegung  reflektiert,  unendlich  klein.  Somit 
darf  man  von  jeder  Bewegung  absehen,  die  eine  zweimalige,  oder,  wenn 
sie  von  dem  Körper  selbst  ausging,  eine  einmalige  Reflexion  an  diesem 
erlitten  hat. 

Eine  weitere  Vereinfachung  besteht  darin,  daß  jedes  durch  äußere 
Ursachen  erregte  Strömungsfeld  in  dem  von  dem  unendlich  kleinen 
Körper  eingenommenen  Raum  als  homogen  gelten  kann.  Deswegen 
kann  man  z.  B.  die  Störung,  welche  eine  Kugel  vom  unendlich  kleinen 
Radius  ü  bewirkt,  sofort  angeben,  sobald  man  die  Geschwindigkeit  t) 
kennt,  welche  wegen  des  gegebenen  Strömungszustandes  bei  Abwesen- 
heit der  Kugel  am  Orte  ihres  Mittelpunktes  bestehen  würde,  und  kann 
man  schließen^  daß  die  ruhende  Kugel  infolge  jenes  Bewegungszustandes 
eine  Kraft  erleidet,  die,  was  Richtung  und  Größe  bejjrifft,  durch  den 
Ausdruck  6:;r/AjRo  gegeben  ist.  Hieran  wird  nichts  geändert  durch 
die  Tatsache,  daß,  wenn  die  Flüssigkeit  noch  mit  anderen  Körpern  in 
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Berührung  steht,  diese  ihrerseits  die  Yon  der  Kugel  ausgehende  Störung 
wieder  reflektieren.  Die  neue  Geschwindigkeit,  die  sie  in  dieser  Weise 
in  der  Nähe  der  Kugel  herror bringen,  ist  im  Vergleich  zu  der  oben 
mit  t)  bezeichneten  unendlich  klein,  die  entsprechende  Änderung  der 
genannten  Kraft  also  dem  Quadrat  des  Radius  R  proportional. 

§  7.  Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  die  Betrachtung,  die 
uns  zu  dem  Reziprozitätssatze  von  §  3  geführt  hat,  in  der  Weise  ab« 
ändern,  daß  wir  die  eine  Erregungsstelle  durch  eine  sich  verschiebende 
unendlich  kleine  Kugel  ersetzen.     Es  bestehe  also  im  ersten  Fall  im 

Punkte  P  eine  Stromerregung  Ä  =  /  'S^S  von  der  Intensität  K  und  der 

Richtung  h,  während  eine  unendlich  kleine  Kugel  A,  deren  Mittelpunkt 
in  P'  liegt,  in  Ruhe  erhalten  wird;  üp,  sei  die  Geschwindigkeit,  welche, 

wenn  die  Kugel  nicht  da  wäre,  in  P'  bestehen  würde,  und  habe  also 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Formel  (7).  Im  zweiten  Fall  entstehe 
nur  dadurch  Bewegung,  daß  Ä  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  ver- 
schiebt; die  Komponenten  dieser  letzteren  nennen  wir  c,,  c^,  C,.  Übrigens 
kann  die  Flüssigkeit  von  beliebig  gelagerten  festen  Körpern  begrenzt  sein. 
Wir  haben  jetzt  die  Gleichung  (1")  anzuwenden.  Die  linke  Seite 
reduziert  sich  auf  das  für  die  Kugelfläche  berechnete  erste  Glied  und 
hat  den  Wert 

tJxj6  +  ^jYj6  +  t,fzjti,    ....    (15) 

wo  sich  die  drei  Integrale  auf  diese  Fläche  beziehen.  Dieselben  be- 
deuten, da  wir  die  Normale  n  nach  der  Seite  des  festen  Körpers 
gezogen  haben,  die  mit  umgekehrten  Vorzeichen  genommenen  Kompo- 
nenten der  Kraft,  welche  im  ersten  Falle  auf  die  Kugel  wirkt.  Mit 
Rücksicht  auf  die  am  Schluß  des  letzten  Paragraphen  gemachte  Be- 
merkung dürfen  wir  daher  für  (15)  schreiben 

Das  zweite  Glied  von  (I")  verwandelt  sich  in 

so  daß 

6;r^J?(c- V)  =  (^'p'^) 

wird.  Hier  ist  t)'p  die  Geschwindigkeit,  die  im  Punkte  P  durch  die 
Translation  der  Kugel  hervorgerufen  wird.  Vergleicht  man  dieses  Re- 
sultat mit  der  Gleichung  (8),  die  wir  schreiben  können: 

80  ergibt  sich,  daß  in  dem  früher  und  in  dem  jetzt  betrachteten  Fall 
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in  dem  beliebig  gewählieu  Punkte  P  dieselbe  Geschwindigkeit  t>'  ent- 
stehen wird,  wenn 

ist. 

Eine  unendlich  kleine  Erregung  ist  also,  was  die  entstehende 
Flüssigkeitsbewegung  betrifft,  einer  unendlich  kleinen  Kugel  äquivalent, 
wenn  diese  sich  in  der  Richtung  der  Erregung  verschiebt  mit  einer 
Geschwindigkeit,  die  der  mit  ön^R  dividierten  Intensität  der  Erregung 
gleich  ist. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  eine  den  ganzen  Raum  füllende 
Flüssigkeit  an,  so  erhält  man  aus  den  Formeln  von  §  5  für  die  Be- 
wegung infolge  einer  Erregung  K,  die  im  Anfangspunkt  der  Koordi- 
naten in  der  Richtung  der  a;-Achse  stattfindet. 

Aus  diesem  Resultate,  verbunden  mit  den  entsprechenden  Formeln 
für  Erregungen,  deren  Richtung  der  y-  oder  ^-Achse  parallel  läuft, 
lassen  sich  Gleichungen  ableiten  für  die  in  einer  unendlich  ausgedehnten 
Flüssigkeit  durch  konstante,  beliebig  verteilte  äußere  Kräfte  verursachte 
Strömung.  Wirkt  im  Elemente  rfS'  am  Punkte  (x\  y\  z')  die  Kraft 
(X,  Y,  Z),  so  erhält  man  für  den  Punkt  {Xj  y,  z) 

w=8^/[T  +  ^-((^'-^)x  +  (y'-y)Y  +  (/-;^)z)]rfS'u8w. 

l)  =  -^/pj(^'-a;)X+(y'-y)Y+(/-^)Z)rf5'+(7. 

In  diesen  Formeln,  in  welchen  nach  x,  y\  z  zu  integrieren  ist, 
bedeutet  r  die  Entfernung  der  Punkte  {x,  y,  z)  und  (a?',  y\  z\ 

Wir  können  nun  auch  die  erste  der  unendlich  kleinen  Erregungen, 
von  welchen  in  §  3  die  Rede  war,  durch  eine  sich  verschiebende  Kugel 
ersetzen.  Dies  führt  zu  dem  Schluß:  „Wenn,  bei  beliebiger  Begren- 
zung der  Flüssigkeit  durch  ruhende  Körper,  eine  unendlich  kleine  Kugel, 
die  sich  im  Punkte  P  befindet  und  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  in 
der  Richtung  A  verschiebt,  im  Punkte  P'  eine  Strömungsgeschwindig- 
keit verursacht,  deren  Komponente  nach  der  Richtung  A'  den  Wert  a 
hat,  dann  wird  eine  Kugel  von  derselben  Größe  im  Punkte  P',  die  mit 
der  gleichen  Geschwindigkeit  c  in  der  Richtung  A'  fortschreitet,  in  P 
eine  Strömung  veranlassen,  bei  der  die  Komponente  der  Geschwindigkeit 
nach  der  Richtung  A  eben  denselben  Wert  a  hat. 

Sind  die  beiden  Kugeln  P  und  P'  zugleicherzeit  vorhanden,  und 
läßt  man  jedesmal,  während  die  eine  sich  bewegt,  die  andere  in  Ruhe, 
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SO  kann  man  auch  sagen:  Die  Erafb^  welche  im  einen  Fall  P'  in  der 
Richtung  h'  erleidet^  ist  der  Kraft  gleich^  welche  im  anderen  Fall  auf  P 
in  der  Richtung  h  wirkt. 

§  8.  Dieses  letztere  folgt  auch  unmittelbar  aus  einem  yiel  all- 
gemeineren Satze  ^  zu  dessen  Ableitung  wir  uns  jetzt  wenden.  Dabei 
schließen  wir,  wie  in  allen  weiteren  Betrachtungen^  äuBere  Kräfte  X,  Y,  Z 
aus^  so  daß  (I")  die  Gestalt  annimmt 

WO  über  die  gesamte  Begrenzung  zu  integrieren  ist.  Wir  nehmen  an, 
daß;  wenn  die  Flüssigkeit  nicht  Yollständig  von  festen  Wänden  ein- 
geschlossen ist;  sondern  sich  nach  allen  Richtungen  hin  in  die  Unend- 
lichkeit erstreckt;  die  Integrale  über  die  ;;Unendlich  entfernte  Grenz- 
fläche des  Raumes'^  verschwinden.  Die  Gleichung;  in  der  wir  es  dann 
nur  mit  den  Oberflächen  fester  Körper  zu  tun  habeU;  läßt  nun  eine 
einfache  Deutung  zu.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  W  und  W  in  dem 
ersten;  bzw.  dem  zweiten  Fall  die  Gesamtheit  aller  durch  die  Flüssig- 
keit auf  die  Körper  ausgeübten  Kräfte;  so  drückt  (I^)  die  Gleichheit 
der  pro  Zeiteinheit  stattfindenden  Arbeitsleistungen  auS;  welche  das  eine 
Mal  den  Kräften  W  und  den  Gieschwindigkeiten  der  Oberflächen  m',  Vy  w\ 
das  andere  Mal  den  Kräften  W  und  den  Geschwindigkeiten  Uj  Vy  w  ent- 
sprechen. Da  wir  uns  auf  Translationen  und  Rotationen  der  Körper 
beschränken;  so  hängt  für  jeden  derselben  die  in  Frage  kommende 
Arbeit  entweder  mit  der  resultierenden  Kraft  in  der  Translationsrichtung; 
oder  mit  dem  resultierenden  Drehmoment  in  Bezug  auf  die  Rotations- 
achse zusammen.  Indem  wir  nun  in  einem  System  beliebiger  in  der 
Flüssigkeit  gelagerter  Körper  verschiedene  Bewegungen  eines  Körpers  M 
mit  Bewegungen  eines  zweiten  Körpers  M'  kombinieren;  wobei  die 
übrigen  vorhandenen  Körper  in  beiden  Fällen  in  Ruhe  gelassen  werden, 
so  gewinnen  wir  mehrere  Sätze;  die  sich  in  folgender  Weise  zusammen- 
fassen lassen. 

Eine  Translation  mit  der  Geschwindigkeit  c  in  der  Richtung  h 
(oder  eine  Rotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o  um  die  Achse  l) 
des  Körpers  M  habe  zur  FolgC;  daß  auf  den  ruhend  gedachten  Körper 
M'  in  der  bei  diesem  willkürlich  gewählten  Richtung  K  eine  Kraft  jP 
nnd  um  die  willkürlich  gewählte  Achse  V  ein  Drehmoment  Q  wirkt. 
Dann  wird  umgekehrt  eine  Translation  c  von  M'  in  der  Richtung  A' 

bewirken;  daß  der  Körper  My  wenn  dieser  ruht;  in   der  Richtung  h 

c'  . 

eine  resultierende  Kraft  —  jP  (oder  in  bezug  auf  die  Achse  l  ein  Dreh- 

moment  —  F)  erleidet.  Ebenso  entsteht  durch  eine  Winkelgeschwindig- 
keit m    des  Körpers  M'  um  die  Achse  V  eine  Wirkung  auf  My  die, 

LorentSy  WitMiitchaftUohe  Abhandlangen.  8 
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was  die  Richtung  h  anbelangt,  in  einer  Kraft  —  Q  (oder,  was  die  Achse  { 

betrifiFt,  in  einem  Drehmoment  —  Q)  besteht. 

Es  ist  übrigens  nichts  dagegen,  hierbei  unter  M  und  M'  einen 
und  denselben  Körper  zu  verstehen.  Wenn  z.  B.,  was  sehr  gut  mögUch 
ist,  eine  Verschiebung  dieses  Körpers  parallel  der  j -Achse  ein  Krafte- 
paar  um  die  y-Achse  hervorruft,  dann  wird  umgekehrt  eine  Rotation 
um  diese  letztere  eine  Kraft  in  der  Richtung  der  o; -Achse  zur  Folge 
haben. 

§  9.  Aus  der  Gleichung  (I^)  läßt  sich  auch  ein  Satz  ableiten, 
der  dem  Huygens' sehen  Prinzip  in  der  Optik  einigermaßen  ähnlich 
ist.  Wir  verstehen  dieses  Mal  unter  6  eine  beliebige  Fläche,  die  g^anz 
oder  teilweise  im  Inneren  der  Flüssigkeit  liegen  kann.  Für  den  ersten 
Zustand  (u,  v,  w)  nehmen  wir  irgend  eine  in  Wirklichkeit  bestehende 
Bewegung,  für  den  zweiten  {u,  v,  w"),  der  uns  nur  ein  mathematisches 
Hilfsmittel  sein  soll,  die  Bewegung,  die  entsteht,  wenn  eine  unendlich 
kleine,  im  Punkte  P  des  Raumes  S  liegende  Kugel  Ä  sich  in  der 
a;-Richtimg  mit  der  Geschwindigkeit  c  verschiebt,  während  die  Flüssig- 
keit in  allen  Punkten  von  ö  gezwungen  wird,  in  Ruhe  zu  bleiben. 
Wir  wenden  unseren  Satz  auf  den  Raum  zwischen  der  Fläche  6  und 
der  Kugel  Ä  an  und  müssen  also  erwarten,  daß  sowohl  Integrale  über 
jene  Fläche,  wie  auch  solche  über  die  Kugelfläche,  deren  Elemente  wir 
zur  Unterscheidung  dÄ  nennen  wollen,  auftreten  werden.  Was  den 
ersten  Fall  betrifft,  auf  welchen  sich  die  ungestrichenen  Buchstaben 
beziehen,  so  können  wir  noch  zweierlei  Annahmen  machen,  entweder 
daß  in  diesem  Fall  die  Flüssigkeit  sich  auch  über  den  Kugelraum  er- 
streckt, so  daß  im  Punkte  P  wirklich  die  der  untersuchten  Bewegung 
entsprechende  Geschwindigkeit  ^u^,  v^,  w^  existiert,  oder  daß  auch 
jetzt  schon  die  feste  Kugel,  und  zwar  ohne  sich  zu  bewegen,  vorhanden 
ist.  Beide  Auffassungen  führen  zu  demselben  Resultat.  Um  indes  die 
Rechnung  möglichst  einfach  zu  halten,  bedienen  wir  uns  der  zweiten 
und  verstehen  also  in  unserer  Gleichung  unter  (u,  v,  w)  den  zu  unter- 
suchenden Bewegungszustand,  nachdem  er  durch  die  feste  Kugel  modi- 
fiziert ist.  Trotzdem  enthält  die  abzuleitende  Formel,  wie  sich  sogleich 
zeigen  wird,  die  Geschwindigkeit  tip,  welche  bei  Abwesenheit  der  Kugel 
bestehen  würde. 

Wegen  der  gemachten  Annahmen  erhalten  wir  nun  zuimchst 
aus  (I^) 

cfx,dÄ^f{uX\+vY\+wZ':)d6, 

und  dann  weiter,  mit  Rücksicht  darauf,  daß  —  /  X^dÄ  die  Kraft  ist^ 
welche    die    Kugel    in   der   Richtung    der  x-Achse   von   dem   Strome 
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(w^.f  «V»  ***/')  erleidet,  und  also  nach  (12)  und  §  6  den  Wert  ÖTtgiRu^ 
hat, 

Hau  sieht  aus  dieser  Gleichung  und  den  beiden  ähnlichen  Formeln 
f&r  r^  und  tc^,  daß  die  Kenntnis  der  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten 
Ton  6  für  die  Bestimmung  der  Bewegung  in  allen  Punkten  innerhalb 
dieser  Flache  ausreicht.  Allerdings  würde  man  u^,  Vp,  Wp  nur  dann 
wirklich  berechnen  können,  wenn  man  die  bei  dem  eingeführten  fik- 
tiven Zustande  bestehenden  Spannungskomponenten  X\,  Y\,  Z\  an- 
geben könnte,  was  in  der  Regel  unmöglich  ist 

Man  yermeidet  diese  Schwierigkeit,  wenn  man  in  der  oben  mit- 
geteilten Betrachtung  den  zweiten  Zustand  durch  denjenigen  ersetzt, 
der  bestehen  würde,  wenn  die  Flüssigkeit  sich  rings  um  die  bewegte 
Kugel  A  in  die  Unendlichkeit  ausdehnte.  Die  Spannungen  X\j  Y\^  Z\ 
sind  dann  bekannt;  dafür  tritt  aber  ein  neues  Integral  über  die  Fläche  6 
auf,  da  an  dieser  v!^  v\  %o   nicht  mehr  verschwinden. 

In  die  Formel 

die  sich  jetzt  aus  (I^)  ergibt,  führen  wir,  indem  wir  P  zum  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  wählen,  und  die  Winkel,  welche  n  mit  den 
Achsen  bildet^  ^fßyY  nennen,  die  aus  (13)  folgenden  Werte  ein: 

X^  =  X  (c  cos  a  +  y  cos  ß  +  z  cos  y)  5, 
Y\  =  y{xGoaa  +  y  cosß  +  z  cos y) 6, 
Z\ ^z  {x cos  a  -f  y  cos  /J  +  jer  cos  y)  5. 

Dadurch  erhalten  wir  schließlich 

ttp  — —  I  -^{ux  -f  t?y  -f  wz)  (x  cos«  +  y  cos/J  -f  z  coBy)d6  + 

mit  entsprechenden  Formeln  für  Vp  und  Wp. 

§  10.  Wir  wollen  die  Rechnung  weiterführen  für  eine  Flüssigkeit, 
die  den  Raum  an  der  positiven  Seite  der  yjer-Ebene  ohne  Unterbrechung 
füllt;  das  Resultat  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  die  Zurückwerfung 
einer  Bewegung  durch  eine  unbegrenzte  ebene  Wand  zu  behandeln. 

Indem  wir  unter  P  einen  beliebigen  Punkt  mit  positivem  x  ver- 
stehen, können  wir  nun  zunächst  die  denselben  umschließende  Flache  0 
zusammensetzen  aus  einem  Teil  der  yjer-Ebene  und  einer  um  0  be- 
aehriebenen  Halbkugel,  deren  Radius  wir  nachher  unendlich  groß  wer- 

8* 
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den  lassen.  Es  soll  angenommen  werden ,  daß  die  Integrale  über  die 
Eugelfläche  den  Grenzwert  Null  haben,  und  daß  wir  es  also  am  Ende 
in  (16)  nur  mit  Integralen  über  die  yjer -Ebene  in  ihrer  vollen  Aus- 
dehnung zu  tun  haben.  Da  nun  cos  a  =  —  1 ,  cos  /J  =  0,  cos  y  =  0,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  Koordinaten  von  P  mit  x,  y,  z  und  die 
eines  Elementes  d6  der  yjer-Ebene  mit  y^,  z^  bezeichnen, 

-8^^/1(5  +  7)^-  +  ^^^^^-+-^^^^^  (1^) 

Wir  haben  hier  auf  der  linken  Seite  den  Index  P  fortgelassen, 
dagegen  zur  Unterscheidung  die  an  der  yjer-Ebene  bestehenden  Werte 
von  M,  r,  u?,  Xj,  F^,  Z^  mit  dem  Index  0  versehen. 

Die  entsprechende  Gleichung  für  die  zweite  Geschwindigkeits- 
komponente lautet 

Es  gelingt  nun,  mittels  geeigneter  Kunstgriffe  in  diesen  Formehi 
verschiedene  Glieder  auf  der  rechten  Seite  verschwinden  zu  lassen. 
Man  kann  nämlich  Differentiationen  nach  den  Koordinaten  x,  y,  z  des 
Punktes  P  in  der  Weise  ausführen,  daß  man  die  Faktoren,  mit  welchen 
Uq,  Vq,  Wq,  X^q,  Y^q,  Zj^q  multipliziert  sind,  differenziert,  und  es  stellt 
sich  nach  einigem  Suchen  heraus,  daß  die  Operation 

OX         2  ' 

auf  (17)  angewandt,  die  Koeffizienten  von  Mq  und  X^q  zum  Verschwinden 
bringt,  die  übrigen  Glieder  aber  ungeändert  läßt.    Wir  erhalten  daher 

und  wenn  wir  dieses  von  (17)  subtrahieren. 


In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich,  wenn  man  auch  die  Gleichung  (18) 
heranzieht, 


,  f^-i.»^.  .  -^^l^^u^ä.  +  «i^/^-V^  Z....  (21) 
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und 

-  .ij{  [^v-^'  +  7]  ^^0  +  ''-  'i^  -  ''\.  1  ä..     (22) 

Den  Yorstehenden  Formeln  ffigen  wir  noch  zwei  Beziehungen  hinzu, 
die  uns  weiter  nützlich  sein  werden.  Die  erste  erhält  man  aus  (20), 
wenn  man  sich  vorstellt,  daß  der  Punkt  P  sich  einem  Punkte  P^ 
der  j^z -Ebene  nähert.  Links  kommt  dann  der  Wert  von  u^  an  dieser 
Stelle.    Auf  der  rechten  Seite  hat  das  erste  Glied,  wie  man  ohne  Mühe 

nachweisen  kann,  den  Grenzwert  -o  ^o?   ^^  ^0  ^^^^  ebenfalls  auf  den 

Punkt  Pq  bezieht,  während  /  -jX^dö  verschwindet.     Es  ist   also  für 
jeden  Punkt  der  yz -Ebene 

«0  =  -  J^/t  ^x«'^'» (23) 

Um  zu  der  zweiten  Beziehung  zu  gelangen,  differenzieren  wir  (19) 
nach  y,  (22)  nach  x,  subtrahieren  dann  die  erste  Gleichung  von  der 
zweiten,  und  lassen  schließlich  P  in  die  yjer-Ebene,  nach  P^  hin  rücken. 

Auf  der  linken  Seite  erscheint  dann  der  Wert,  den  w-  +  x—  oder  —  y_ 

'  dx  *  dy  II'     ' 

in  Pq  hat.     Rechts  heben  sich  die  Glieder  mit  Z^,  und  erhält  man 
also  neben  Größen,  die  v^  und  Wq  enthalten,  den  Ausdruck 


1    rx_ 


y,,d6, 


dessen  Grenzwert  der  mit  2/ia  dividierte  Wert  von  Y^  im  Punkte  P^ 
ist  Folglich  gilt  für  jeden  Punkt  der  yxr-Ebene,  wenn  wir  mit  g{v^,  Wq) 
ein  Integral  bezeichnen,  in  welchem  Vq  und  Wq  linear  und  homogen 
vorkommen,  und  das  wir  nicht  näher  anzugeben  brauchen, 

y.«  =  i7K,«-o) (24) 

§  11.  Es  sei  eine  stationäre  Bewegung  in  der  oben  betrachteten 
Flüssigkeitsmasse,  also  auf  der  positiven  Seite  der  yz-Ehene  gegeben, 
und  es  soll  ein  zweiter  den  Bewegungsgleichungen  genügender  Zustand 
in  solcher  Weise  bestimmt  werden,  daß  in  jedem  Punkte  der  j^xr-Ebene 

%)o  =  %)o; (2ö) 

<'t(o)='"-%)o;     <^(2)o  =■  —  *^a)o      ....     (26) 

Die  Indizes  (1)  und  (2)  dienen  hier,  und  ebenso  in  den  folgenden 

Gleichungen,  um  die  bei  den  beiden  Bewegungen  in  Betracht  kommenden 

Großen  voneinander  zu  unterscheiden,  während  das  0  bedeutet,  daß  es 

sich  um  die  Werte  in  der  t/xr -Ebene  handelt 
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Wenden  wir  nan  die  Gleichung  (23)  auf  beide  Zustände  an,  so 
finden  wir,  mit  Rücksicht  auf  (25),  daß  in  jedem  Punkte  der  Ebene 

sein  muß,  was  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  an  jeder  Stelle 

Andererseits    folgt    aus   (24),    da   wegen    der   Bedingungen   (26), 

und  ebenso  gilt 

Aus  diesen  Eigenschaften  der  Spannungskomponenten,  in  Verbindung 
mit  (25),  (26)  und  (19)  bis  (22),  geht  nun  hervor,  daß  in  jedem  Punkte 
des  betrachteten  Raumes  die  Größen 

u  — Xt^ — \--^x^^u    und    x^ -irX^Jv 

bei  beiden  Bewegungen  gleiche  Werte  mit  demselben  Vorzeichen,  die 
Größen 

x-^ —x'^u     und     v  +  x-^ -zrX^Jv 

dx       2  *      dy        2 

aber  gleiche  Werte  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  haben.  Wir  haben 
also,  indem  wir  noch  eine  Gleichung  für  die  dritte  Geschwindigkeits- 
komponente hinzufügen. 


U,,x-»       Uf,^  -—  2x^^+  x*^u^^^, 


^^1) 


•     • 


•    (27) 


Hier  können  wir  nun  noch  für  ^u^i^,  ^%)}  ^^(i)  die  aus  (9) 
folgenden  Werte  einsetzen.  Auch  kann  man  aus  den  drei  entstehenden 
Gleichungen  eine  Formel  für  p^^^  ableiten;  zu  diesem  Zwecke  leitet  man 

aus   den  Gleichungen   zunächst   die  Werte   von   ^-^  ^  (i^u^p    usw. 

ab,  wobei  man  wieder  die  Formeln  (9),  sowie  die  aus  denselben  ab- 
geleitete Gleichung 

l)erücksichtigt. 
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Das  Endresultat  lautet  ' 


«(!)- 

"a)     "**  a«    '    ,»   a«  ' 

»(!)  = 

«'(«)- 

Pct)" 

^a)  +  2*-ä«      ^'*  a*  • 

(28) 


Daß  diese  Werte  den  Bewegungsgleichungen  und  den  Bedingungen 
(25)  und  (26)  genOgeU;  laßt  sich  leicht  nachträglich  verifizieren. 

§  12.  Das  bereits  in  §  10  angekündigte  Problem  der  Zurück- 
werfung  durch  eine  unendlich  große  ebene  Wand  können  wir  jetzt  in 
folgender  Weise  lösen.  Die  feste  Wand  falle  mit  der  y^-Ebene  zu- 
sammen und  die  x-Achse  zeige  nach  der  Seite  des  unendlichen  mit  der 
Flüssigkeit  gefällten  Raumes  hin.  In  diesem  Räume  sei  ein  stationärer 
Bewegungszustand  M^^,^  mit  den  Geschwindigkeiten  u^^^'^j  f^o);  ^(O)  ^^^ 
dem  Druck  p^^^  gegeben;  diesen  haben  wir  bestimmt  in  der  Voraus- 
Setzung,  daß  die  Wand  nicht  da  ist  und  die  Flüssigkeit  sich  auch  auf 
der  negativen  Seite  der  yjer -Ebene  erstreckt.  Auch  die  ^^Fortsetzung^' 
von  Jlf^p^  hinter  der  Wand  ist  also  bekannt.  Wir  können  uns  nun  zu- 
nächst auf  der  vorderen,  d.  h.  auf  der  positiven  Seite  der  Wand,  einen 
Bewegungszustand  M^^^  denken,  der  genau  das  Spiegelbild  jener  Fort- 
setzung ist  Hiermit  ist  gemeint,  daß,  wenn  P  ein  beliebiger  Punkt  vor 
der  Wand  und  P'  sein  Spiegelbild  ist,  die  Geschwindigkeit  (ti^i^,  v^^^,  w^^^ 
in  P  das  Spiegelbild  der  Geschwindigkeit  (u^q)?  ^(o)9  ^(O))  ^^y  ^^^  ^^ 
Abwesenheit  der  Wand  in  P'  bestehen  würde,  und  daß  der  Druck  p^^y^ 
in  P  denselben  Wert  hat  wie  in  letzterem  Fall  der  Druck  p^Qj  in  P'. 
Offenbar  gilt  dann  an  der  Wand 

Leiten  wir  nun  aus  diesem  Zustande  M^^^  in  der  im  letzten  Paragraph 
angegebenen  Weise  einen  Zustand  M^^>^  ab,  so  ist,  wie  aus  (25),  (26) 
und  (29)  erhellt, 

««(0)0  +  «n)o  -  0,     V(0)o  +  «'(f  )0  -  0;     w^(0)o  +  w^(i)o  -  0, 

so  daß  wir  in  M^>^  in  der  Tat  die  gesuchte  durch  Reflexion   an  der 
Wand  entstandene  Bewegung  gefunden  haben. 

Z.  B.  kann  man  für  M^^^  die  durch  eine  gleichmäßig  fortschreitende 
Kugel  erregte  Bewegung  nehmen.  Der  Mittelpunkt  derselben  liege  im 
betrachteten  Augenblick  auf  der  o; -Achse  in  der  Entfernung  a  von  der 
Wand.     Bewegt  sich  nun  der  Körper  der  a;-Achse  entlang  mit  der  Ge- 
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schwindigkeit  c,  dann  ist  die  Bewegung  -Jf^j^  die,  welche  eine  Kugel 
mit  der  Geschwindigkeit  —  c,  deren  Mittelpunkt  im  Punkte  (—  a,  0,  0) 
läge,  hervorbringen  würde.  Nach  den  Gleichungen  (10)  und  (11)  ist 
also,  wenn  wir  die  Glieder  mit  R^  vernachlässigen,  und  die  Entfernung 
von  dem  zuletzt  genannten  Punkt  r  nennen. 


_  3 

(l)  4 


Substitution  dieser  Werte  in  (28)  liefert  uns  für  die  von  der  Wand 
reflektierte  Bewegung 

^'(2)=-I^^l r^-  + r' r 

Ohne  nun  weiter  die  Reflexion  dieser  Bewegung  durch  die  Kugel 
ZU  untersuchen,  können  wir,  für  kleine  Werte  von  — ,  den  Widerstand, 

den  der  Körper  erleidet,  insofern  genau  angeben,  daß  wir  das  Glied 
mit  R^  berücksichtigen.  Da  nach  obigen  Formeln  an  der  Stelle  des 
Mittelpunktes 

sein  würde,  so  können  wir  sagen,  die  Kugel  befinde  sich  in  einem 
homogenen  Strömungsfelde  und  habe  relativ  zur  Flüssigkeit  die  Ge- 
schwindigkeit (1  +  ö^  -)  c.  Aus  der  Gleichung  (12)  folgt  also  für  den 
Widerstand 


W^6«(^R(l+l^c; 


derselbe   ist    durch   den   Einfluß    der  Wand   im  Verhältnis   von    1    zu 
1  +  -  -  vergrößert. 

Auch  für  eine  Kugel,  die  sich  der  Wand  parallel  bewegt,  finde  ich, 

daß   der  Widerstand    vergrößert   wird,  jedoch   nur   im  Verhältnis   von 

9  R 
1  zu  1  +  -^  -  •     Es  zeigt  sich  weiter,   daß   auf  einen  solchen  Körper, 

solange  die  Geschwindigkeit   unendlich  klein   bleibt,   eine  Kraft   nach 
der  Wand  hin  oder  von  ihr  hinweg  nicht  wirkt. 
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§  13.  Zum  Schluß  möge  noch  bemerkt  werden,  daß  man  ähnliche 
Sätze  wie  die  hier  bewiesenen  auch  für  gewisse  nicht  stationäre  Be- 
wegungen wQrde  aufstellen  können.  Nimmt  man  z.  B.  in  der  Gleichung 
(T)  für  M,  r,  iCy  X,  Y,  Z  und  ti\  v,  w\  X',  Y',  T!  Ausdrücke,  welche  die 
Zeit  t  nur  in  dem  Faktor  e"'  enthalten,  wo  n  eine  imaginäre  Zahl  ist, 
so  verschwindet  wieder  das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite,  und 
die  Gleichung  führt  zu  einer  Beziehung  zwischen  den  Bewegungen,  die 
durch  die  reellen  Teile  der  genannten  Ausdrücke  dargestellt  werden. 
Es  sind  das  schwingende  Bewegungen,  wie  sie  durch  periodische  Kräfte 
sowie  durch  hin  und  her  gehende  oder  pulsierende  Körper  hervor- 
gebracht werden  können. 

Was  die  Frage  betrifft,  ob  bei  irgend  einer  Bewegung  die  Ge- 
schwindigkeit wirklich  als  unendlich  klein  betrachtet  werden  düi-fe,  so 
ist  darüber  in  jedem  einzelnen  Fall  zu  entscheiden,  z.  B.  in  der  Weise, 
daß  man  den  Wert  der  in  (2)  vernachlässigten  Glieder 

du  du  ,  Q  A\ 

mit  dem  Wert  von 

_fP,    _^P,    _^ (31) 

vergleicht.     Da  z.  B.  bei   dem   durch   die   Gleichungen   (10)   und  (11) 
dargestellten  Zustande   in   der  Nähe   der  Kugel   die  Größen  (30)  von 

der  Ordnung  ^^-    und  die  Größen  (31)  von  der  Ordnung  ^-j  sind,   so 

liefern   diese    Gleichungen   nur   dann   eine    befriedigende   Annäherung, 

wenn  die  Geschwindigkeit  c  gegen  ^^  hinreichend  klein  ist. 

Wir  können  dieses  anwenden  auf  eine  Kugel,  die  in  der  Flüssig- 
keit fällt  und  dabei  in  bekannter  Weise  eine  konstante  Endgeschwin- 
digkeit c  annimmt.  Berechnet  man  diese  aus  der  Bedingung,  daß  der 
Widerstand  der  bewegenden  Kraft  gleich  ist,  und  legt  man  für  ersteren 
die  Gleichung  (12)  zugrunde,  so  erhält  man 

«  =  9-^-^-^'> (3^) 

wo  p'  die  Dichte  der  Kugel  und  g  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft 
bedeutet 

Dieser  Wert  kann  aber  nur  richtig  sein,  wenn  er  der  oben  ge- 
fundenen Bedingpuig  genügt,^,  h.  wenn  H  klein  gegen 


1/ 


9  fi' 


^    ,  ,      ,- (33) 

ist. 

Für  Wasser  ist  in  C.  G.  S.-Einheiten  p  =  1,  fi  =  0,013.  Hat  dann 
die  in  dieser  Flüssigkeit  fallende  Kugel  die  Dichte  (>'==  3,  so  berechnet 
sich  der  Ausdruck  (33)  zu  0,0073  c.  M.    Zu  einem  noch  kleineren  Wert 
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gelangt  man,  wenn  man  den  Fall  eines  Wassertropfens  in  der  Lnft  be- 
trachtet. Dann  ist  fi  =  0,000 19,  q  =-  0,0013,  (>  =  1,  und  das  Resultat 
ist  0,0050  c.  M. 

Man  ersieht  hieraus,  wie  weit  man  fehl  gehen  würde,  wenn  man 
die  Gleichung  (32)  auf  einen  Regentropfen  anwenden  wollte.^)  Dagegen 
ist  kein  Fehler  dieser  Art  zu  befürchten  in  der  sinnreichen  Methode, 
nach  welcher  J.  J.  Thomson')  die  Größe  der  um  Gkisionen  als  Kerne 
kondensierten  Wassertröpfchen  mittels  der  Formel  (32)  aus  der  Fall- 
geschwindigkeit ableitet.  Für  den  Radius  dieser  Tröpfchen  wurden 
nämlich  Werte  wie  0,0004  c.  M.  gefunden. 


1)  Vgl.  P.  Lenard,  Über  Regen,  Meteorol.  Zeitsohr.  21  (1904),  p.  249. 

2)  J.  J.  Thomson,  On  the  Charge  of  electricitj  carried  by  the  ions  prodnoed 
by  Röntgen  rays,  Phil.  Mag.  (5)  46  (1898),  p.  628. 


m. 

thtT  die  Entstehung  turbulenter  Flfissigkeitsbewegungen  und  fiber 
den  Einfluß  dieser  Bewegungen  bei  der  StrSmung  durch  RShren. 

(Umaxbeitang  der  AbhandlüDg:  Over  den  weerstand  dien  een  yloeistofstroom  in  eene 
cilindntche  bnis  ondervindt,  Amsterdam,  Zittingsyerslag  Akad.y.Wet.  6  [1897],  p.28.} 

§  1.  Die  Theorie  der  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  zylindrischen 
Röhren  ist  sehr  einfach^  solange  die  mittlere  Geschwindigkeit  unterhalb 
eines  gewissen  von  dem  Durchmesser  des  Rohrs  und  der  Natur  der 
Flüssigkeit  abhängigen  (Grenzwertes  liegt.  Die  Stromlinien  sind  in 
diesem  Falle  der  Achse  des  Rohrs  parallel  und  wenn^  wie  wir  annehmen 
▼  ollen,  an  der  Wand  Gleitung  nicht  stattfindet^  so  ist  die  Druckdifferenz 
zwischen  zwei  Querschnitten  dem  Koeffizienten  der  inneren  Reibung 
und  der  ersten  Potenz  der  mittleren  Geschwindigkeit  proportional. 
Für  Rohren  von  kreisförmigem  Querschnitt  gilt  weiter  das  bekannte 
Poiseuille'sche  Gesetz. 

Sobald  aber  die  mittlere  Geschwindigkeit  U  den  genannten  Grenz- 
wert, für  welchen  Osborne  Reynolds  den  Namen  „kritische  Ge- 
schwindigkeit'' eingeführt  hat,  übersteigt,  treten  an  die  Stelle  dieser 
Gesetze  andere  weniger  einfache.  Die  für  eine  bestimmte  Stromstarke 
erforderliche  Druckdifferenz,  die  man,  nachdem  man  eine  Korrektion  für 
die  Enden  angebracht  hat,  als  Maß  für  den  in  dem  Rohr  bestehenden 
Widerstand  ansehen  kann,  wächst  jetzt  rascher  als  U,  so  da£  sie  sich 
durch  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt  aü+  bü*  darstellen  läßt. 

Die  schönen  Versuche  von  Reynolds^)  und  Couette')  haben  viel 
zur  Aufklärung  dieser  Verhältnisse  beigetragen.  Aus  denselben  geht 
herror,  daß  gerade  nach  Überschreitung  der  kritischen  Geschwindigkeit 
die  unregelmäßigen,  wirbelnden  Bewegungen  ins  Spiel  kommen,  deren 
Bedeutung  auch  schon  frühere  Forscher  erkannt  hatten.')     Aus   dem 

1)  0.  Reynolds,  An  ezperimental  investigation  of  the  circnmstances  which 
delermine  whether  the  motion  of  water  shall  be  direct  or  sinuouB,  and  of  the  law 
of  retiitance  in  parallel  Channels,  London,  Phil.  Trans.  174  (1883)  p.  035. 

S)  M.  Conette,  Etndet  tur  le  frottement  des  liquides,  Ann.  de  chim.  et  de 
phjt.  (6)  21  (1890),  p.  438. 

8)  Siehe  s.  B.  H.  Darcy,  Recherches  ezp^rimentales  relatives  au  mourement 
de  Teaa  dans  les  tnjanz,'  M^moires  des  savants  ^trangers,  15  (1868),  p.  141  (ins- 
besondere p.  8S1,  322,  828—388);  J.  Boussinesq,  Essai  snr  la  th^orie  des  eaux 
courantet,  M^moires  des  savants  ^trangers,  28  (1877),  Nr.  1. 
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Auftreten  dieser  neuen  Bewegungsform,  die  wir  eine  turbulente  Be- 
wegung nennen  wollen,  darf  man  indes  nicht  schließen,  daß  eine  gerad- 
linige Strömung  jetzt  den  Bewegungsgleichungen  nicht  mehr  genüge; 
man  überzeugt  sich  leicht  davon,  daß  sie  das  noch  immer  tut.  Der 
Grund  für  die  plötzliche  Änderung  in  der  Art  der  Bewegung  ist  viel- 
mehr darin  zu  suchen,  daß  jene  einfachere  Strömung  bei  Vergrößerung 
der  Geschwindigkeit  aufhört  stabil  zu  sein^),  und  daß  sie  also,  auch 
wenn  sie  für  einen  Augenblick  hergestellt  werden  könnte,  alsbald  in- 
folge zufälliger  Störungen  in  eine  turbulente  Bewegung  umschlagen 
würde. 

Ahnliche  Erscheinungen  beobachtet  man  auch  in  anderen  Fallen, 
z.  B.  wenn  ein  fester  Körper  in  der  Flüssigkeit  rotiert  oder  fortschreitet. 
Bei  allmählicher  Steigerung  der  Geschwindigkeit  macht  die  anfangs  be- 
stehende, ziemlich  einfache  —  wir  wollen  sagen  regelmäßige  —  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  einer  wirbelnden  oder  turbulenten  Bewegung 
Platz;  zugleich  damit  zeigt  sich  eine  tiefgehende  Änderung  in  dem  Ge- 
setz des  Widerstandes.  Der  Begriff  der  kritischen  Geschwindigkeit  läßt 
sich  also  auch  jetzt  anwenden. 

Im  folgenden  erlaube  ich  mir  einige  Betrachtungen  mitzuteilen, 
die  sich  auf  die  Größe  der  kritischen  Geschwindigkeit  und  auf  den 
Einfluß  der  turbulenten  Bewegungen  beziehen.  Ich  schließe  mich  da- 
bei den  theoretischen  Untersuchungen  von  Reynolds*)  in  mancher 
Hinsicht  an. 

§  2.    Wir  gehen  aus  von  den  Bewegungsgleichungen 

ii+g+i"-». (') 

die  sich  von  den  in  dem  vorigen  Artikel  angewandten^  dadurch  imter- 

scheiden,  daß  äußere   Kräfte  ausgeschlossen  sind,   daß  wir  in  (2)   die 

Größen 

du   ,      du  .       du 

dx   *      dy  dz' 

durch  die  wegen  der  Kontinuitätsgleichung  (1)  gleichwertigen  Ausdrücke 

diu*)   ,   d(uv)   ,   d(uw) 
dx     '     dy     *      dz    ' 


1)  Vgl.  G.  G.  StokeB,  On  some  cases  of  fluid  motion,  Cambridge  Trans.  8 
(1843),  p.  105  (auch  Mathematical  and  phjsical  papers,  Cambridge  1880,  Vol.  1, 
p.  53,  54). 

2)  0.  Reynolds,  On  the  dynamical  theory  of  incompressible  viscous  fluids 
and  the  detcrmination  of  the  criterion,  London,  Phil.  Trans.  (A)  186  (1895),  p.  128. 

3)  Siehe  oben  p.  23. 
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ersetzt  haben,  and  daß  endlich  X,,  Y^,  Z^  das  Glied  —  p  nicht  mehr 
enthalten.     Es  ist  also  jetzt 

,-2^g-,   usw.  I 

X,=-r,-M(^-  +  ^-),   usw.J 
Indem  wir  diese  Werte  in  (2)  einführen,  erhalten  wir 

Wir  denken  uns  jetzt  in  der  betrachteten  Flüssigkeitsmasse  eine 
diesen  Gleichungen  genügende  regelmäßige  Bewegung  (u^,  v^,  w^yp^)  und 
nehmen  an,  daß  die  Geschwindigkeiten,  etwa  durch  einen  sehr  kleinen 
Impuls,  um  ein  Geringes  geändert  werden.  Es  soll  untersucht  werden, 
ob  diese  Störung  wieder  durch  den  Einfluß  der  Reibung  verschwindet 
oder  im  Gegenteil  zu  immer  größeren  Abweichungen  von  dem  ursprüng- 
lichen Bewegungszustande  führt. 

Bezeichnen  wir  nun  für  den  neuen  Zustand  die  Geschwindigkeits- 
komponenten und  den  Druck  mit 

Ui+ii,    Vi+v,    ti\+w\    Pi  +  p', (5) 

so  können  wir  f&glich  sagen,  es  sei  auf  die  ursprüngliche  regelmäßige 
Strömung  eine  neue,  durch  u,  v,  tv\  p  charakterisierte  superponiert. 
Fortan  soll  mit  dem  Ausdruck  „turbulente  Bewegung''  nicht  mehr 
die  gesamte  Bewegung,  sondern  bloß  diese  neu  hinzugekommene  ge- 
meint sein. 

Zu  Gleichungen,  welche  diese  bestimmen,  gelangen  wir,  wenn  wir 
in  (1)  und  (4)  einmal  die  Werte  tij,  r^,  w^,  p^y  und  dann  die  Werte  (5) 
einsetzen,  und  die  im  ersteren  Fall  erhaltenen  Gleichungen  Ton  den 
bei  der  letzten  Substitution  gefundenen  subtrahieren.  In  dieser  Weise 
folgt  aus  (1) 

|ü  +  fiL  +  i«_o (6) 

dx       dy        cz  ^  ^ 

und  aus  (4)  bei  Yemachlässigpuig  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  u ,  v,  tv 
zweiter  Ordnung  sind, 

du' 
Hier  sind  -^,  usw.  Abkürzungen  für 

du'  .       du    .       du    .        du 

d  - 

BO  daß  man  auch  sagen  kann,  es  bedeute   v.  die  Änderung,  welche  die 

betrachtete  Große  pro  Zeiteinheit  erleidet  in  einem  Punkte,  der  an  der 

Bewegung  (u^,  v^^  iq)  teilnimmt 
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§  3.  Aus  (6)  und  (7)  leiten  wir  eine  Formel  ab,  die  man  als  die 
Energiegleichung  für  die  turbulente  Bewegung  auffassen  kann.  Za 
diesem  Zwecke  addieren  wir  die  Gleichungen  (7)^  nachdem  wir  sie  mit 
m',  v\  vo  multipliziert  haben.  Dabei  führen  wir  zur  Abkürzung  die  dop- 
pelten Komponenten  der  bei  der  turbulenten  Bewegung  bestehenden 
Drehungsgeschwindigkeit  ein, 

wodurch  wegen  (6) 
und 

wird. 

Setzen  wir  schließlich 

^ 1«    1?+"    #  +  "'    "37  +  ""^  +  ^^)  + 

und 

N^tr+v'+t", (10) 

SO  lautet  das  Resultat 

+  ,tjA(t,'g'-u<iy^+    usw.)-/ijy?. 

Wir  wollen  nun  diese  Gleichung  noch  mit  einem  Volumenelement 
dS  multiplizieren  und  über  einen  bestimmten  Raum  S  integrieren.  Links 
erhalten  wir  dann  die  pro  Zeiteinheit  stattfindende  Zunahme  der  kine- 
tischeii  Energie  der  turbulenten  Bewegung^  und  zwar  berechnet  für 
einen  Raum,  dessen  Begrenzung  an  der  regelmäßigen  Bewegung  teil- 
nimmt; wir  bezeichnen  diese  Energie  mit  E  und  ihre  Zunahme  mit  -^* 

Rechts  yerschwinden  die  beiden  mittleren  Glieder,  wenn  wir  annehmen, 
daß  an  den  Grenzen  des  Integrationsgebietes  u'»  t;'=  u;'*— 0  ist  Mit- 
hin wird 

^  =  QfMdS-(ifNdS (11) 

und  hängt  es  also  von  den  relativen  Werten  der  beiden  Integrale  auf 
der  rechten  Seite  ab,  ob  im  Laufe  der  Zeit  die  Größe  E,  die  als  Maß 
für  die  Intensität  der  turbulenten  Bewegung  genommen  werden  kann, 
wächst  oder  abnimmt.     Könnte   man   beweisen,   daß  für  beliebig   ge-. 
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wählte  Uj  v\  w  die  rechte  Seite  der  Gleichung  immer  negativ  wird,  so 
wäre  damit  die  Stabilität  der  regelmäßigen  Bewegung,  yon  der  man 
ausging,  dargetan.  Dagegen  wäre  ihre  Instabilität  bewiesen,  sobald 
sich  für  eine  Störung,  die  unter  den  bestehenden  Verhältnissen  für 
möglich  gehalten  werden  muß,  ein  positiver  Wert  herausstellen  sollte. 
Leider  stößt  man  bei  allgemeinen  Untersuchungen  in  dieser  Rich- 
tung auf  erhebliche  Schwierigkeiten.  Ich  werde  mich  daher  darauf 
beschränken,  beispielshalber  für  eine  sehr  einfache  regelmäßige  Be- 
wegung und  für  eine  turbulente  Bewegung  spezieller  Art  die  Rechnung 
durchzuführen. 

§  4.  Es  befinde  sich  die  Flüssigkeit  zwischen  zwei  unendlich  aus- 
gedehnten parallelen  festen  Scheiben,  deren  eine  ruht,  während  die 
andere  sich  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  a  in  einer  in  ihrer 
Ebene  liegenden  Richtung  verschiebt.  Wir  legen  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten  mitten  zwischen  die  Platten,  die  y-Achse  senkrecht  zu 
diesen,  nach  der  bewegten  hin,  und  die  o; -Achse  in  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit.  Dann  wird,  in  der  Voraussetzung,  daß  die  Flüssigkeit 
an  den  Scheiben  haftet,  wenn  wir  die  Dicke  der  Schicht  2A  nennen, 
den  Bewegungsgleichungen  genügt  durch  den  Ansatz 

"'=Ä(y  +  '')'    ^'i  =  ^'    w^>=0,      ....     (12) 

und  es  soll  nun  die  hierdurch  dargestellte  regelmäßige  Bewegung  auf 
ihre  Stabilität  hin  geprüft  werden. 

Indem  wir  dabei  eine  bestimmte  Annahme  über  die  turbulente 
Bewegung  zugrunde  legen,  wird  es  uns  in  der  Tat  gelingen  zu  zeigen, 
daß  die  Stabilität  aufhört,  sobald  die  Geschwindigkeit  a  einen  gewissen 
Wert  a^,  den  wir  berechnen  werden,  übersteigt,  und  zwar  werden  wir 
es  so  einrichten,  daß  dieses  a^  möglichst  klein  wird.  Unser  Resultat 
hat  dann  jedenfalls  die  Bedeutung,  daß  der  Zustand  (12),  was  die  ge- 
wählte Art  der  turbulenten  Bewegung  betriffb,  stabil  ist  für  a<iai^. 
Es  ist  jedoch  keineswegs  damit  gesagt,  daß  wir  wirklich  die  kritische 
Geschwindigkeit,  die  man  aus  Beobachtungen  ableiten  würde,  finden 
werden;  es  ist  ja  sehr  gut  möglich,  daß  die  gewählte  turbulente  Be- 
wegung gar  nicht  entstehen  kann,  und  daß  wirklich  mögliche  Störungen 
entweder  schon  bei  einem  kleineren  Wert  oder  erst  bei  einem  größeren 
Wert  der  Geschwindigkeit  zur  Instabilität  führen.  Höchstens  dürfen 
wir  hoffen,  bei  geeigneter  Wahl  der  auf  (12)  superponierten  Bewegung 
die  kritische  Geschwindigkeit  der  Größenordnung  nach  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  nur  Bewegungen  ins  Auge  fassen,  bei  welchen  w'^  0, 
während  v!  und  v  unabhängig  von  z  sind,  Bewegpuigen  also,  die  in 
jeder  zur  jer-Achse  senkrechten  Ebene  in  derselben  Weise  verlaufen. 
Überdies  nehmen  wir  an,  daß  sie  auf  einen  endlichen  Teil  einer  solchen 
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Ebene  beschränkt  bleiben.  Wenn  wir  nun  das  Integrationsgebiet  noch 
durch  zwei  um  die  Längeneinheit  voneinander  entfernte  senkrecht  zur 
£? -Achse  stehende  Ebenen  begrenzen  und  beachten,  daß  die  Flüssigkeit 
an  den  Platten  haftet,  und  daß  also  auch  an  der  bewegten  Platte  u'«  0 
ist  (da  hier  sowohl  u  wie  auch  u^  den  vorgeschriebenen  Wert  a  hat), 
so  überzeugen  wir  uns  leicht  davon,  daß  wirklich,  wie  bei  Ableitung 
der  Gleichung  (11)  angenommen  wurde,  die  Oberflächenintegrale  ver- 
schwinden. Was  die  Raumintegrale  anbelangt,  so  reduzieren  sich  diese 
auf  Integrale  über  eine  der  genannten  Ebenen,  wir  können  sag^  über 
die  a:y -Ebene  selbst. 

Es  braucht  natürlich  nur  von  solchen  turbulenten  Bewegungen  die 
Rede  zu  sein,  für  welche  das  erste  Integral  in  (11)  positiv  ist.  Da 
nun  nach  (9)  und  (12) 

^ in^'^', (13) 

SO    müssen   also   u    und   v'   an   den   meisten    Stellen   entgegengesetzte 

Vorzeichen  haben.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  dieses  in  der  Tat  der 
Fall  sein  wird,  wenn  durch  einen  plötzlichen  Stoß,  eine  Erschütterung 
der  Platten  oder  eine  Unebenheit  derselben,  Flüssigkeit  von  der  einen 
nach  der  anderen  hin,  und  also  auch  an  irgend  einer  anderen  Stelle 
Flüssigkeit  nach  der  ersten  Platte  zurückgetrieben  wird.  Kommt  näm- 
lich in  einen  Punkt  P  eine  Flüssigkeitsmenge  von  der  Seite  der  be- 
wegten Scheibe  her,  so  ist  v  negativ,  und  zugleicherzeit  u  positiv, 
da  diese  Menge  die  Geschwindigkeit,  die  sie  etwas  firüher  hatte,  mit 
sich  führt  und  sich  also  rascher  in  der  Richtung  der  a; -Achse  bewegt^ 
als  der  in  P  bestehenden  Strömung  ti^  entspricht.  Umgekehrt  hat  man 
es  mit  einem  negativen  ti'  und  einem  positiven-  v  zu  tun,  sobald  ein 
auf  die  bewegte  Platte  gerichteter  Strom  einsetzt. 

§  5.  Der  Fall,  daß  in  allen  Punkten  u  und  v  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  läßt  sich  offenbar  nicht  realisieren.  Wir  können  uns 
aber  demselben  näheren,  wenn  wir  annehmen,  daß  bei  der  turbulenten 
Bewegung,  an  und  für  sich  gedacht,  die  Flüssigkeitsteilchen  in  Ellipsen, 
deren  große  Achse  eine  geeignete  Richtung  hat,  herumlaufen,  d.  h.  wenn 
wir  uns  einen  „elliptischen  Wirbel*^  vorstellen. 

Um  die  Art  der  Bewegung  genauer  festzusetzen,  ist  es  zweckmäßig, 
neue  Koordinatenachsen  in  der  rry -Ebene  einzuführen,  die  aus  den  bis 
jetzt  benutzten  durch  eine  Drehung  um  einen  gewissen  spitzen  Winkel  a 
entstehen,  so  daß  die  neue  o: -Achse  in  dem  Winkel  zwischen  den 
früheren  positiven  Halbachsen  liegt.  Bezogen  auf  dieses  Koordinaten- 
system, lauten  die  Gleichungen  für  die  in  (12)  dargestellte  Bewegung 

Uj  =  A  (^  gin  c«  +  y  cos«  +  h)  cosa,     v^  =  —  ^^  (a;  sin«  +  y  cos«  +  7*)  sina, 
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80  daß  -a;i  =  .  j  sin 2a,     >>• iii  «n ^»^f 


8 1*1 

dx 

^^  Sin  2a, 

dvi             a 
dy           4? 

^y        dx 

-2^  cos  2a 

und  Jf  « -T^  (t?'*— m'*)  8in2a  — ^M'i;'coB2a 

wird 

Was  nun  den  elliptischen  Wirbel  anbelangt,  so  stellen  wir  uns  yor^ 
daß  dieser  gleichsam  durch  eine  in  der  Richtung  der  o; -Achse  statt- 
findende Kompression  eines  kreisförmigen  Wirbels  entsteht.  Wir  denken 
uns  diesen  letzteren  in  einer  Hilfsfigur,  in  welcher  wir  zwei  Koordinaten- 
achsen Yon  derselben  Richtung  wie  die  neuen  Achsen  in  der  Flüssigkeit 
annehmen.  Indem  wir  die  Koordinaten  in  dieser  Hilfsfigur  Xq,  y^  und 
die  Entfernung  Yom  Anfangspunkt  derselben  r^  nennen,  schreiben  wir 
den  Geschwindigkeiten  in  dem  kreisförmigen  Wirbel  die  Werte 

zu,  in  welchen  m  sich  stetig  mit  r^  ändern  soU.  Dieses  m  ist  die  Winkel- 
geschwindigkeit, mit  der  eine  ringförmige  Schicht  um  das  Zentrum  ro- 
tiert; am  Rande  des  Wirbels,  wo  r^  den  Wert  6  haben  möge,  setzen  wir 

Überdies  nehmen  wir  an,  daß  für  r«  =  0  die  Größen  o  und  3-^ 

endlich  bleiben. 

Dem  Punkte  {x^^  y^  der  Hilfsfigur  ordnen  wir  nun  einen  Punkt 
{Xj  y)  der  Flüssigkeitsmasse  in  der  Weise  zu,  daß 

ist,  wo  £  eine  positive  Konstante  sein  soll.  Schließlich  nehmen  wir 
an,  daß  in  diesem  Punkte  der  Flüssigkeit  eine  Geschwindigkeit  der 
turbulenten  Bewegung  besteht,  die  mit  der  Geschwindigkeit  in  dem 
entsprechenden  Punkte   des  kreisförmigen  Wirbels  nach  den  Formeln 


u  =  £Mo,     V  =  Vo 


zusammenhängt.  Man  sieht  leicht,  daß  diese  Werte  mit  der  Konti- 
nuitätsgleichung (6)  verträglich  sind  und  eine  Bewegung  in  elliptischen 
Bahnen  darstellen. 

Wir  haben  jetzt  M  und  JV,  sowie  die  Integrale  in  (11)  zu  be- 
rechnen. Es  ergibt  sich,  wenn  wir  alles  in  Größen  ausdrücken,  die 
sich  auf  den  kreisförmigen  Wirbel  beziehen, 

^^  VÄ  (^o^"~  **yoO^*  ^^^^^  +  ^«^0^0«»*  cos 2a, 

«'-7fe-t.-('+v)"+("i'+'»-')i-Jr;. 

Lorants,  Wiiienffcbaftliche  Abbandlungen.  4 
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Femer  laßt  sich  die  Berechnung  von  /  MdS  und  /  NdS  auf  eine 

Integration  über  die  x^yQ-Ebene  zurückfuhren ,  wobei  zu  beachten  ist^ 
daB  zwischen  einem  Elemente  dö^  dieser  Ebene  und  dem  korrespon- 
dierenden dö  in  der  xy-^hene  die  Beziehung 

dö  =  edöQ 

besteht,  und  daß  man  von  den  Faktoren  x^^^  y^^  x^,  y^  und  x^y^j  die 

1  3 

beiden  ersten  durch  ^  r^^  den  zweiten  und  dritten  durch  —  r^  und  den 

letzten  durch  ^r^  ersetzen  darf.    Man  sieht  das  leicht  bei  Ausführung 

der  Integration  über  das  ringförmige  Element  zwischen  den  Kreisen  r^ 

und  r^  +  dr^. 

Schließlich  wird 

b 


und 


JmdS  =  i  3t  J  £  (1  -  £«)  sin  2«  fr^^(o^dr^  ,     .     .     (14) 

0 

b 
fNd8  =  2xs(s  +  \y  f(r,a,'+r,''a,^^jdr,+ 

0  *  6 

oder,  da  ® 

und,  sowohl  für  r^j  =  0  wie  auch  für  r^  =  6,  V®*  =  ^} 

b 

fNdS=^^ia  +  2s»  +  3B*)Jr,'(^ydr,     .    .     .    (15) 

0 

Führen  wir  in  (14)  und  (15)  als  neue  unabhängige  Variable  das 
Verhältnis 


b      ^ 

ein,  so  verwandeln  sich  die  Integrale  in 

1  1 


0 

und  es  gilt,  wenn  noch 


b^Js'io^ds    und     l>'ß'(^yds, 


/•ß-:)- 


/..». 


(16) 


ds 


gesetzt  wird, 

J  ab*    8*(1  — «')8in2a   J 
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Diese  Formel  zeigt^  daß  bei  gegebenen  h  und  a  das  Yerhältniis  zwischen 
den  beiden  Integralen  von  b,  s,  a  abhängt^  und  außerdem  von  Tcy  also 
von  der  Beziehung;  die  zwischen  cd  und  s  besteht.  Wir  können  sagen^ 
es  sei  die  Oröße  des  Wirbels  durch  h,  die  Gestalt  durch  s,  die  Lage 
durch  a  und  die  Geschwindigkeitsverteilung  in  dem  Wirbel  durch 

jene  Beziehung  bestimmt.     Was  s  betrifft,  so  haben  wir,,  weil  /-5fd/S 

positiv  werden  muß,  diesen  Koeffizienten  kleiner  als  1  zu  nehmen. 

Hat  man   den  Wirbel  gewählt,  so   steigt  der  Wert  von  J  MdS 

im  Vergleich  zu  J  NdS  bei   wachsender   Geschwindigkeit   a.     Es   tritt 

also  wirklich  bei  einer  gewissen  Größe  a^  dieser  letzteren  Instabilität 
ein,  und  zwar  hat  man  a^^  aus  der  Gleichung 


abzuleiten.    Also: 


gfMdS  =  II f NdS 


§  6.  Es  soll  jetzt,  wie  bereits  gesagt,  versucht  werden,  einen 
möglichst  kleinen  Wert  für  a^  zu  finden,  d.  h.  den  Wirbel  so  zu 
wählen,  daß  die  Verhältnisse  sich  möglichst  ungünstig  für  die  Stabi- 
lität gestalten.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  zunächst,  bei  fest- 
gehaltenen Werten  von  e,  a  und  /;,  den  Radius  h  des  kreisförmigen 
Wirbels  möglichst  groß  werden  lassen;  in  dieser  Hinsicht  können  wir 
so  weit  gehen,  daß  zwischen  den  beiden  Platten  gerade  noch  Raum 
f&r  den  elliptischen  Wirbel  ist.  Wir.  bestimmen  also  h  durch  die  Be- 
dingung, daß  eine  an  der  Ellipse  mit  den  Halbachsen  6  und  £  6  ge- 
zogene Berührungslinie,  die  mit  der  kleinen  Achse  den  Winkel  a  bildet, 
nm  die  Strecke  h  von  dem  Mittelpunkt  entfernt  ist.    Daraus  ergibt  sich 

6«  = 


C08*a  +  «*8in'a' 

wodurch 

_  C08*  tt  +  »*  gJP* «      f*     8 +  2«' +3«*, 
"*""  S2^^  Qh  *"~fi*(l-«»)       ^ 

wird. 

Zweitens  bemerken  wir,  daß  für  einen  gegebenen  Wert  von  £  der 
erste  Faktor  zu  einem  Minimum  wird,  wenn 

tga-|. 

Wir  bestimmen  also  die  Lage  des  Wirbels  durch  den  hieraus  sich 
ergebenden  Wert  von  a  (zwischen  0  und  -  n)  und  erhalten 
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Dififerentiation  des  zweiten  Faktors  nach  s  liefert 

__.(l_+0  (^  —  148«+  8a<) 
«•(1  —  8«)*  ' 

was  für 

e  =  J(}/i5-}/6)- 0,475 (18) 

verschwindet.  Dem  entspricht  der  Minimalwert  4  Yö  des  in  (17) 
stehenden^  s  enthaltenden  Bruchs,  und  wir  finden^  wenn  wir  dem  Wirbel 
die  durch  (18)  bestimmte  Oestalt  geben, 

«*-H^'* (19) 

§  7.  Es  erübrigt  noch,  diesen  Ausdruck  dadurch  zu  einem  Minimum 
zu  machen,  daß  wir  o  als  Funktion  von  s,  also  die  Geschwindigkeits- 
verteUung  in  dem  Wirbel  in  geeigneter  Weise  bestimmen.  Wir  haben 
zu  diesem  Zwecke  o  um  do  zu  variieren  und  das  entsprechende  dk 
gleich  Null  zu  setzen.  Wenn  wir  die  Integrale  im  Nenner  und  Zähler 
von  (16)  Q  und  H  nennen,  so  reduziert  sich  letztere  Bedingung  auf 

Hier  setzen  wir  nun 

1 

dGr:'2fs^(odG}ds (20) 

und 

0 

oder,  nach  partieller  Integration  und  mit  Rücksicht  darauf,  daß  am 
Rande  des  Wirbels  d(o  verschwinden  muß, 

1 

'^--^fU^t)'-^^ (21) 

0 

Es  muß  also,  in  welcher  Weise  man  auch  dcD  als  Funktion  von  s 
wählen  möge,  immer  das  Verhältnis  der  Integrale  (21)  und  (20)  den 

bestimmten  Wert  tt  =  %  haben.     Offenbar  ist  das  nur  möglich,  weim 

zwischen  den  Koeffizienten  von  dods  in  den  beiden  Ausdrücken  eben 
dieses  Verhältnis  besteht,  was  auf  die  Differentialgleichung 

Ä(*'^)  +  *^«'-0 (22) 

führt.  Übrigens  sieht  man  leicht  daß,  sobald  die  Funktion  co  dieser 
Bedingung  genügt,  und  für  s  =  1  verschwindet,  das  Verhältnis  der 
Integrale  i  i 

h^ij-f^s    und     Is^a^ds 
b  0 
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wirklich,  wie  es  nach  (16)  sein  muß,  der  in  der  Dififerentialgleichung 
(22)  auftretenden  Zahl  k  gleich  wird.    Aus  (22)  folgt  nämlich 

^---iÄ(*'S (23) 

und  man  hat  also 


1 


Js»a>'d8~-ya>^s»^)ds, 


0  0 

was  nach  partieller  Integration  übergeht  in 

0 

Aus  Formeln,  die  man  in  LommeFs  ,,Studien  über  die  BesseTschen 
Funktionen'^  findet,  ergibt  sich,  daß  man  die  Gleichung  (22)  mit  Hilfe 
solcher  Funktionen  integrieren  kann.     Setzt  man  nämlich 

CO  «  — 

8 

und  führt  man  zugleicherzeit 

s'=  sYk 

als  neue  unabhängige  Variable  ein,  dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

l?.  +  r^-?  +  ('-r.)'-». 

deren  Lösung 

q>  ==  c  J^{s  )  =  c  Ji(s  Yk) 

ist,   da  für  8  »  0,  oj  endlich  bleibt,   und  also  9  ==  0  wird.     Mit  c  ist 
eine  Integrationskonstante  bezeichnet. 

um  auch  der  Bedingung  zu  genügen,  daß  c?  für  s « 1  verschwindet, 
müssen  wir  die  bis  jetzt  unbestimmt  gebliebene  Zahl  k  so  wählen,  daß 
Yk  eine  Wurzel  der  Gleichung 

J,(x)^0 (24) 

ist.    Wir  verstehen  unter  |  die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  und 
setzen 

Vk  =  i,     *  - 1», 
80  daß 

o» -7^1(1«) (25) 

wird.     Diese  Größe  bleibt,  wie  es  sein  muß,  im  Zentrum  des  Wirbels 
endlich.     Da  nämlich,  für  a:  =  0,  Lim  -^  =»  --  ist,  so  nähert  sich  ©, 

fttr  5  =-  0,  dem  Grenzwert  „cl. 

Daß  nun  der  Ausdruck  (16)  wirklich  zu  einem  Minimum  wird, 
wenn    man    der   Funktion    co   die    Gestalt    (25)    beilegt,    läßt   sich   in 


54  Turbulente  Flüssigkeitsbewegungen 

folgender  Weise  zeigen.  Es  sei,  während  o  die  Bedeutung  (25)  behält^ 
(o  irgend  eine  andere  Funktion,  die,  ebenso  wie  ihr  Dififerentialquotient, 
von  s  ==  0  bis  s  =  1  endlich  und  stetig  ist  und  für  5  =  1  verschwindet. 
Setzen  wir  dann 

so  wissen  wir  von  der  Funktion  ^,  daß  sie  immer  endlich  bleibt,  da 
in  dem  zu  betrachtenden  Intervall  to  nie  Null  wird  (eben  weil  |  die 
kleinste  Wurzel  der  Gleichung  (24)  ist),  und  an  der  oberen  Grenze, 

wo  G)  und  o'  beide  verschwinden,   -r-  von  Null  verschieden  und  -v- 

^    dg  ds 

endlich  ist. 

Indem  wir  nun  zur  Abkürzung 

1  1 

0  0 

setzen,  und  wieder  die  Gleichung  (23)  heranziehen,  finden  wir 

1  1 

G'^jW^oHs  =.  -  i /;»«,  l  (.» '^  ds  = 

0  0 

1  1 


1  ,9  •dm 
-j  \t^c^s^^- 
k  \^  ds 


tJ^TsTs^'^*'')^' 


0 


0  0 

Abgesehen  von  dem  Fall,  daß  die  neue  Funktion  o'  sich  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor  von  cd  unterscheidet,  und  also  zu  demselben 
Wert  von  (16)  führt,  können  wir  aus  dieser  Gleichung  schließen 

G'<  ^  H\     J^  >  1c,  d.  h. 

H'        H 
G'  ^  G  • 

Nachdem  es  sich  in  dieser  Weise  bestätigt  hat,  daß  |^  oder,  da 
I  =  3,832  ist,  14,68  der  kleinste  Wert  von  k  ist,  erhalten  wir  aus  (19) 
für  die  gesuchte  Geschwindigkeit,  wenn  wir  die  Entfernung  ^  =  2Ä 
der  Platten  einführen, 

•.-f^ (26) 

Zar  Yergleichiu^  füge  ich  hinzu,  daß,  wenn  man 

(0  =  C(l  -  s) 

setzt,  wo  C  eine  Eonstante  bedeutet,  die  Formel  (16)  den  Wert  k  =  15 
ergibt.     Nimmt  man  dagegen 

m  =  C  cos»  I  ÄS, (27) 
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was  ebenfalls  für  5  =»  1  verschwindet,  dann  wird  h  — 16,7.  Dieses 
letztere  Resultat  ist  deshalb  von  Interesse,  weil  die  Funktion  (27)  die 

Eigenschaft  hat  daß,  für  s  =  l,  -^='0  wird,  was  bei  einem  wirklichen 

Wirbel  der  Fall  sein  wird,  bei  der  Funktion  (25)  aber  nicht  zutrifft. 
Man  sieht  indes,  daß  dies  auf  den  Wert  von  k  und  den  Koeffizienten 
in  der  Gleichung  (26)  keinen  beträchtlichen  Einfluß  hat. 

§  8.  Ein  Fall,  der  zwar  nicht  genau  mit  dem  im  Vorhergehenden 
betrachteten  übereinstimmt,  aber  diesem  doch  so  ähnlich  ist,  daß  es 
nahe  liegt,  die  Gleichung  (26)  anzuwenden,  ist  von  Couette*)  ex- 
perimentell untersucht  worden.  Bei  den  Versuchen  dieses  Physikers 
befand  sich  die  Flüssigkeit  in  dem  Raum  zwischen  zwei  koaxialen 
Zylindern,  von  welchen  der  äußere  um  die  gemeinschaftliche  verti- 
kale Achse  in  Rotation  versetzt  wurde.  Es  wurde  das  Eräftepaar  ge- 
messen, das  man  auf  den  beweglich  aufgehängten  inneren  Zylinder 
wirken  lassen  mußte,  um  ihn  zu  verhindern  sich  mit  zu  drehen;  in 
dieser  Weise  erhielt  man  ein  Maß,  sowohl  für  die  auf  den  inneren 
Zylinder  von  der  Flüssigkeit  ausgeübte  Reibung,  wie  auch  für  den 
Widerstand,  der  bei  der  Drehung  des  äußeren  Zylinders  zu  überwinden 
war.  Während  nun  das  erforderliche  Eräftepaar  bei  langsamer  Be- 
wegung der  Rotationsgeschwindigkeit  proportional  gefunden  wurde, 
machte  sich  bei  Steigerung  der  Geschwindigkeit  das  Auftreten  turbu- 
lenter Bewegungen  dadurch  bemerklich,  daß  der  Widerstand  rascher 
als  die  Geschwindigkeit  zunahm. 

Da  die  Radien  der  Zylinder  14,640  und  14,393  cm  betrugen,  und 
also  die  Dicke  der  Flüssigkeitsschicht  (0,247  cm)  im  Vergleich  zu  den- 
selben ziemlich  klein  war,  so  dürfen  wir,  wie  mir  scheint,  annehmen, 
daß  in  der  Flüssigkeit  dieselben  Erscheinungen  wie  in  dem  Raum 
zwischen  zwei  parallelen  ebenen  Platten  sich  abspielen  können. 

Bei  den  Versuchen  mit  Wasser  war  die  Temperatur  16^,7,  und  also 

nach  den  Angaben  von  Poiseuille  der  Reibungskoeffizient  ^  =  0,011 

C.  G.  S.-Einheiten.     Setzt  man  weiter  (>  ==  1   und  ^  =  0,247,  so  erhält 

man  aus  (26) 

a^t  =  13  cm/sec. 

Couette  fand  aber,  daß  eine  Änderung  in  dem  Gesetze  des  Wider- 
standes sich  erst  zeigte,  als  die  Anzahl  der  Umläufe  56  in  der  Minute 
betrug.  Dem  entspricht  eine  Geschwindigkeit  der  äußeren  Zylinder- 
fläche von  86  cm  pro  Sekunde,  und  müssen  wir  also  schließen,  daß  in 
Wirklichkeit  die  Bedingungen  für  die  Stabilität  der  regelmäßigen  Be- 
wegung weit  günstiger  sind,  als  wir  aus  der  Gleichung  (26)  gefolgert  haben. 


1)  Couette,  1.  c,  p.  436. 
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Ohne  Zweifel  liegt  dies  daran;  daß  ein  elliptischer  Wirbel  von  der 
Yoransgesetzten  Art  nicht  zustande  kommen  kann.  Da,  wie  bereits 
bemerkt  wurde,  das  gleichzeitige  Auftreten  in  der  Gleichung  (13)  yon 
Werten  von  u  imd  v  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  daher  rührt, 
daß  Flüssigkeit  durch  irgend  welche  Störung  von  der  einen  Platte  nach 
der  anderen  hingetrieben  wird,  so  ist  es  begreiflich,  daß  hierbei  die 
Richtung  der  aus  u   und  v   zusammengesetzten  Geschwindigkeit  nicht 

gerade  die  für  einen  großen  Wert  YonJMdS  günstigste  sein  wird. 
Auch  ist  zu  bemerken,  daß  eine  Störung  wohl  nie  in  allen  senkrecht 
zur  ;9-Achse  stehenden  Ebenen  in  derselben  Weise  stattfinden  wird. 
Der  Wirbel  wird  vielmehr  nach  der  Seite  sowohl  der  positiven  wie 
auch  der  negativen  0  begrenzt  sein;  an  diesen  Stellen,  wo  er  mit  Flüssig- 
keit ohne  turbulente  Bewegung  in  Berührung  steht,  treten  Reibungs- 
kräfte auf,  die  ebenso  gut  wie  die  im  Innern  des  Wirbels  wirksamen 
dazu  beitragen  können,  ihn  wieder  zum  Verschwinden  zu  bringen. 
Besser  noch  entspräche  es  der  Wirklichkeit,  wenn  man  sich  vorstellte, 
daß,  sobald  die  Flüssigkeit  an  einer  Stelle  senkrecht  zu  den  Platten 
fortgetrieben  wird,  sie  an  allen  Stellen  rings  herum  wieder  zurück- 
strömt, eine  Voraussetzung,  die  indes  recht  mühsame  Berechnungen 
erheischen  würde. 

Es  möge  übrigens  daran  erinnert  werden,  daß  auch  Reynolds, 
der  für  die  Strömung  durch  Röhren  gleichfaUs  mittels  gewisser  An- 
nahmen über  die  Art  der  turbulenten  Bewegung  die  kritische  (Ge- 
schwindigkeit Uj^  zu  berechnen  versucht  hat,  einen  zu  kleinen  Wert 
erhielt.  Er  fand^)  für  die  Strömung  einer  Flüssigkeit  zwischen  zwei 
festen  parallelen  Wänden  in  der  Entfernung  ^  voneinander 

(was  indes  nur  die  Bedeutung  einer  unteren  Grenze  haben  soll), 
während  nach  seinen  experimentellen  Untersuchungen  die  kritische  Ge- 
schwindigkeit in  dem  freilich  nicht  ganz  vergleichbaren  Fall  eines  zy- 
lindrischen Rohrs  vom  Durchmesser  z/  die  Größe 

jj  __  1900  ft 

hat. 

§  9.  Was  das  von  Reynolds  aufgefandene  und  durch  seine 
eigenen  und  Couette's  Messungen  bestätigte  Gesetz  betrifft,  nach 
welchem  die  kritische  Geschwindigkeit  in  einer  Röhre  dem  Reibungs- 
koeffizienten direkt,  der  Dichte  sowie  dem  Durchmesser  aber  umgekehrt 
proportional  sein  soll,  so  läßt  sich  dieses  leicht  aus  der  Betrachtung 
ähnlicher  Systeme  ableiten. 


1)  Siehe  die  oben  (p.  44)  zitierte  AbbandluDg,  p.  162. 
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Wir  unterscheiden  zwei  derartige  Systeme  durch  die  Indizes 
1  und  2  und  definieren  korrespondierende  Punkte  und  Zeiten  durch 
die  Gleichungen 

wo  a  und  ß  Eonstanten  sind.     Femer  setzen  wir 

Besteht  nun  in  dem  ersten  System  ein  gewisser  die  Bewegungs- 
gleichungen ei-füUender  Zustand  (ti^,  v^,  w?i,Pi),  so  ist  in  dem  zweiten 
ein  Zustand  möglich,  bei  dem  in  korrespondierenden  Punkten  und  zu 
eben  solchen  Zeiten 

Pt  =  'nPi 
ist,  wenn  nur  die  Konstanten  «  und  17  den  Bedingungen 

7  =  -^-«=^^ ^^^J 

genügen.  Dann  unterscheiden  sich  nämlich  die  in  einer  Bewegungs- 
gleichung für  das  zweite  System  auftretenden  Glieder  alle  durch  den- 
selben Faktor  von  den  entsprechenden  Gliedern  für  das  erste  System. 

Die  Gleichungen  (28)  enthalten  auch  dann  noch  alle  Bedingungen 
fQr  die  Möglichkeit  ähnlicher  Bewegungen,  wenn  in  den  beiden  Systemen 
feste  Körper  von  ähnlicher  geometrischer  Lage,  an  welchen  die  Flüssig- 
keit haftet,  vorhanden  sind. 

Die  aus  (28)  folgende  Beziehung 

£  =  -- ^  .     .     .     .     (29) 

mhrt  nun  sofort  zum  Reynolds'schen  Gesetz,  da  ja  die  kritischen 
Geschwindigkeiten  in  zwei  Systemen  korrespondierende  Geschwindig- 
keiten sein  müssen. 

Daß  das  in  der  Beziehung  (29)  ausgedrückte  Gesetz  auch  für 
andere,  hier  nicht  betrachtete  Fälle  gilt,  z.  B.  für  die  Störung  eines 
Stromes  durch  ein  unbewegliches  Hindernis,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  das  Fortschreiten  eines  festen  Körpers  in  einer  ruhenden 
Flüssigkeit,  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden.  In  allen  solchen 
Fällen  könnte  man  auch,  unter  Einführung  geeigneter  Annahmen  über 
die  Art  der  turbulenten  Bewegung,  die  Gleichung  (11)  benutzen,  um 
über  die  Frage  nach  der  Stabilität  einer  regelmäßigen  Beweguug  zu  ent- 
scheiden. Aus  der  Formel  (9)  sieht  man  sofort,  daß  M  um  so  größer 
ist,  und  also  die  Stabilität  um  so  eher  verloren  geht,  je  größer  die 
Geschwindigkeit  (u^,  v^y  w^)]  in  einem  gegebenen  System  sind  ja  im 
allgemeinen  mit  großen  Werten  von  u^,  v^,  ti\  auch  große  Werte  der 


58  Turbulente  Flüssigkeitsbewegnngen 

Diflferentialqaotienten  ^-* ,  usw.  verbunden.    Dadurch  wird  es  erklärlich, 

daß  wirklich  in  sehr  vielen  Fällen  von  einer  kritischen  Geschwindigkeit 
die  Rede  sein  kann.  Daß  übrigens  große  Werte  des  Reibungskoeffizienten 
der  Stabilität  günstig  sind,  erhellt  unmittelbar  aus  der  Erwägung,  daß 
entstehende  Wirbel  eben  durch  die  Reibung  vernichtet  werden  können. 
Es  möge  schließlich  bemerkt  werden,  daß,  wenn  man  eine  Formel 
wie  (26)  auch  auf  ein  Gas  anwendet,  und  dabei  für  den  Reibungs- 
koeffizienten den  aus  der  kinetischen  Gastheorie  folgenden  Wert  ein- 
führt, eine  Beziehung  zwischen  der  mittleren  freien  Weglänge  l  eines 
Moleküls,  der  mittleren  Geschwindigkeit  u  der  Molelnilarbewegung,  den 
Dimensionen  d  der  Gasmasse  und  der  kritischen  Geschwindigkeit  sich 
herausstellt.     Die  Gleichung  verwandelt  sich  nämlich  in 

wo  der  Koeffizient  C  nahe  den  Wert  100  hat. 

§  10.  Es  erhebt  sich  jetzt  die  Frage,  welchen  Verlauf  die  Er- 
scheinungen haben  werden,  nachdem  einmal  eine  turbulente  Bewegung 
entstanden  und  bis  zu  einer  gewissen  Intensität  angewachsen  ist.  Um 
hierüber  einigen  Aufschluß  zu  gewinnen,  wollen  wir  von  der  Annahme 
ausgehen,  daß  es  möglich  sei,  aus  der  gesamten  Bewegung  einen  ge- 
wissen Teil  auszuscheiden,  der  bei  oberflächlicher  Betrachtung  zu  aller- 
erst in  die  Augen  fällt;  z.  B.,  wenn  es  sich  um  die  Strömung  durch 
ein  Rohr  handelt,  trennen  wir  in  Gedanken  das  Weiterfließen  der 
Flüssigkeit,  wodurch  das  hindurchströmende  Volum  bestimmt  wird,  von 
den  wirbelnden  Bewegungen,  von  denen  es  begleitet  ist.  Den  besagten 
Teil  der  Bewegung  nennen  wir  die  Hauptbewegung  und  wir  reser- 
vieren jetzt  die  Bezeichnung  „turbulente  Bewegung"  für  den  übrig- 
bleibenden Teil.  Dieser  letztere  Ausdruck  hat  daher  nicht  mehr  ganz 
dieselbe  Bedeutung  wie  früher  (§  2),  als  wir  uns  die  Wirbel  auf  die 
damals  betrachtete  regelmäßige  Bewegung  superponiert  dachten.  Es 
wird  sich  nämlich  ergeben,  daß  die  Hauptbewegung  den  Gleichungen 
(4)  nicht  genügt,  und  daß  sie  also  von  einer  diesen  entsprechenden 
regelmäßigen  Bewegung  wohl  zu  unterscheiden  ist. 

Um  den  Begriflf  der  Hauptbewegung  genauer  festzusetzen,  führen 
wir  für  w,  r,  w;,  p  und  für  sonstige  davon  abhängige  Größen  q>  gewisse 
Mittelwerte  ein.  Solche  lassen  sich  in  verschiedener  Weise  definieren. 
Man  kann  z.  B.,  nachdem  man  ein  bestimmtes  Zeitintervall  r  gewählt 
hat,  für  jeden  Punkt  {x,  y,  z)  des  Raimies  und  jede  Zeit  t  einen  zeit- 
lichen Mittelwert  9  berechnen  nach  der  Gleichung 


(30) 
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Ein  anderes  Verfahren  besteht  darin^  daß  man  durch  den  betrach- 
teten Punkt  P  eine  gerade  Linie  s  von  der  Lange  l  zieht,  in  deren 
Mitte  P  liegt^  und  die  Größe 

9  =  1^9^«; (^^^ 

wo  über  die  Strecke  l  zu  integrieren  ist,  betrachtet.  Oder  man  legt 
um  P  eine  geschlossene  Fläche,  die  einen  Kaum  S  von  der  Größe  S 
einschließt,  und  berechnet,  indem  man  über  diesen  Raum  integriert. 


^~lfq>dS (32) 


Dabei  wollen  wir,  was  diese  räumlichen  Mittelwerte  (31)  und  (32)  be- 
triflFl,  festsetzen,  daß  die  Linienstrecke  l  oder  der  Raum  S  sich  nicht  mit 
der  Zeit  ändert,  und  daß  man,  wenn  man  9  für  einen  neuen  Punkt  P' 
berechnen  will,  sich  einer  Linie  5',  bzw.  eines  Raumes  S'  bedienen 
muß,  die  aus  der  Linie  l  und  dem  Raum  S  durch  eine  Verschiebung 
um  die  Strecke  PP'  erhalten  werden,  ebenso  wie  man  bei  Anwendung 
der  Formel  (30)  unter  r  eine  ein  für  allemal  festgesetzte  Zeitlänge  zu 
verstehen  hat. 

Offenbar  sind  die  Mittelwerte  selbst  Funktionen  der  Zeit  und  der 
Koordinaten  des  Punktes,  für  den  man  sie  berechnet  hat,  und  gilt  in- 
folge unserer  Definitionen 

cä>      cw  cw       d(p 

dt        rt'  dx        dx'     ^^^• 

Man  könnte  sich  dieser  Formeln  auch  dann  noch  bedienen,  wenn 
man  die  verschiedenen  Bildungsweisen  der  Mittelwerte  miteinander  kom- 
biniert hätte,  wenn  z.  B.  zunächst  zeitliche  Mittelwerte  und  dann  von 
diesen  wieder  räumliche  genommen  wären. 

Indem  wir  nun  die  Hauptbewegung  als  eine  Bewegung  mit  den 
mittleren  Geschwindigkeiten  m,  ü,  w  definieren,  können  wir  die  zu  Anfang 
dieses  Paragraphen  gemachte  Annahme  folgendermaßen  aussprechen.  Es 
soll  vorausgesetzt  werden,  daß  die  Bildung  der  Mittelwerte  in  solcher 
WeL'-e  vorgenommen  werden  kann,  daß  die  Bewegung  (m,  r,  m*)  ein- 
facher ist  als  die  in  Wirklichkeit  bestehende,  ohne  daß  dennoch  alle 
uns  interessierende  Einzelheiten  aus  derselben  verschwunden  sind.  Bei 
der  Strömung  durch  ein  Rohr  erreichen  wir  dieses,  wenn  wir  die  Mittel- 
werte nach  dem  in  (*)1)  angegebenen  Verfahren  berechnen,  und  zwar 
für  eine  Linie  s,  die  der  Achse  des  Rohrs  parallel  läuft.  Bei  genügender 
Lange  von  l  wird  dann  die  Hauptbewegung  geradlinig;  sie  hat  aber 
noch  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  ungloicho  Ge- 
schwindigkeit. Diese  Ungleichheit  würde  ganz  oder  zum  größten  Teil 
verwischt  werden,  wenn  wir  die  Formel  (32)  zugrunde  legen  und  dabei 
dem  Räume  S  Dimensionen  von  der  Größe  der  Wirbel,  die  ja  einen 
betrachtlichen  Teil  eines  Querschnitts  einnehmen  können,  geben  wollten. 
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Da  die  Mittelwerte  selbst  Funktionen  von  Xy  y,  z,  t  sind^  so  kann 
man  aufs  neue  die  Mittelwerte  derselben  bilden.  Es  soll  indes  an- 
genommen werden,  was  bei  der  Strömung  in  einem  Rohr  auch  wirklich 
zutrifft,  daß  in  dem  Integrationsgebiete  der  Formeln  (30)  bis  (32)  der 
Wert  von  9  als  konstant  betrachtet  werden  darf;  für  den  Mittelwert 
von  9  kann  man  dann  9  selbst  setzen,  und,  wenn  ^  eine  zweite  Funk- 
tion ist,  so  hat  das  Produkt  9^  den  Mittelwert  9^. 

§  11.  Es  sollen  jetzt  Formeln  abgeleitet  werden,  die  man  die 
Differentialgleichungen  für  die  Hauptbewegung  nennen  kann.  Zu  diesem 
Zwecke  setzfen  wir  für  die  wirklichen  Werte  der  Geschwindigkeiten  und 
des  Druckes 

M  =  M  +  w',    V  =-v  +  v%    w  ^  tö  +  tv'y    p^p  +p'f     •     (33) 

wo  sich  nun  u,  v,  Wj  p  auf  die  Hauptbewegung  und  m',  v\  w'j  p'  auf  die 
turbulente  Bewegung  beziehen,  führen  diese  Werte  in  die  Gleichungen 
(1)  und  (4)  ein,  und  nehmen  von  allen  Gliedern  die  Mittelwerte.  Wir 
benutzen  dabei  einige  Formeln,  die  sich  sofort  aus  dem  Vorhergehenden 
ableiten  lassen.  Zunächst  folgt  aus  (33),  wenn  man  auch  hier  beider- 
seits die  Mittelwerte  bildet, 

i7=  0,     v'^  0,     S/=  0,     p'»»  0  •     •         •     •     (34) 
Dieselbe  Operation,  auf  die  Gleichungen 

V?  =  (w)*+  2mu'+  m'*,     usw. 
und 

UV  =  Mt?  +  wv'-f  vu  -Y  uv\     usw. 


angewandt,  liefert  femer 

u*  =  (m)*  +  u  *,     usw. 


.t  -  / 


UV  =»  Mt?  +  U  t?,      USW. 

Mit  Rücksicht  hierauf  erhalt  man  aus  (1)  und  (4)  die  auch  von 
Reynolds  abgeleiteten  Gleichungen^) 

H  +  g  +  '^-o. (») 


•)  _j_  a(uv)  _|_  a  (u  tc') 


dy     ^     dt    J'  "''"•' 


usw., 


(36) 


deren  letztere  sich  von  den  entsprechenden  Gleichungen  für  die  Gesamt- 
bewegung durch  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  mit  q  multipli- 


1)  Vgl.  die  Formel  (15)  in  der  oben  (p.  44)  zitierten  Arbeit  von  Reynolds. 
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zierten  Glieder  unterscheiden.    Trotzdem  kann  man  sie  auf  die  Form  (2) 

briniran.     Setzt  man  nämlich 
^  du 


V  (du  ,   2rw\         -7— 


usw., 


(37) 


SO  kann  man  schreiben 

^ydü    a{(ü)'}    a(ür)    a(üi^)-[ »p.^If.^r.?^    ^.^   /oon 

^U«  +      dx     ^    dy    ^    dz   J         dx^  dx^  dy^  dz  '  ^^^'    ^^^) 

Also:  Wenn  man  die  Hauptbewegung  an  und  f&r  sich  betrachten 
will,  so  hat  man  zu  den  den  Formeln  (3)  entsprechenden  Spannungs- 
komponenten 

die  GMfien 

—  p  M  '*,     —  p  u'f;',    usw. 

zu  addieren.  Es  sind  dies  gleichsam  neue  Spannungen ,  die  aus  der 
turbulenten  Bewegung  entstehen. 

Diese  Deutung  unserer  Formeki  liegt  sehr  nahe,  wenn  man  von 
der  Auffassung  ausgeht,  daß  die  Gleichungen  (4)  die  im  Laufe  der  Zeit 
stattfindende  Änderung  der  in  einem  feststehenden  Yolumenelement 
enthaltenen  Bewegungsgroße  bestimmen.  Eine  solche  Änderung  kann 
ebenso  gut  wie  durch  Enlfte,  welche  auf  die  Seitenflüchen  des  Ele- 
mentes wirken,  auch  dadurch  herbeigeführt  werden,  daß  diese  Flächen 
▼on  Materie,  die  eine  gewisse  Bewegungsgröße  mit  sich  trägt,  durch- 
strömt werden.    Man  sieht  leicht,  daß  die  Ausdrücke 

pu*,    puv,    Quw (39) 

die  für  die  Flachen-  und  Zeiteinheit  berechneten,  nach  der  2: -Richtung 
zerlegten  Bewegungsgrößen  darstellen,  welche  in  der  positiven  Richtung 
durch  senkrecht  zu  den  Koordinatenachsen  stehende  Flächenelemente 
hindurchgehen,  und  daß  der  hieraus  entspringende  Zuwachs  jener  Be- 
wegungsgröße für  ein  Raumelement  dxdydz  pro  Zeiteinheit 

betragt.    Da  das  Element  in  der  Richtung  der  o: -Achse  die  Kraft 

\d~  "^  (i^u\dxdydz 

erleidet,  so  kommt  man  bei  dieser  Betrachtimgsweise  in  der  Tat  zu  den 
Gleichungen  (4).  Bei  dem  Übergange  zu  den  Mittelwerten  sind  dann 
weiter  die  Größen  (39)  durch 
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zu  ersetzen^  woraus  man  siebte  daß  die  letzten  Glieder  in  den  Aus- 
drücken (37)  wirklich  mit  dem  Transport  von  Bewegungsgröße  infolge 
der  turbulenten  Bewegung  zusammenhängen.  Man  kann  sagen ^  diese 
letztere  bringe  eine  neue  Reibung  hervor,  in  ähnlicher  Weise  wie  die 
Bewegung  der  Moleküle,  indem  sie  Bewegungsgröße  durch  eine  Fläche 
hindurch  trägt,  die  Reibung  der  Gase  verursacht.' 

§  12.  Die  Idee,  daß  die  turbulente  Bewegung  eine  Reibung  zur 
Folge  habe,  findet  sich  auch  in  der  oben  (p.  43)  zitierten  Arbeit  von 
Boussinesq^);  sie  wurde  aber  von  diesem  Physiker  in  ganz  anderer 
Weise  durchgeführt,  als  wir  es  getan  haben.  Ohne  auf  die  Art  und 
Weise,  wie  die  neue  Reibung  zustande  kommt,  näher  einzugehen,  nimmt 
Boussinesq  an,  dieselbe  folge  ähnlichen  Gesetzen  wie  die  gewöhnliche 
Reibung,  und  man  haj^e  also  weiter  nichts  zu  tun,  als  den  Koeffizienten  ft 
in  den  Gleichungen  (3)  durch  einen  anderen  von  der  Intensität  der  Wirbel- 
bewegungen abhängigen  Koeffizienten  zu  ersetzen.  Was  die  Glieder  be- 
triS't,  in  welchen  in  der  oben  gegebenen  Darstellung  der  Einfluß  der 
turbulenten  Bewegung  sich  ausspricht,  so  werden  diese  von  Boussinesq 
ganz  vernachlässigt.  Er  führt  nämlich  als  Mittelwerte  der  Beschleu- 
nigungskomponenten die  Größen 

du   ,    ^dü   .   ^dü   .    ^dü 

-öT  +  u^ — h^^ä — b  ^  Q— I    nsw. 
dt    '       dx   ^      oy    *       de^ 

ein,  während  für  diese  in  Wirklichkeit  die  Ausdrücke 


'  du   ,   ^du   .   _du   .    ^du   .      ,du    .     ,du*   ,      ,du 

gelten.     Da  nun,  wie  sich  sogleich  ergeben  wird, 

du       dv_      dw^  ^  ^ 

dx  ~^  dy        dz^^    ' 

so  läßt  sich  für  die  von  Boussinesq  vernachlässigten  Glieder  schreiben 

a(ir«)  ,  a(5v)  ,  a(Jri?) 

Es  sind  dies  gerade  die  in  unseren  Gleichungen  (36)  auftretenden, 
von  der  turbulenten  Bewegung  herrührenden  Ausdrücke. 

§  13.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  Gleichungen,  mittels  welcher 
man  bei  gegebener  Hauptbewegung  die  turbulente  Bewegung  be- 
stinmien  könnte.  Um  zu  denselben  zu  gelangen,  subtrahieren  wir  (35) 
und  (36)  von  (1)  und  (4),  nachdem  wir  in  diesen  letzteren  Gleichungen 
M,  t?,  Wy  p  durch  ü  +  u,  v  +  v,  W  +  w',  p  +  p'  ersetzt  haben.     Man 

1)  1.  c,  p.  42. 
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erhalt  in  dieser  Weise  zunächst  die  Kontinuitatsgleichung  für  die  turbu- 
lente Bewegung 

du        dv__   ,   dw  _  rv 

dx  "^  dy        OB         ' 
und  dann  die  drei  Bewegungsgleichungen  ^) 

[du    ,      ,dü,     ,cu   ,       ,du.   d(u^   ,   d{uv')    ,   diu  w)      \ 
dt    *       dx  *       dy  *        dz    ^     ex     ^      dy      ^    *  dz         \      r     \ 
[diu'*)   ,   a(uV)   .   d{^'^')Y\  dp  .        .   ,  (     ) 

d      ,  .      - 

in   welchen  das  Zeichen    ;     sich  auf  die  Änderung   in  einem  an   der 

Hauptbewegung  teilnehmenden  Punkt  bezieht^  so  daß  z.  B. 

du*       du    ,   ^du    ,   ^du    ,    ^du 
dt        dt    *       dx    '       dy  dz 

ist 

Schließlich  wollen  wir  nun  die  drei  Bewegungsgleichungen  (40) 
mit  Uj  Vf  ic  multiplizieren  und  sie  dann  zueinander  addieren;  dabei 
bedienen  wir  uns  einiger  Umformungen,  die  den  bereits  in  §  3  be- 
nutzten entsprechen.  Nur  wird  jetzt  das  Resultat  etwas  komplizierter,  da 
wir  Uy  Vy  w'  nicht  mehr  als  unendlich  klein  behandeln  wollen.  Führt 
man  wieder  die  durch  (8)  bestimmten  doppelten  Winkelgeschwindig- 
keiten der  turbulenten  Bewegung  ein,  und  setzt  man  außerdem 

Tkr  (    '%dü   .     ,^dv    ,      M^^   I      '   f /du   ,   dv\  , 

l       cx   '         oy  dz    *  \dy    '   dx/  ' 

,     ,    ,  (dv    ,   dw\  ,      ,   ,  {dw   ,   cü\\      ,.^v 
und  ebenso  wie  früher 

i^=r*+v*  +  r*, (43) 

"0  ergibt  sich*) 

+  ,»j/-(r'r-«''i?')+     a8w.)-^.V.    (44) 

1)  Diese  stimmen  überein  mit  den  Formeln  (16)  in  der  oben  (p.  44)  zitierten 
^Uiandlung  von  Reynolds. 

*)  Vgl.  die  Formel  (19)  in  der  oben  (p.  44)  zitierten  Arbeit  von  Reynolds. 
.      ^  Ursprünglichen  Abhandlung  hatte  ich  die  Glieder  mit  P  und  Q,  die  übrigens 
v*6)  i^^  ^4ßj  nicht  mehr  vorkommen,  nicht  beachtet    Prof.  Sommerfeld  hat 
^  %uf  diesen  Fehler  aufmerksam  gemacht. 
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Wir  multiplizieren  diese  Gleichung  mit  einem  Yolumenelement  dS 
und  integrieren  sie  über  einen  bestimmten  Raum  £>,  an  dessen  Grenzen 
u';  V  und  w'  Null  sein  mögen.  Links  erhalten  wir  dann  die  pro  Zeit- 
einheit stattfindende  Zunahme  der  kinetischen  Energie  der  turbulenten 
Bewegung,  berechnet  in  der  Voraussetzung,  daß  die  Orenzen  des  Inte- 
grationsgebietes  an  der  Hauptbewegung  teilnehmen.     Wir  bezeichnen 

di^  Energie  nieder  ^.  E  ..d  di,  beugte  Z,.^  „«  ig-    Arf 

der  rechten  Seite  verschwinden  alle  Olieder  (zu  welchen  auch  die  in 
—  qP  zusammengefaßten  gehören),  die  sich  aus  Dififerentialquotienten 
nach  Xj  y,  0  zusammensetzen.  Auch  das  Glied  q  Q  fallt  fort,  wenn  wir 
mit  solchen  Mittelwerten  rechnen,  daß 

fgdS^fQdS 

gesetzt  werden  darf;  aus  (42)  geht  nämlich,  wegen  (34),  hervor  (vgL 
den  Schluß  von  §  10),  daß  ö  =  0  ist. 
Das  Resultat  lautet  also^) 

^f^^^gfMdS-iifNdS, (45) 

und  für  einen  Zustand,  in  dem  die  Energie  der  Wirbelbewegung  kon- 
stant bleibt, 

QfMdS^l^fNdS (46) 

Man  kann  übrigens  dem  Integral  J  NdS  noch  eine  andere  Gestalt 
geben.    Aus  den  Werten  (8)  von  6',  rfy  ^  folgt 

|«+,«+g'»=(— +  _)+    usw.    -A\^jjj+    usw.). 

Da  nun  femer  bei  partieller  Integration  und  mit  Rüicksicht  darauf,  daß 
an  den  Grenzen  m'=  !;'=  «;'=  0, 

wird,  so  kann  man  in  (45)  und  (46)  auch  setzen 

Die  Formel  (45)  stimmt  dann  mit  der  Gleichung  überein,  die  Reynolds 
benutzt  hat^,  um  ein  Kriterium  für  die  Stabilität  von  Flüssigkeits- 
bewegungen zu  gewinnen. 

1)  Vgl.  Formel  (20)  in  der  Abhandlang  von  Reynolds. 
2}  Gleichung  (24)  seiner  Abhandlung. 
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Zu  der  Gleichung  (46),   welche  die  Bedingung  für  konstant  blei- 
bende  Energie   der   turbulenten   Bewegung   abgibt ,    wollen   wir   noch 

folgendes    bemerken.     Sind    die   Geschwiudigkeitsgefälle  ^-,  usw.  bei 

der  Hauptbewegung  von  der  Größenordnung  g,  die  Geschwindigkeiten  der 
turbulenten  Bewegung  von  der  Ordnung  w,  und  bezeichnet  man  mit  X  eine 
solche  Strecke,  daß  die  Differenzen  der  Werte  von  u'y  v\  w  in  zwei  um  k 
Toneinander  entfernten  Punkten  von  derselben  Ordnung  sind  wie  u\  v\  w' 

selbst,  so  ist  nach  (41)  und  (43)  M  von  der  Ordnung  w'g  und  N  von 

w' 
der  Ordnung   .^  -     Folglich  zeigt  die  Gleichung  (46),  daß  A  von  der 

Ordnung  1/  —  sein  muß.     Man  kann  füglich  sagen,  dieses  k  bestimme 

die  Dimensionen  der  Wirbel.  Mithin  müssen  diese  im  allgemeinen 
am  so  kleiner  sein,  je  größer  das  Geschwindigkeitsgefalle  bei  der  Haupt- 
bewegung und  je  kleiner  das  Verhältnis  —  ist. 

Über  die  Intensität  der  Wirbel  sagt  die  Gleichung  (46)  an  sich  nichts 
ans,  da  auf  beiden  Seiten  Größen  stehen,  die  mit  w'  proportional  sind. 

§  14.  Für  den  Fall  eines  stationären  Flüssigkeitsstromes  in  einem 
zylindrischen  Rohr  Ton  kreisförmigem  Querschnitt  kann  man  die  vor- 
stehenden Betrachtungen  noch  etwas  weiter  führen.  Mit  „stationär'^ 
ist  hier  gemeint,  daß  in  einem  bestimmten  Punkte  die  Geschwindigkeit 
der  Hauptbewegung  unabhängig  von  der  Zeit  ist,  und  daß  die  turbu- 
lente Bewegung,  obgleich  bei  ihr  diese  Unabhängigkeit  nicht  besteht, 
im  ganzen  genommen  fortwährend  dieselbe  Intensität  hat.  Die  Tat- 
sache, daß  die  für  eine  bestimmte  Ausflußmenge  erforderliche  Druck- 
differenz der  Röhrenlänge  proportional  ist^),  berechtigt  uns  zu  der  An- 
nahme, daß  die  Wirbelbewegung  in  allen  Querschnitten  des  Rohrs  in 
gleichem  Maße  vorhanden  ist,  und  dürfen  wir  somit,  indem  wir  die 
X-Achse  in  die  Achse  des  Rohrs  in  der  Stromrichtung  legen,  alle  sich 
auf  die  turbulente  Bewegung  beziehenden  Mittelwerte  wie  u'',  u  v,  usw. 
ab  unabhängig  von  x  betrachten. 

Man  sieht  nun  leicht,  daß  den  Bewegungsgleichungen  (35)  und  (36) 
durch  eine  Hauptbewegung  genügt  werden  kann,  die  an  allen  Stellen  der 
Achse  parallel  ist,  so  daß  überall  t;  =  i^  »  0.  Aus  (35)  folgt  dann,  daß  u 
unabhängig  von  x  sein  muß  und  die  Gleichungen  (36)  verwandeln  sich  in 


0 


cy      ^\    dy    "•       dg     j' 


(47) 


1)  Siehe  i.  B.  Couette,  1.  c,  Nr.  20. 

Lor«BtB,  WiM«ntchAlUlch«  Abhandlan^en. 
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Nach  der  ersten  Gleichung  ist  der  Wert  von  ^  unabhängig  von  Z] 
ebensowenig  kann  er  von  y  und  z  abhängen,  da  nach  den  beiden  letzten 
Gleichungen  0— f-  =  0  und  0— f-  =  0  isi  Somit  besteht,  was  den  mitt- 
leren Druck  f  betrifft,  in  der  ganzen  Flüssigkeitsmasse  ein  konstantes 
Gefälle  in  der  Längsrichtung;  wir  bezeichnen  es  mit  9. 

An  der  Röhrenwand  setzen  wir  wieder  Abwesenheit  von  Gleitung 
voraus.  Hier  ist  also  u  »=  t;  ^^  u;  =  0,  und,  weil  wir  die  Mittelwerte 
nach  dem  in  (31)  ausgedrückten  Verfahren  büden,  iJ^v^lr-O;  abo, 

nach  (33),  auch 

u'»t;'=w;'-0    .' .     (48) 

Für  den  Baum  iS,  über  welchen  in  den  Gleichungen  (46)  und  (46) 
integriert  wird,  nehmen  wir  jetzt  den  Teil  des  Zylinders  zwischen  zwei 
senkrechten  Querschnitten  6<^  und  (T,,  und  zwar  legen  wir  tf,  strom- 
abwärts in  so  große  Entfernung  L  von  6^y  daß  wir  in  unseren  Formeln 
neben  den  Gliedern,  die  proportional  mit  L  sind,  solche,  von  denen  dies 
nicht  gut,  vernachlässigen  dürfen.  Zu  den  Größen  erster  Art  gehören 
die  in  (45)  und  (46)  stehenden,  zu  den  Größen  zweiter  Art  dagegen  die 
Integrale  über  6^  und  6^,  welche  sich  jetzt  bei  der  Integration  der- 
jenigen Glieder  in  (44),  welche  Differentialquotienten  nach  x  sind,  er- 
geben. Was  die  Differentialquotienten  nach  y  oder  z  betrifft,  so  ver- 
schwinden diese  wegen  der  an  der  Wand  geltenden  Bedingung  (48). 
Der  statioi^re  Zustand  ist  also  wirklich  durch  (46)  charakterisiert. 

§  15.  Um  diesen  Zustand  näher  kennen  zu  lernen,  könnten  wir 
nun  von  den  Gleichungen  (47)  ausgehen.  Es  gibt  indes  einen  ein- 
facheren Weg,  der  zu  demselben  Besultate  führt;  er  besteht  darin, 
daß  wir  direkt  den  ganzen  Baum,  welcher  von  einem  mit  der  Wand 
koaxialen  Zylinder  Z  vom  Badius  r,  und  den  Ebenen  <y,  und  6^  ein- 
geschlosaen  ist,  ina  Auge  fassen,  n^d  unsere  Aufinerksamkeit  a^  die 
in  demselben  bestehende,  nach  der  2:-Bichtung  zerlegte  Bewegungsgroße 
richten.  Es  ist  klar,  daß  diese  nur  von  der  Hauptbewegung  abhängt 
und  sich  daher  nicht  ändert.  Die  verschiedenen  Ursachen,  welche  eine 
Änderung  herbeiführen  könnten,  müssen  sich  somit  kompensieren.  Diese 
Ursachen  sind  nun: 

l^".  Die  Druckdifferenz  p^-^f^  zwischen  korrespondierenden  Punkten 
der  Querschnitte  6^  und  6^,   Wir  brauchen  nur  mit 

zu  rechnen,  da  p\-v\  nicht  im  gleichen  Verhältnis  wie  L  zunimmt 
Wir  haben  also  zunächst  eine  Kraft  in  der  Bichtung  des  Stromes 

nqr^L (49) 
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2®.  Die  Reibung  an  der  Zylinderfläche  Z.  Diese  beträgt  pro 
Flächeneinheit,  da  es  nur  auf  den  Mittelwert  ankommt, 

du 

was  in  allen  Punkten  von  Z  denselben  Wert  hai    Dies  liefert  für  den 
ganzen  Zylinder  eine  Kraft 

2«f»"*-i (50) 

3^  Die  Bewegungsgrößen,  welche  die  Endflächen  passieren.  In- 
sofern diese  von  der  Hauptbewegung  abhängen,  verliert  der  betrachtete 
Raum  am  einen  Ende  ebenso  viel  Bewegungsgröße,  als  an  dem  anderen 
Ende  in  ihn  hineintritt.  Auch  die  Bewegungsgrößen,  welche  die  turbu- 
lente Bewegung  durch  6^  und  6^  hindurchffihrt,  brauchen  nicht  weiter 
berücksichtigt  zu  werden,  da  die  Differenz  derselben  nicht  proportional 
mit  Z  wächst 

4^  Die  Bewegungsgröße,  welche  durch  die  zylindrische  Fläche  Z 
transportiert  wird.  Diese  betragt  pro  Zeiteinheit  f&r  ein  Element  d6 
in  einem  Punkte  P  auf  der  erzeugenden  Linie,  für  welche  j?  =  0  ist 
und  y  den  positiven  Wert  r  hat, 

—  {fMV  dir  =  —  p  (u  +  u')  vd6. 

Der  Mittelwert  hiervon  ist 

wenn  wir  fEbr  jenen  Punkt 


setzen.  Da  nun,  wegen  der  Symmeixie  rings  um  die  Achse,  an  aUen 
Teilen  von  Z  die  neue  aus  der  turbulenten  Bewegung  entspringende 
Reibung  die  gleiche  Siärke  hat,  so  erhalten  wir  fQr  die  ganze  Fläche 

-  "inqrL (51) 

Bedingung  fftr  den  stationären  Zustand  ist  nun,  daß  die  Summe 
von  (49),  (50)  und  (51)  Null  ist,  d.  h. 

3rgr>i«-23r/i^rL+2ar^rL,      ....     (52) 
oder 

qr 2m^  +  2Ö   • (53) 

Die  Größe  Q  ist  hier  eine  Funktion  von  r,  die  wir,  solange  die 
turbulente  Bewegung  nicht  genauer  untersucht  ist,  nicht  anzugeben  ver- 
mögen. Nur  das  wissen  wir,  daß  sie  an  der  Röhrenwand  verschwindet, 
weil  daselbst  vi^^v^w'^Q  ist.  Lassen  wir  also  r  sich  dem  Radius  IZ 
des  Rohres  nähern,  so  verwandelt  sich  (53)  in 

2^--2f»(SL, (54) 

6* 


R 
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Diese  Gleichnng;  für  welche  man  auch  schreiben  kann 

drückt  aus,  daß,  ebenso  wie  bei  kleineren  Geschwindigkeiten,  die  Kraft, 
welche  nötig  ist,  um  die  Flüssigkeit  durch  das  Rohr  zu  treiben,  wenn 
man  sie  für  den  vollen  Zylinder  berechnet,   noch  immer  der  an  der 

Wand    bestehenden   und    durch    das   Geschwindigkeitsgefälle    (~) 

bestimmten  Reibung  gleich  ist. 

Die  Große  M^  die  in  der  Gleichung  (46)  vorkomnit,  hangt  in  ein- 
facher Weise  mit  der  Funktion  Q  zusammen.    Aus  (41)  folgt  nämlich 

Tui  l  f  fdü  ,     ,    ,dü\ 

und  also  fELr  den  Mittelwert,  den  man  in  (46)  statt  M  einf&hren  darf, 

Wegen  der  Symmetrie  um  die  Achse  kann  dies  nur  von  der  Ent- 
fernung r  von  dieser  abhängen.    Da  nun  in  dem  Punkte  (y  =  r,  j?  =  0) 

^ü      du      du      f.      -7—,       1  ^ 

dy       dr'     dz         '  q  ^       ^ 

ist,  so  wird  allgemein 

S J<?g- (55) 

Die  Gleichungen  (46)  und  (43)  zeigen,  daß  /  Jlf  (2iS.notwendig  einen 
positiven  Wert  haben  muß,  und  es  liegt  also  nahe,  anzunehmen,  daß 

an  allen  Stellen  M  positiv,  und  also,  da  3— <0,  auch  Q  positiv  ist 

Letzteres  ist  auch  recht  gut  begreiflich,  da  an  der  Stelle  P  (y  »  r,  jp  »  0) 
Teilchen,  welche  infolge  der  wirbelnden  Bewegung  sich  der  Wand 
nähern,  noch  die  größere  Geschwindigkeit  in  der  o; -Richtung  besitzen 
werden,  welche  sie  früher  in  kleinerer  Entfernung  von  der  Achse  hatten, 
während  umgekehrt  auf  die  Achse  zuströmende  Flüssigkeit  sich  in  jener 
Richtung  langsamer  bewegen  wird,  als  der  mittleren  Stromgeschwindig- 
keit u  im  Punkte  P  entspricht.  Es  haben  also  in  diesem  Punkte  u 
und  v'  wenigstens  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  gleiche  Vorzeichen,  so  daß 
UV  und  Q  positiv  werden.  Demzufolge  haben  dann  auch  die  beiden 
Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  (53),  die  von  den  beiden  Arten  der 
Reibung  abhängen,  gleiche  Vorzeichen. 

§  16.     Integriert  man  die  Gleichung  (53)    zwischen  r  =  12  und 
irgend  einem  kleineren  Wert  r,  so  erhält  man,  da  ü  für  r^^R  Null  ist, 

R 

^r.r-"  f-^iP-r")-jfQdr, (56) 
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and    hieraus   folgt   für   das   pro   Zeiteinheit    durch    einen    Querschnitt 
fließende  FlQssigkeitsYoIumen 

R  RR 

F=  2nfür'dr  =  ^f  -  ^-^  fr' dr  fqdr, 

0  \)  P 

oder,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen  umkehrt, 


Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  wie  infolge  der  turbulenten  Be- 
wegung das  bei  einem  bestimmten  Druckgefälle  q  durchströmende  Volum 
kleiner  wird,  als  es  nach  dem  Poiseuille'schen  Gesetze,  welchem  das 
erste  Glied  rechts  entspricht,  sein  würde.  Umgekehrt  wird  die  für  eine 
bestimmte  Ausflußmenge  erforderliche  Druckdifferenz  vergrößert.  Da- 
mit hangt,  wegen  der  Beziehung  (54)  zusammen,  daß  das  Geschwindig- 
keitsgefälle an  der  Wand  größer  ist  als  -jii,  welchen  Wert  es  haben 

würde,  wenn  die  Strömung  ohne  turbulente  Bewegung  vor  sich  gehen 
könnte.  Mit  diesem  größeren  Geschwindigkeitsgefälle  an  der  Wand  ist, 
da  wir  einen  bestimmten  Wert  von  V  voraussetzen,  ein  Kleinerwerden 
des  Gefälles  in  der  Nähe  der  Achse  verbunden;  dieses  geht  z.  B.  daraus 
hervor,  daß 

R  r=»R  R  R 

F=  2nfürdr  =  nür^  1  -  xf^  r^dr  =  -  Tcß^r'dr,  .     (67) 

0  rrsO      *b  0 

und  daß  also  das  letzte  Integral  einen  festgesetzten  Wert  haben  muß. 

Diese  Änderung  in  der  Verteilung  der  Strömungsgeschwindigkeit 
über  einen  Querschnitt  war  übrigens  von  vornherein  zu  erwarten.  Die 
turbulente  Bewegung  ist  ja,  indem  sie  die  verschiedenen  Flüssigkeits- 
schichten durcheinander  mischt,  fortwährend  bestrebt,  die  Differenzen 
zwischen  den  Strömungsgeschwindigkeiten  an  verschiedenen  Stellen  aus- 
zugleichen, eine  Wirkung,  der  sich  indes  die  äußerste  an  der  Wand 
haftende  Schicht  entzieht.  Wenn  man  sich  vorstellt,  daß  die  Wirbel- 
bewegung um  so  heftiger  wird,  je  größer  die  Stromgeschwindigkeit  ist, 
so  kann  man  sogar  schließen,  daß  jenes  Durcheinandermischen  bei  Steige- 
rung von  q  sich  bis  auf  immer  kleinere  Entfernung  von  der  Wand  er- 
streckt, und  daß  also  die  Dicke  d  der  Schicht,  in  welcher  man  den 
größten  Teil  der  Geschwindigkeitsabnahme  findet,  immer  kleiner  wird. 

Nun  ist^  wenn  man  die  mittlere  Geschwindigkeit  für  den  ganzen 
Querschnitt  U  nennt,  das  Geschwindigkeitsgefälle  in  der  Nähe  der  Wand 

von  der  Ordnung  -^  und  also   nach  (54)  das  Druckgefälle  q  von   der 

Ordnung  ^ 

Bi' 
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Wird  in  diesem  Ausdruck,  bei  Vergrößerung  von  ?7,  d  kleiner,  dann 
wird  die  erforderliche  Druckdifferenz  rascher  als  U  wachsen,  wie  man 
es  bei  den  Beobachtungen  auch  wirklich  gefunden  hat  Übrigens  braucht 
bei  rascher  Bewegung  q  keineswegs  dem  Reibungskoeffizienten  propor- 
tional zu  bleiben;  die  Reibung,  welche  die  turbulente  Bewegung  zu  ver- 
nichten bestrebt  ist,  setzt  sich  der  Mischung  der  Flüssigkeitsschichten 
entgegen,  so  daß  bei  wachsendem  (i  die  Dicke  d  größer  werden  kann. 

Daß  wirklich,  wie  die  Theorie  verlangt,  bei  rascher  Strömung  in 
dem  größten  Teil  des  Querschnitts  die  Geschwindigkeit  ü  weniger  von 
Punkt  zu  Punkt  variiert,  als  dem  ersten  Gliede  in  (56)  entsprechen 
würde,  hat  man  seit  langer  Zeit  aus  den  Beobachtungen  geschlossen. 
Ist  es  endlich  bei  hohen  Werten  von  U  und  q  so  weit  gekommen,  daß 
die  Dicke  d  nur  noch  sehr  klein  ist,  so  macht  man  kaum  einen  Fehler, 
wenn  man  sagt,  daß  die  Flüssigkeit  mit  endlicher  Geschwindigkeit  längs 
der  Wand  gleite. 

Indes  darf  man  nicht  meinen,  es  bestehe  am  Ende  in  dem  größten 
Teil  des  Querschnitts,  bis  hart  an  die  Wand,  eine  geradlinige  Bewegung 
mit  überall  gleicher  Geschwindigkeit.  Das  wäre  im  Widerspruch  mit 
der  Gleichung  (53).  Die  linke  Seite  derselben  ist  stets  von  Null  ver- 
schieden, und  da,  wie  wir  bereits  fanden,  j-  im  Innern  der  Flüssigkeit 

ziemlich  klein  wird,  so  kann  Q  nicht  verschwinden.  Die  turbulente  Be- 
wegung bleibt  also  nicht  etwa  auf  eine  dünne  der  Wand  anliegende 
Schicht  beschränkt;  sie  existiert  notwendig  in  allen  Punkten  des  Quer- 
schnitts. 

§  17.  Zum  Schluß  möge  noch  die  Energiegleichung  angeführt 
werdefi.  Man  erhält  diese,  wenn  man  zunächst  aus  der  für  einen  Zy- 
linder vom  Radius  r  geltenden  Formel  (52)  durch  Differentiation  nach  r 
die  Bewegungsgleichung  für  einen  unendlich  dünnen  Hohlzjlinder  ab- 
leitet, und  dann,  nachdem  man  mit  ü  multipliziert  hat,  von  r  =  0  bis 
r  =^R  integriert.  Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (52) 
für  einen  Augenblick  mit  P,  so  lautet  das  Resultat,  mit  Rücksicht 
darauf,  daß  an  der  Achse  F  =  0  wird, 

0  0  0  0 

oder,  wenn  man  (55)  und  (46)  benatzt  and  beachtet,  daß 

2itQLfMrdr  -  gfudS 
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Man  sieht  hieraus,  daß  die  für  das  Hindurchtreiben  eines  bestimmten 
Volumens  V  erforderliche  Arbeit  sieh  aus  zwei  Teilen  zusammensetzt, 

deren  erster  auf  die  Überwindung  des  von  -,~  abhängigen  Widerstandes 

verwendet  wird,  während  der  zweite  Teil  wegen  der  Reibung  in  den 
Wirbeln  geleistet  werden  muß.  Es  braucht  kaum  noch  bemerkt  zu 
werden,  daß  die  Arbeit  größer  ist  als  der  Betrag  J^,  der  notig  sein 
würde,  wenn  man  das  gleiche  Volum  in  derselben  Zeit  in  regelmäßigem, 
dem  Poiseuille'schen  Gesetz  entsprechendem  Strome  hindurchtreiben 
könnte.     Sogar  der  erste  der  soeben  genannten  Arbeitsbetrage 


"^Z©" 


Ä^2xiiLH'=^]  rdr 

ist  schon  größer  als  A^. 

Um  dieses  zu  beweisen,  ziehen  wir  in  Betracht,  daß  bei  der  so- 
eben genannten  ohne  turbulente  Bewegung  stattfindenden  Strömung  die 

Geschwindigkeit  den  Wert 

tto=C(B»-r») 

haben  würde,  wo  C  eine  Eonstante  ist;  dies  folgt  sofort  aus  (56),  wenn 
man  das  letzte  Glied  fortläßt. 
Setzen  wir  nun  weiter 

so  wird 

0  0 

Für  das  im  zweiten  Gliede  vorkommende  Integral  erhält  man  Null, 
wenn  man  den  Wert  von  ti^  einführt,  partiell  integriert,  und  im  Auge 
behält^  daß  bei  den  Bewegungen,  auf  welche  Aq  und  Ä  sich  beziehen, 
das  pro  Sekunde  durchfließende  Flüssigkeitsvolum  dieselbe  Größe  haben 
soll.     In  der  Tat  ist  also 


IV. 

Les  ^qaations  dn  moDTement  des  gaz  et  la  propagation  dn  se" 
saivaat  la  tb^orie  cin^tique  des  gaz.^) 

(Archivea  D^erlandaiieB,  16  [ISSI],  p   1). 

§  1.    Peu  de  teinpa  apres  la   publication  des    premiers   m^moir"' 
de  Glausius  sur  la    tbeorie   moleculaiie  des  gaz,   Jochmanii')   etr' 
l'opinion  que,  dons  cette  tlieorie,  il  serait  bien  difGcile  de  rendre  oomp*- 
<Ie  la   propogation  des   ondes    sonores.     II  fit   rcmarquer  que,   dans  ' 
theorie  ordinaire  du  mouvement  des  gaz,  on  considere  les  pressions  q 
existent  ii  la   surface   d'un   Clement  de   Tolume   et   dont  la   resnltuu«  . 
determioe  l'accel^ration  de  la  matiere  conteuue  dans  cet  element     O 
Selon  les  idees  de  Glausius,  il  n'j  auratt  aucun  lien  entre  les  part' 
cules  qui,  ä  un  certain  instant,  se  tronvent  reunies  dans  un   petit  e~ 
pace;  ces  molecules  n'auraient  ni  vitesse  nl  acc^eration  commnoes,  f' 
il  ne  saurait  etre  qnestion  d'une  pression  que,  dans  leur  ensembl^  eil' 
subiraient  de  la  part  du  gaz  environnant. 

Dans   cette    eritique  Jocbmann  avait  perdu  de   vue  que  les  Ar- 
ments  de  volume    avec   lesquels  on  opere  dans  les  theones  physiqvn 
ne  sont  pas    necessairement    infimment   petita   dans  le  Bens   rigoomi» 
de  ces  mots.     II  suffit  que  lenrs   dimenaions   Boient  trop   petites  poi^ 
6tre   accessibles  k  l'obserratioa.     Tant   que   la  loogueur   moyenjia   do 
cliemin   d'une  molecule  entre  denx  chocs   succeasift  est  de  rordm  d' 
grandeur  qu'on  a  düduit  des  proprietL'B  des  gaz  sous  pression  atmosphr 
rique,  ou  pourra  imaginer  des  elements  de  Toliiiiie  d'une  teile  graadw- 
que  r^change  de   molecules  avec  le  gaz   environnant  aoit   limitä  &.  it'i 
niince  couche   Biiperficielle.     De  tets  elements  pcuvent  etru   cotteidt»f 
corame  conservant  leur   individualite   pendant   un  temps   asai^z  tong  ■ 
comme   BubiFsant.   »    lour   nurfin>c   li--.    pressions   qui    figurent    dans   I 
^qaations  bien  (.■'-""uf.i  Ji'  l":i' ri-ihnjnr 
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Cependant  la  question  exige  un  examen  plus  approfondi;  pour 
la  traiter  d'ane  mani^re  satiafaisante  on  doit  evidemment  ^tablir  les 
equations  du  mouvement  en  se  basant  sur  les  notions  fondamentales 
de  la  theorie  cinetique.  G'est  ce  qui  a  dejä  et^  fait  par  Maxwell 
dans  son  second  memoire  sur  la  th^rie  des  gaz.^)  Malhenreusement, 
des  deax  fonnes  sous  lesquelles  il  präsente  les  equations,  la  premi^re*) 
est  tellement  generale  qu'elle  ne  se  pr§te  pas  directement  aux  applica- 
tions,  tandis  que  la  seconde')  a  ete  obtenue  dans  Thypoth^se  d'une 
repulsion  mutuelle  des  molecules  inversement  proportionnelle  ä  la  cin- 
quieme  puissance  de  la  distanee. 

II  m'a  donc  sembl^  utile  d'^tablir  les  equations  du  mouvement 
pour  un  gaz  quelconque,  c'est-ä-dire  pour  un  gaz  polyatomique,  sans 
avoir  recours  ä  des  hjpoth^ses  particuli^res  sur  Taction  r^ciproque  des 
molecules.  En  developpant  ainsi  des  formules  qu'on  peut  appliquer  ä 
la  propagation  du  son^),  nous  aurons  en  meme  temps  l'occasion  de 
faire  quelques  remarques  au  snjet  du  frottement  interieur  et  de  la  con- 
ductibilite  calorifique. 

Etablissement  de  röquation  fondamentale. 

§  2.  Dans  Tetude  des  mouvements  moleculaires  nous  suivrons  la 
marche  indiquee  par  M.  Boltzmann^);  nous  aurons  donc  constamment 
en  Tue  la  maniere  dont  les  differeuts  etats  de  mouvement  sont  distri- 
bues  entre  les  molecules. 

Pour  determiner  1  etat  d'une  molecule  —  que  nous  supposon?  pour 
le  monient  libre  de  tonte  influence  de  la  part  des  autres  —  on  doit 
connaitre,  pour  chaque  instant  t,  d'abord  les  composantes  i,  ri,  i  de  la 
vitesse  de  son   centre  de   gravite   snivant   trois   axes   perpendiculaires 


1)J.  Clerk  Maxwell,  On  the  dynamical  theory  of  gases,  Phil.  Mag.  (4), 
U  (1868),  p.  129,  185. 

2)  Voir  rt^uation  (76)  du  mc^moire  citt^. 

3)  La  formule  (128)  de  Maxwell. 

4)  Parmi  los  m^moires  dans  lesquels  on  s'est  ocoupe  du  mOnio  probleme, 
j»»  citerai:  J.  Stefan,  Über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  gas- 
förmigen Körpern,  Ann.  Phys.  Chem.,  118  (1863),  p.  494;  A.  Roiti,  Sulla  propaga- 
zione  del  auono  nella  odierna  teoria  degli  aeriformi,  Nuovo  cimento  (3),  2  (1877), 
p.  42;  S.  Tolver  Preston,  On  the  mode  of  the  propagation  of  sound,  and  the 
physical  condition  determining  its  velocity  on  the  basis  of  the  kinetic  theory  of 
gases,  Phil.  Mag.  (6),  S  (1877),  p.  441;  J.  L.  Hoorweg,  Sur  la  propagation  du  son 
d  apres  la  nouvelle  th<5orie  des  gaz,  Arch.  neerl.,  11  (1870^,  p.  131;  H.  .1.  Rink, 
Sur  la  pro|>agation  du  son,  Arch.  n^erl.,  12  (1877),  p.  262. 

6)  L.  Boltzmann,  Über  das  Wärmegleichgewicht  zwischen  mehratomigen 
UatmolekOlen,  Wien.  Sitzungsber.,  2.  Abt.,  68  (lH71),*p.  397;  Weitere  Studien  über 
da«  Wärmegleichgewicht  unter  GaHmolckülen,  Wien.  Sitzungsber.,  2.  Abt.,  66  (1872), 
p.  275;  Vorlesungen  über  Gastheoric,  Leipzig,  1895,  1898. 
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entre  eux,  et  en  second  liea  les  coordonnees  relatives^  prises  par  rapport 
ä  ce  meme  centre  de  gravit^^  de  chacun  des  points  materiels  dont  la 
molecale  est  compos^e.  Or,  si  Ton  connaissait  la  Constitution  de  la 
molecule  et  les  forces  que  ses  elements  constituants  exercent  les  uns 
sur  les  autres,  on  pourrait  etablir  les  equations  differentielles  du  mou- 
vement  relatif  de  ces  elements;  ces  equations  sont  tout  ä  fait  indepen- 
dantes  des  forces  exterieures  agissant  sur  le  gaz^  lorsque  celles-ci 
donnent,  comme  nous  Tadmettrons^  une  meme  acceleration  ä  tous  les 
elements  de  la  molecule. 

S'il  etait  possible  d'integrer  ensuite  les  equations  du  monvement, 
toutes  les  coordonnees  relatives  seraient  connues  en  fonction  de  t  et 
d'un  certain  nombre  de  constantes,  qu'on  pourrait  d^terminer  si  Ton 
connaissait;  pour  un  seul  instant,  la  position  relative  et  les  vitesses 
des  elements  constituants.  Nous  nommerons  ces  constantes  les  para- 
m^tres  du  mouvement  intramoleculaire. 

Pour  Tun  de  ces  parametres  on  pourra  toujours  prendre  la  somme 
E  de  Tenergie  potentielle  des  elements  constituants  et  de  Tenergie 
actuelle  de  leur  mouvement  relatif  par  rapport  au  centre  de  gravite 
commun;  quant  aux  autres  parametres,  nous  les  designerons  par  p^ 
^3,  . . .  p^.  En  somme,  ce  sont  les  grandeurs  |,  17,  t,  E,  p^, . .  ,p^f  qui 
nous  serviront  ä  indiquer  Tetat  de  mouvement  d'une  molecule. 

§  3.  Tant  qu'une  molecule  se  meut  en  dehors  de  Tinfluence  des 
autres,  les  quantites  i,rj,i  varient  seules  par  Teffet  des  forces  ext^- 
rieures,  tandis  que  E,  p^,  . . .  p^  restent  constantes.  Mais  il  n'en  est 
plus  ainsi  quand  une  molecule  A  se  rapproche  suffisamment  d'une 
autre  pour  qu'une  action  reciproque  s'exerce  entre  elles.  Nous  ad- 
mettrons  qu'au  bout  d'un  temps  tres  court  les  deux  molecules  ont 
echappe  ä  cette  influence  mutuelle,  sans  avoir  eu  ä  subir  une  Sepa- 
ration ou  un  echange  de  leurs  elements  constituants.  Apres  cette 
rencontre  ou  ce  choc,  Tetat  de  mouvement  de  la  molecule  Ä  peut  de 
nouveau  etre  represente  de  la  meme  maniere  qu'avant  la  rencontre; 
seulement,  E,  p^  . .  .p^  auront  pris  de  nouvelles  valeurs,  aussi  bien 
que  I,  17,  f. 

Or,  le  resultat  de  ces  rencontres  doit  etre  que  les  molecules  qui 
se  trouvent  dans  un  espace  determine  auront  des  ^tats  de  mouvement 
tres  di£Perents,  repartis  entre  elles  suivant  une  certaine  loi.  Si  Tetat 
du  gaz  est  variable  dW  point  ä  un  autre  et  d'un  instant  ä  un  autre, 
la  forme  de  cette  loi  dependra  aussi  du  lieu  et  du  temps.  En  langage 
mathematique  cela  s'exprime  de  la  maniere  suivante.  Soit  dl  un  ^1^ 
ment  de  volume  situe  au  point  (x,  y,  z\  et  admettons  que  cet  element 
contienne  encore  un  grand  nombre  de  molecules.  Parmi  toutes  Celles 
qui  s'j  trouvent  au  moment  ^,  prenons  im  groupe  determin^,  ä  savoir 
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Celles  pour  lesquelles  les  composantes  de  la  yitesse  da  centre  de  gravite 
et  les  parametres  du  mouvement  interne  sont  compris  entre 

ieii  +  di,    fieirj  +  dfi,    tett+ dt,  E ei E+ dE, 
Pi  eti>i  +  dp^y  . .  .p4  et  1)4  +  dp^, 

Le  nomhre  de  ces  molecoles  peut  §tre  represent^  par 

F{ljKi,ijE,p^,...Pt^,x,y,z,t)dXdl,         .     .     .     (1) 
si  Ton  pose 

dk  =  d^dridtdEdp^.. . .  dp^, 

La  fonction  F  peut  Stre  convenableiuent  appel^  la  fancHon  fondor 
mentale  du  probl^me.  Lorsqu'elle  est  donnee,  on  connut  compl^tement 
Tetat  du  gaz  et  on  peut  calculer  toutes  les  quantites  qui  s'y  rapportent. 
Yeot-on  trouTer,  par  exemple^  le  nombre  total  des  molecules  contenues 
dans  Telement  dl^  on  devra  integrer  Texpression  (1)  par  rapport  ä 
{,  17,  if  E,  Pi  .  .  .  p^,  pour  toutes  les  yaleurs  que  ces  variables  penvent 
presenter.  £n  indiquant  cette  Operation  par  un  seul  signe  d'int^gra- 
tion,  on  aura  donc  pour  le  nombrp  cherch^:  Ndl,  si 

« 

N^fPdX. 

Par  une  semblable  Integration  on  peut  trouver  aussi^  pour  toutes 
les  molecoles  comprises  dans  dl,  la  yaleur  moyenne  d'une  quantite 
qoelconque  9  dependant  de  Tetat  de  mouvement;  c'est-ä-dire,  de  |,  17, 
if^fPt'-  -Pk-     Cette  yaleur  est 

En  effet, 

dlfPfpdl 

est  ^idemment  la  somme  des  valeurs  de  g>  pour  les  Ndl  molecules  qui 
•e  trouyent  dans  T^^ment  de  yolume  dl. 

Si  Ton  calcule  de  cette  mani^re  les  yaleurs  moyennes  u,v,tv  de 
(ii},  (y  on  obtient  les  composantes  de  ce  qu'on  peut  appeler  la  vitcsse 
ifnsmble  de  Moment  dl. 

Remarquons  encore  que,  si  Ton  repr^sente  par  Zfp  la  somme  des 
^«ors  de  tp,  rapportee  ä  Tunit^  de  yolume,  on  aura 

Ztp  ^fFtpdX. 

§  4.  Pour  trouyer  maintenant  un  moyen  de  d^terminer  la  fonction 
fj  consid^ns  ä  un  moment  donn^  le  groupe  de  molecules  dont  le 
"»ombre  est  repr^sent^  par  Texpression  (1),  et  suivons-les  dans  leur 
mouTement  pendant  un  temps  infiniment  petit  dt.  Ne  tenons  d'abord 
•'Mmn  compte  des  chocs.  La  yitesse  (|,  iy,  E)  pouyant  etre  regardee 
comme  la  mdme  pour  toutes  les  molecules  dont  il  s'agit,  nous  pouvons 
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dire  que  Tel^ment  dl  tont  entier  se  d^place  avec  cette  yitesse;  en  con- 
seryant  sa  forme  et  sa  grandeur^  et  en  emportant  avec  Ini  le  groape 
de  mol^cnles.  A  la  fin  da  temps  dt,  ces  molecules  se  trouyeront  donc 
dans  Telement  dl  au  point  (ps  +  Idt,  y  +  rjdty  z  +  f^d().  Les  para- 
m^tres  da  moavement  intramol^culaire  n'ont  pas  change  et  sont  donc 
toajoars  compris  entre  les  limites  que  nous  leur  avons  assign^. 

MaiS;  en  vertu  des  forces  ext^rieures,  les  composantes  de  la  Titesse 
des  centres  de  gravi te  des  molecules  ont  subi  certains  accroissements, 
que  nous  pouvons  supposer  egaux  pour  toutes  les  molecules  conside- 
r^es.     En  nous  bomant  au  cas  oü  les  forces  d^pendent  d'une  fonction 

potentielle,   nous   pouvons    representer   ces   accroissements   par   -^dt, 

^dty  -^diy  de  sorte  qu'ä  la  fin  du  temps  dt  les  vitesses  se  trouve- 
ront  entre  les  limites 

ri^^^^At  „   n  +  l^dt  +  df,, 

Yoyons  maintenant  quel  sera  YeSet  des  chocs.  Pendant  Tinter- 
valle  de  temps  dt,  quelques  molecules  du  groupe  considere  en  rencon- 
treront  d'autreS;  et  prendront  ainsi  un  nouvel  etat  de  mouvemeut;  elles 
sortiront  donc  du  groupe.  En  revanche,  d'autres  molecules,  qui  primi- 
tivement  n'appartenaient  pas  au  groupe,  auront  acquis,  ä  la  suite  de 
chocs ;  des  mouvements  tels  qu'elles  en  feront  partie.  Or,  comme  le 
nombre  Ä  des  molecules  qui  abandonnent  le  groupe  ne  sera  pas,  en 
general,  egal  au  nombre  B  de  Celles  qui  j  entrent,  ä  la  fin  du  temps 
dt  le  nombre  des  moleculeir  presentant  Tetat  de  monvement  considere, 
dans  Telement  dl,  depassera  de  B  —  ^  le  nombre  indique  par  Fex- 
pression  (1). 

Si  la  fonction  F  et  Taction  reciproque  des  molecules  ^taient  con- 
nues,  on  pourrait  calculer  la  quantite  A.  A  la  rigueur,  il  j  aurait  lieu 
de  tenir  compte,  dans  ce  caicul,  de  ce  que,  dans  Tintervalle  de  temps 
dt,  r^Iement  dl,  qui  contient  les  molecules,  change  continuellement 
d'entourage,  et  aussi  de  ce  que  les  vitesses  des  molecules  du  groupe 
subissent  des  modifications.  Attendu  toutefois  que  la  quantite  A,  de 
meme  que  dt,  est  infiniment  petite,  et  que  le  changement  d'entourage 
de  dl  et  Taccroissement  des  vitesses  sont  Tun  et  Tautre  des  infiniment 
petits  du  m§me  ordre,  il  est  evident  qu'on  pourra  negliger,  comme  in- 
finiment petite  du  second  ordre,  Tinfluence  de  ces  deux  circonstances 
sur  A.  En  d'autres  termes,  pour  calculer  A,  on  peut  se  figurer  une 
masse  gnzcusc  P  qui  n'est  soumise  ä  aucune  force  exterieure,  et  dont 
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etat  est  partout  le  mSme  que  celui  du  gaz  oonsidere^  au  point  (x,  y,  m) 
et  au  temps  t]  A  est  alors,  dans  un  element  fixe  dl  de  cette  masse 
gazeuse  fictive,  le  nombre  des  chocs  dans  lesquels  une  des  molecules 
aTaity  aTant  la  rencontre,  un  etat  de  mouvement  compris  entre  les 
limites  indiquees  par  (  et  (  -f  (^|,  etc.  A  est  evidemment  proportionnel 
a  dlj  k  dk  eik  dt\  si  Ton  pose  A^adldkdty  adkdt  sera  le  nombre 
des  rencontres,  de  Tespece  consideree^  qui  auraient  lieu  dans  Tunite 
de  Tolume  du  gaz  P.  Si  Ton  represente  de  mdme  par  h  dk  dt  le  nombre 
des  chocs  dans  lesquels  une  des  molecules  präsente,  aprte  la  rencontre, 
1  etat  de  mouTement  dont  il  s'agit,  on  a  jB  »  bdldkdt 
De  ce  qui  pr^cede,  ü  suit  que 

F{l^,ri,f;,E,p,,..p^,x,y,0,t)dkdl  +  (b-a)dkdldt  .     .   (2) 

sera  le  nombre  des  molecules  qui^  k  l'instant  t  +  dt,  se  trouvent  dans 
Telement  dl  au  point  (x  +  idt,  y  +  ridt,  z  +  tdt),  et  pour  lesquelles 
les  grandeurs  qui  determinent  Fetat  de  mouvement  sont  comprises  entre 

i  +  ^^dtet  i  +  ^^dt  +  di,  etc. 

^  et  -B  +  dE,  etc. 

D*un  autre  cot^,  on  doit  obtenir  le  nombre  de  ces  molecules  en 
faisant  snbir  a  i,  17,  f;,  x,  y,  z,  ty  dans  Texpression  (1);  les  accroissements 

^x  ^  tv^^  p^^^/Wi  V^^f  t^^f  ^l-  L'expression  ainsi  modifiee 
etant  ^gal^  ä  (2),  on  trouve 

Comme  les  termes  a  et  6  pourraient  etre  calcul^s  en  fonction  de 
if'  - '  Pkf  ^f  Vf  ^9  t,  si  la  fonction  fondamentale  F  etait  connue^  cette 
formule  peut  en  effet  servir  a  determiner  cette  fonction.  C'est  Tequa- 
tion  fondamentale  pour  tous  les  problemes  qui  se  rapportent  au  mou- 
vement des  molecules  gazeuses.^) 

Les  6quations  du  mouvement  sous  leur  forme  ginörale. 

§  5.  De  Tequation  fondamentale  (I)  on  peut,  saus  faire  d'hypo- 
theses  particulieres  sur  Faction  reciproque  des  molecules,  deduire  plu- 
aieurs  consequences.  Si  Ton  songe  ä  la  signification  de  adkdt,  on  voit 
immediatement,  qu'en  integrant  cette  quantite  par  rapport  ä  ^,  . . .  |>^ 
on  doit  obtenir  le  nombre  total  des  molecules  qui,  dans  Tunite  de  vo- 
lome  de  la  masse  gazeuse  P  (§  4),    subissent  un   choc  pendant    le 

1}  L'äqnation  (!)  ^tuvant  k  la  formule  (44)  dans  le  second  memoire  dt^  de 
M.  BoUimann. 
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temps  dt.    Mais  le  mSme'  nombre  s'obtient   aussi  par  rint^gration  de 
bdXdt]  on  a  donc 

f(b  —  a)dX^O, 

En  ontrC;  le  principe  dn  moavement  du  centre  de  gravit^  nous 
apprend  qne  si^  ponr  tous  les  chocs  qni  ont  lien  dans  Tniiit^  d'espace 
du  gaz  Py  durant  le  temps  dt,  on  prend  d'abord  la  somme  des  quantit^ 
de  mouyement  des  molecules  dans  la  direction  de  Taxe  des  z  avant 
les  chocSy  puis  cette  mSme  somme  aipres  les  rencontres,  on  doit  trouver 
le  meme  resultat.     En  nommant  m  la  masse  d'une  moleoule,  la  pre- 

miere  somme  est  mdtj  a^dk^  la  seconde  mdtj  hJ^dky  de  sorte  qu'on 
doit  avoir 

f{h  -  a)  Idk  -  0, 
et  de  m§me 

fO)  -  a)  i]dk  ^f(b  -  a)  idk  -  0. 

Enfin,  une  consequence  analogne  se  d^duit  du  principe  de  la  con- 
servation  de  Tenergie.  Si  Ton  pose  |*  +  17*  +  E*  =  ^>  Tenergie  d'one 
molecule  est  \mr^  +  E,  ei  on  &  T^^quation 

f(b  -  a)(y  mr^  +  e)  dk  ^  0. 

Ainsi,  en  multipliant  le  second  membre  de  requation  (I)  par  une 
des  grandeurs  dk,  l^dk,  fidk,  idk,  (^fnr^+  E)dk,  et  en  integrant  en- 
suite  par  rapport  i^  i,  ri,  ^ . ,  ,p^,  on  doit  obtenir  0. 

§  6.  Pour  donner  aux  cinq  equations  auxquelles  on  est  conduit 
ainsi,  une  forme  plus  concise^  nous  introduirons,  outre  les  vitesses 
d'ensemble  u,  v,  tc,  les  quantit^s  suivantes 

fFi'dk  =  P„  fPri^dk  =  Py,  frt^dk  ^  P,; 
fFiridk  -  Q,^,  fPriidk  =  Ö,.,  jF^dk  =  (;>J); 

/2^(|mr«  +  J5)dI  =  li5  \     .     (3) 

fpi  (i-  mr^  +  E)dk^  S,,  fPfi  (4  mf^  +  E)dk^  S„ 

fFt(Yfnf'  +  E)dX~S.. 

En  gen^ral,  ces  int%rales  sont  des  fonctions  de  x,  y^  z,  ^  et^  en 
les   differentiant  par  rapport  ä  ces  variables,   on  trouvera  les  yaleurs 


1)  Au  lieu  de  g,y,  §y„  §,,,  noua  ^crirons  aussi  Q^^,  Q,^,  ^,,, 
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des  integrales  analogues  qui  contiennent  nne  des  expressions  -w—,  -k-, 
äJ '  "äi"  ■    On  8,  par  eiemple, 


r-f.^''''i[p^'^'> 


dp. 


ih) 


dx 
Au   contraire,  la  valeur  des   integrales   qui  contiennent  -^^  -^ 

ou  -gy  peut  §tre  tronv^e  au  moyen  d'une  integration  par  parties.    Dans 

ces  transformations  nous  tiendrons  compte  de  ce  que  la  fonction  F 
disparait  pour  des  valeurs  infiniment  ,grandes  de  l,  rj,  i]  en  e£Pet,  les 
mol^ules  ä  trte  grande  yitesse  seront  extremement  rares.  On  aura 
donc,  par  exemple, 

P-H  (y'«'-'  +  ^)^^  — f^h  (W  +  ^)^^  —  »»^«- 

Les  cinq  ^aations  prennent,  en  definitive,  la  forme  suivante: 

8{Nu)      d(Nv)       d^Nic)    ,8N_f.  ,    . 

"äF"  "^  "äjT  ■*'  ~ä7~  "*■  a«  "~ "'    •   •    •   •   ^"^^ 

dx    *    dx       *      oy  de  dt  ' 

-n'^  +  'A^  +  'Ji  +!|m  + w^o, 

cy        dx     *    dy  dz      *      dt  ' 

dz        dx     '     dy         dz  dt  ' 

§  7.  Pour  arriyer  ä  ces  formules^  on  aurait  pu  suiyre  une  autre 
marche  qui  fait  mieux  ressortir  la  signification  des  di£Perents  termes. 
On  peut  d'abord  considerer  le  nombre  des  molecules  appartenant  au 
groupe  dont  il  a  ^t^  question  au  §  3,  qui,  pendant  un  intervalle  de 
temps  dt,  traversent  un  dement  de  surface  dö,  ce  nombre  etant  pris 
avec  le  signe  positif,  si  le  mouvement  a  lieu  vers  le  cdte  indiqu^  par 
la  normale  ä  d6  et  avec  le  signe  negatif  dans  le  cas  contraire.  Pour 
un  dement  dö  perpendiculaire  k  Faxe  des  x,  ce  nombre  sera  evidemment 

Fi  dX  dö  dt 

et  si,  pour  chaque  mol^cule,  m  est  une  quantit^  quelconque  (positive 

ou  negative)  dont  la  valeur  est  d^termin^e  par  Tetat  de  mouvement^ 

on  aura 

FlmdXdödt 

pour  la  somme  des  valeurs  de  o  appartenant  aux  molecules  dont  il  s^agit. 

Consid^rons  maintenant  toutes   les   molecules   qui   passent   d'un 

o6t^  de  d6  ik  Tautre,  et  formons  deux  sommes  S^o  et  S^&j  dont  la 


80  ^®B  fk^uations  du  moavement  des  gaz 

m 

premi^re  se  rapporte  aux  molecules  qui  se  deplacent  vers  le  cöte  po- 
sitif  et  la  seconde  ä  Celles  qui  vont  en  sens  inverse.    Nous  aurons  alors 

theorfeme  qu'on  peut  enoncer  comme  suit: 

La  ^^omme  des  cd'^  qui  traversent  Felement  dö  dans  la  direction 
positive  (c'est-ä-dire  la  difference  des  sommes  des  cd  qui  sont  trans- 
portes  en  sens  contraires)  est  donnee^  pour  Tunite  de  surface  et  Tunite 
de  temps^  par  Tintegrale 

fPlfodL 

Les  int&grsles  J  FricjdX  eil  F^mdl  ont  une  signification  ana- 
logue.  Or^  si  Ton  prend  pour  co  successivement  les  quantit^s  de  mou- 
vement  fw|,  mrj,  mt,  et  F^nergie  \fnr^  +  E,  on  est  conduit  aux  inte- 
grales (3).  On  voit  ainsi  que  mP^,  ^Qxyj  ^^Qx»  ®^  ^x  °®  ^^^^  antre 
chose  que  les  quantites  de  mouvement,  estimees  suiyant  les  directions 
des  axes,  et  la  quantit^  d'^nergie  qui  traversent  un  element  de  surface 
perpendiculaire  ä  Faxe  des  x,  ces  quantites  ^tant  toujours  rapportees 
ä  Funite  de  temps  et  ä  Funit^  de  surface.  Ajoutons  qu'on  obtient  les 
produits  Nu,  Nv,  Nw  s\,  pour  des  plans  perpendiculaires  aux  axes, 
on  considfere  siinplement  la  difference  des  nombres  des  mol^ules  qui 
traversent  ces  plans  dans  une  direction  et  dans  Fautre. 

§  8.  On.  peut  mainteuant  etablir  les  formules  {cl^  —  {c^  en  choi- 
sissant  un  fl^ment  de  volume  fixe  dx  dy  de,  et  en  portant  son  attention, 
soit  sur  le  nombre  des  molecules  qui  s'y  trouvent,  soit  sur  la  quantite 
de  mouvement  ou  F^nergie  qu'il  contient  Toutes  ces  grandeurs  varient 
continuellement  ä  cause  du  passage  des  molecules  ä  travers  les  faces 
du  parallelipipfede;  de  plus,  la  quantite  de  mouvement  et  Fenergie  se 
modifient  sous  Faction  des  forces  exterieures.  Au  contraire^  les  actions 
mutuelles  qui  s'exercent  entre  les  molecules  du  parallelipipede  n'ont  au- 
cune  influencC;  ni  sur  la  quantite  de  mouvement,  ni  sur  Fenergie  totales. 

Or;  les  ^quations  (a^)  —  (q)  indiquent  precisement  le  changement 
du  nombre  des  molecules,  de  la  quantite  de  mouvement  et  de  Fenergie 
conteuus  dans  Felement  dx  dy  dz.  U  serait  superflu  de  montrer  cela 
pour  chacune  des  formules;  je  me  bomerai  donc  ä  la  derniere.  Comme 
le  travail  de  la  force  qui  agit  sur  une  seule   molecule   est  donne   par 

'»(4l+-l|+t|!)'". 

on  trouve 
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ponr  le  travail  total  des  forces  agissant  sur  les  mol^ules  qui  se  tron- 

Tent  danB  le  parallelipipede;  au  commencement  de  rinteryalle  dt.    D'un 

BS  ... 

aotre  cdt^^    ^'  dx  dydsf  dt  represente  la  perte  d'^nergie  qni  est  dae 

an  passage  de   mol^cnles  ä  trayers  les  deux  faces  parallMes  an  plan 

dS^  dS 

.ydxdydBdt,     j^dxdydBdt 

ont  une  signification  analogne.    Enfin^  -^  dxdydßdt  indiqne  Faccroisge- 

ment  de  la  quantite  d'energie  qui  se  tronye  ä  Tinterieur  du   parall^li- 
pipede. 

Quelques  transformations  fort  simples  snf&sent  ponr  montrer  que 
la  formule  {n^  n'est  autre  chose  que  Tequation  de  continuite  bien 
connne,  et  que  les  relations  (b^)  correspondent  aux  equations  qui^  dans 
la  theorie  generale  des  mouvements  interienrs  d'un  corps,  expriment 
Tacceleration  d'un  Clement  en  fonction  des  forces  exterienres  et  des 
pressions  ou  tensions  normales  ou  tangentielles.  En  y  regardant  de 
plos  pres  on  reconnait  que  les  composantes  de  la  pression  sur  un  plan 
perpendicnlaire  ä  Taxe  des  Xy  qui  entreut  dans  cette  theorie,  correspon- 
dent aux  grandeurs  m{P^  —  Nu^)y  tn{Q^^  —  Nuv)^  m{Q^,  —  Nuw)  de 
nos  formules. 

§  9.  Du  reste^  il  importe  de  remarquer  que^  si  Ton  donne  au 
signe  £  la  siginiication  qui  a  ete  definie  u  la  fin  du  §  3,  les  Equations 
(3)  peuTent  §tre  remplacees  par 

P.-£6»,        P,~2v\        P.-^t'',        I 

Q,,-^U,    Q,.'£fit,    Q.,~£ti;  •    •    (4) 

etc.  ) 

Ces  formules  sont  d  une  application  facile  lorsqu'il  s  agit  de  passer 
d'nn  Systeme  d'axes  de  coordonnees  ä  un  autre.  £n  effet^  des  formules 
de  transformation  bien  connues  pcrmettent  d'exprimer  les  valeurs  de 
If  riy  i  par  rapport  au  premier  Systeme  dans  Celles  des  composantes  de 
la  vitesse  6,  ^',  S'  par  rapport  ä  Tautre;  on  en  deduira  immediate- 
ment  les  sommes  (4)  exprimees  dans  les  grandeurs  analogues 

ni",  -Si?'*,  £t'',  2i'n',  etc. 

§  10.  Insistons  encore  sur  une  autre  consequence  qu'on  peut  tirer 
des  formules  (4).  Ponr  arriver  ä  certaines  simplifications  de  nos  for- 
nmlesy  nous  emploierons  souTent  un  artifice  qui  consiste  ä  considerer 
limage  de  la  masse  gazeuse  par  rapport  a  un  plan  fixe  O^plan  de 
tjmetrie^,  c'est-ä-dire  un  gaz  fictif  dont  chaque  molecule  et  mSme 
ehaqne  particnle  Constituante  des  molecules  est  ä  chaque  instant  Timage 

L  o  r  •  B 1 1 ,  Wifnich>micht  Abh»ndlang«ii.  6 
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de  la  molecule  ou  de  la  particule  correspondante  dans  le  gaz  reel,  les 
masses  etant  egales  dans  les  deux  systemes.  Or^  si  Timage  est  prise 
par  rapport  ä  un  plan  perpendiculaire  ä  Faxe  des  x  et  quon  emploie 
dans  le  second  systewe  des  aoces  ayant  les  memes  directions  que  ceiix 
qu'on  a  choisis  dans  le  prmnier  Systeme,  on  voit  immediatement  que  pour 
des  molecules  et  des  points  correspondants  on  aura,  en  distinguant  par 
les  indices   l   et  2  les  grandeurs  appartenant  aux  deux  systemes^ 

^x%  ~    "x\i       ^y%  ^    "ylJ       -^«5  ~  -^*17        Vy#2  ^   Vy»i; 
Qxy2  =  -   QxyU       Qxz%  =  -  Qxzl       etC. 

Les  grandeurs  P^  Qy  R,  S  se  divisent  donc  en  deux  groupes;  les 
unes  (P^,  Py,  P,,  Q^^,  R,  S^,  S,)  peuvent  etre  appelees  paires  et  les 
autres  (ö*y^  Qz»7  ^x)  i^P<^i^€S  par  rapport  ä  x.  D'une  maniere  sem- 
blable  on  peut  distinguer  des  quantites  paires  et  impaires  par  rapport 
ä  y  ou  ä  ^. 

Premiere  approximation,  dans  laqnelle  on  niglige  le  frottement 
intirlenr  et  la  condnctlbilltä  caloriflqne. 

§  11.  Si  Ton  veut  appliquer  les  equations  (öTj),  (fcj)  et  (c^)  aux 
problemes  de  Taerodynaniique,  11  faut  d*abord  chercher  la  yaleur  des 
grandeurs  P^,  etc.  A  cet  efiFet,  il  est  necessaire  de  considerer  de  plus 
pres  la  fonction  fondamentale  F. 

Le  cas  le  plus  simple  qui  puisse  se  presenter  est  celui  d'une 
müsse  gazeuse  homogene^  qui  n'est  soumise  ä  auenne  force  exterieure 
et  qui  n'est  anim^  d'aucun  mouvement  visible.  Pour  Tetat  station- 
naire  d'une  teile  masse  la  fonction  F  sera  independante  de  x,  y,  z, 
Elle  ne  renfermera  pas  non  plus  t^  si  nous  faisons  une  Hypothese 
determinee.  Nous  admettrons^  en  effet^  que  si  ä  partir  d'un  moment 
quelconque  les  chocs  cessaient^  chaque  molecule  etant  dorenavant  aban- 
donnee  ä  elle-mSme^  Tetat  resterait  stationnaire^);  en  d'autres  termes, 
que  la  distribution  des  etats  de  mouvement  que  le  gaz  presente  en 
realite^  pourrait  egalement  exister  s'il  n'y  avait  pas  de  chocs.  Or^  dans 
ce  demier  cas^  la  fonction  F  ne  yarierait  pas  avec  le  temps;  il  doit 
donc  en  etre  de  mSme  lorsque  des  chocs  se  produisent. 

1)  Ceci  exige  une  ezplication.  Chaque  molecule  se  trouvant  continuellement 
amen^e,  par  son  mouvement  interne,  dans  un  autre  ^tat,  ou,  si  Ton  veut,  dans 
ime  autre  phase  de  mouvement,  il  pourrait  tr^s  bien  se  faire  que  Tetat  du  gaz 
füt  modifiä  par  les  mouvements  internes.  Pour  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  il  faut 
qu'ä  chaque  instant  il  y  ait  un  grand  nombre  de  molecules  possedant  des  mou- 
vements internes  tout  ä.  fait  semblables,  mais  arrives  aux  phases  les  plus  diverses, 
avec  cette  condition  que,  lorsque  quelques-unes  de  ces  molecules  passent  de  la 
phsse  A  dans  une  autre,  un  m&me  nombre  de  molecules  entrent  dans  la  phase  A, 
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Cette  fonction  jP^  independante  de  x^  y,  Zj  t,  a  ete  determinee  par 
Maxwell  et  Boltzmann.  Nous  ne  ferons  toutefois  pas  usage  du 
resultat  trouve  par  ces  savants.  Rappeions  seulement  que  Boltzmann 
a  montre  que  la  fonction  est  entierement  determinee  lorsqu'on  connait 
la  densite  et  la  temperature  ou  bien^  ce  qui  revient  au  m^me^  le  nombre 
N  de  molecules  dans  Tunite  de  volume  et  la  moyenne  h  des  carr^s 
des  yitesses.  Ces  deux  grandeurs  doivent  donc  entrer  dans  la  fonction 
comme  paramfetres,  la  premiere  evidemment  comme  facteur;  de  sorte  que 
nous  ponvons  poser 

F  =  NF^  (1, 73,  i,E,p,...  p„  h), 
oü  Ton  a 

fF^dX  =  1,  fF^m  --fF.ndX  ^/F^tdX  =  0,  fF.r'dX  =  A.      (5) 

§  12.  Dans  la  masse  gazeuse  ä  laquelle  se  rapportent  ses  formules, 
les  molecules  se  meuvent  de  la  meme  maniere  dans  toutes  les  directions 
et,  pour  une  direction  determinee  de  ce  mouvement  de  translation,  Tagi- 
tation  intramoleculaire  a  lieu  de  la  mSme  maniere  tout  autour  de  cette 
direction.  II  ya  sans  dire  que  ces  circonstances  sont  exprimees  dans 
la  forme  de  la  fonction  Fq,  mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  quelle 
ne  dependra  que  de  r,  E,  i\  •  -Pk-  ^^  effet,  s'il  en  ^tait  ainsi,  il  j 
aurait^  pour  deux  directions  de  mouvement  differentes^  un  nombre  egal 
de  molecules  animees  d'un  meme  mouvement  interne  par  rapport  aux 
axes  des  coordonnees  (puisque  les  coordonnees  relatives  d'une  molecule 
p«  rapport  ä  son  centre  de  grayi^  de'terminees  par  £,  p,,  . .  .  p„  ont 
ete  prises  par  rapport  aux  axes  des  coordonnees  fixes  une  fois  pour 
toutes).  Or^  il  n'est  nullement  necessaire  qu'il  en  soit  ainsi;  tout  ce 
que  nous  pouvons  affirmer,  c'est  que,  pour  deux  directions  de  trans- 
lation  differentes,  il  y  a  un  nombre  egal  de  molecules  animees  d'un 
m§me  mouvement  interne,  determine  chaque  fois  par  rapport  ä  la  di- 
reäion  de  trandation  de  la  molecule. 

Si,  pour  determiner  le  mouvement  interne  d'une  molecule,  nous 
avions  pris  un  Systeme  de  coordonnees  ayant  toujours  la  meme  position 
par  rapport  ä  la  direction  de  la  translation,  Fq  n'aurait  dependu  que 
de  E,  Pi,  .  .  .  pj^,  et  de  r.  Mais  alors  nous  aurions  eu  Tinconvenient 
que,  ä  chaque  changement  survenu  dans  la  direction  de  la  translation 
par  Taction  des  forces  exterieures,  le  Systeme  de  coordonnees  de  la 
molecole  aurait  aussi  pris  une  autre  position.  De  plus,  il  nous  aurait 
(Ü  dif&cile  d'assigner  la  forme  de  la  fonction  fondamentale  dans  le 
cas  oü  le  gaz  n  est  pas  en  repos. 

Au  contraire,  avec  la  methode  que  nous  avons  choisie  pour  decrire 

le  mouvement  interne,  on  peut  immediatement  indiquer  ce  que  devient 

la  fonction  F  lorsque  le  gaz  est  entraine  dans  un   mouvement  d'en- 

6* 
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semble,  avec  une  vitesse  dont  les  composantes  Uy  Vj  w  ont  partout  les 
mef)i€S  valeurs.  En  effet,  si  Ton  communique  cette  vitesse  au  gaz  que 
nous  venons  de  considerer^  on  ne  changera  rien  aux  parametres  du 
mouyement  interne  et  on  donnera  les  yitesses  ^jrj,t^  aux  molecules 
qui  d'abord  avaient  les  vitesses  6  —  u,  i?  —  v,  t  —  w.  Dans  le  nouvel 
^tat  la  fonction  fondamentale  sera  donc 

F=iV^jPo(|-M,  ^-v,  t-w,  E,p^,,,p^,h).     .     .     (6) 

Dans  cette  formule^  il  faut  entendre  par  h  la  yaleur  moyenne  des  carres 
des  vitesses^  abstraction  faite  de  la  vitesse  (u,  v,  w)]  on  d^montre 
facilement  que  le  vrai  moyen  carre  de  la  vitesse  est  u^  +  t?*  +  w^  +  A . 
L'expression  (6);  aussi  bien  que  celle  qui  represente  F  dang  le  cas  du 
repos,  annule  les  deux  membres  de  Tequation  fondamentale. 

§  13.  Ge  cas  le  plus  simple  mis  de  cöte,  voici  comment  le  pro- 
bl^me  peut  ^tre  abord^  pour  tout  autre  etat  du  gaz.  En  chaque  point 
et  ä  chaque  instant^  les  grandeurs  N,  u,  v,  w  auront  des  valeurs  deter- 
minees^  et  nous  pouvons  choisir  h  de  teile  sorte  que  u*  +  i?*  +  m?'  -f-  /i 
soit  le  moyen  carr^  de  la  vitesse  des  molecules  au  voisinage  de  ce 
point.  Les  grandeurs  N,u,v,  tv,  h  sont  alors,  en  generale  des  fonctions 
de  X,  y,  0f  t,  Si  elles  ^taient  constantes^  Tequation  (6)  pourrait  etre 
admise;  maintenant^  il  n*en  est  plus  ainsi.    Nous  posons  donc 

jP=iVFo(g~ti,i2-t;,S~u;,jE;pi,...i),,A)+/'(g,i2,e,E,i)p  (7) 

oü  il  faut  tacher  de  determiner  f.  Pour  cela^  nous  avons  en  premier 
lien  Fequation  fondamentale^  et  en  second  lieu  les  relations  suivantes, 
qui  r^sultent  imm^diatement  de  ce  qui  a  ete  dit  plus*  haut: 

ßdk^ffldk^ffridk^fndk'^ffr^dl^O,     .     .    (8) 

Je  distingnerai  les  deux  termes  du  second  membre  de  T^quation  (7) 
comme  les  parties  principale  et  accessoire  de  la  fonction  fondamentale 
et  j'appliquerai  des  d^nominations  analogues  aux  parties  de  chacune 
des  integrales  (3)  qui  derivent  de  ces  termes. 

II  est  dair  que  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit  ä  diviser  lee 
integrales  (3)  en  paires  et  impaires  par  rapport  aux  coordonnees,  s  ap- 
plique  aux  deux  parties  de  chaque  integrale  tout  aussi  bien  qu'ä  Finte- 
grale  elle-meme.  Par  exemple^  si  deux  gaz  ayant  un  mouvement  quel- 
conque,  sont  Timage  Tun  de  Tautre  par  rapport  au  plan  yg,  ils  le 
pourraient  etre  egalement  si^  dans  toute  leur  etendue^  u,  v^  Wy  h  avaient 
les  valeurs  qui  existent  aux  points  consideres.  On  voit  ainsi  que  non 
seulement  les  valeurs  totales  de  P^^  mais  aussi  les  parties  principales 
de  ces  grandeurs,  auront  dans  les  deux  systemes,  des  valeurs  et  dee 
signes  egaux;  il  doit  donc  en  dtre  de  meme  des  parties  acceflsoiree. 
En  general,  si  une  des  integrales  (3)  est  paire  ou  impaire  par  rap- 
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port  ä  une  des  coordonnees,  ses  parties  principale  et  accessoire  le  seront 
egalement. 

§  14.  NouB  supposerons  maintenant,  daiis  la  suite  de  notre  etude, 
qne  les  conditions  suiyantes  sont  remplies. 

a.  La  difference  de  l'^tat^  en  deux  points  distants  run  de  Tautre 
d'nne  longneur  egale  au  chemin  moyen  q  d'une  molecule  entre  deux 
chocs  successifs,  est  si  petite  que  pour  des  fonctions  q)  qui  dependent 
de  r^tat  du  gaz^  les  expressions 

dtp  dtp  dfp 

sont  trfes  petites  par  rapport  ä  la  valeur  de  (p  elle-meme. 

ß,   La  Taleur  de  t  -^^,  oü  r  d^signe  la  duree  moyenne  de  Finter- 

Tftlle  de  temps  qui  s'^coule  entre  deux  chocs  successifs  d'une  molecule, 
est  egalement  trfes  petite  par  rapport  ä  celle  de  <p. 

Je  m'appuyerai  sur  ces  hypoth^ses  en  prenant  pour  fp,  soit  la 
fonction  accessoire  f,  soit  la  fonction  principale  NFqj  soit  enfin  Fecart 
qu'il  y  a  entre  cette  demiere  fonction  et  la  valeur  qu'elle  presenterait 
dans  un  certain  ^tat  stationnaire. 

y,  Le  changement  de  vitesse  qu'une  molecule  eprouve  entre  deux 
chocs  successifS;  par  Teffet  des  forces  exterieures,  est  trfes  petit  en  com- 
paraison  de  la  yitesse  meme. 

Pour  que  les  conditions  a  ei  ß  soient  remplies  lorsque  des  ondes 
sonores  se  propagent  dans  une  masse  gazeuse  de  grandes  dimensions, 
ü  faut  et  U  suffi?  que  la  longueur  d'onie  soit  tres  ^ande  par  rapport 
au  chemin  libre*  moyen  q  des  molecules. 

La  condition  y  est  evidemment  remplie  si  nous  avons  affaire  ä  la 
pesanteur. 

§  15.  En  vertu  des  hypotheses  a,  /3  et  y,  il  est  tres  probable, 
sinon  certain,  que  dans  Fequation  (7),  la  fonction  accessoire  f  est  tres 
petite  par  rapport  ä  la  fonction  principale  NFq,  Pour  nous  en  con- 
vaincre,  nous  allons  considerer  l'ordre  de  grandeur  des  termes  qui  en- 
trent  dans  Fequation  fondamentale  (I)  (p.  77). 

Examinons  d'abord  le  premier  membre.  Soient  a^  et  b^  les  va- 
leurs  que  prennent  a  et  &  quand  on  donne  ä  i^  la  valeur  (6)  et  soient 
00+  flj,  6q+  ftj  les  valeurs  qui  correspondent  ä  (7);  le  premier  membre 
de  Fequation  fondamentale  devient  alors  b^  —  a^  En  effet,  conime  nous 
Favons  dejä  remarque,  les  nombres  a^  et  b^  sont  egaux  entre  eux. 

Si  le  gaz  se  trouve  dans  Fetat  represente  par  (6),  les  molecules 
dont  F^tat  est  compris  entre  les  limites  indiqu^es  au  §  3,  et  dont  le 
nombre  (par  unite  de  volume)  est  NF^dk,  parcourront,  a  partir  d'un 
moment  donne,  un   certain  chemin  moyen  s  avant  de  rencontrer  une 
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autre  molecule.     Par  un  calcul  connu^),  on  trouve  que  le  nombre  des 
molecules  dn  groupe  en  question,  qui  subissent  dejä  iin  choc  durant  le 

temps  dt,   est  repr^sente  par      NF^dkät,     On  a  donc  a^  =  -  NF^. 

S  8 

Or,  r  etant  du  meme  ordre  de  grandeur  que  la  vitesse  moyenne  W  du 

mouvement  moleculaire^  et  s  du  meme  ordre  que  la  longueur  q  nommee 

W 
dans  la  condition  cc,  il  en  resulte  que  a^  est  de  Tordre       NFq. 

Ensuite,  a^  represente  Taccroissement  de  a  lorsque  Tetat  du  gaz 
subit  le  changement  indique  par  /*  dans  requation  (7).    Par  consequent^ 

Oj  est  de  Tordre  Qq  j~-  ou  de  Tordre    -  f. 

Je  supposerai  maintenant  deux  choses.  D'abord;  ce  qui  n'est  guere 
douteux;  que  h^  est  du  meme  ordre  de  grandeur  que  Oj  ei,  en  second 
lieu,  que  la  difference  6i  —  o^  n'est  pa^  tres  petite  par  rapport  aux 
grandeurs  a^  et  h^  eUes-memes.  Quant  ä  cette  demiere  supposition,  eile 
serait  fausse  si  la  fonction  accessoire  pouvait  etre  de  la  meme  forme 
que^la  fonction  principale^  ne  s'en  distinguant  que  par  un  facteur  con- 
stant;  on  aurait  alors:  b^  —  a^^O.  Cependant  une  teile  forme  de  la 
fonction  f  est  exciue  par  les  conditions  (8)  et  en  realite  cette  fonction, 
qui  sert  ä  indiquer  un  ecart  de  Tetat  represente  par  (6),  peut  bien  etre 

regardee  comme  ayant  une  forme  entierement  differente  de  celle  de  Fq, 

W 
Nous  dirons  donc  que  t^  —  a^  est  de  Tordre  -  -  f, 

La  Substitution  de  la  valeur  (7)  dans  le  second  membre  de  Tequa- 
tion  fondamentale  donne  lieu  ä  deux  especes  de  termes,  les  uns  pro- 
venant  de  NFq  et  les  autres  de  f,  Or,  en  vertu  de  ce  que  uous  ve- 
nons  d'admettre,  ces  demiers  termes  sont  tres  petits  en  comparaison 
de  la  difiFerence  h^  —  a^     Pour  les  termes 

Ifp      Ifr.      ^ff 
dx^'     dy^'     cz^' 


')  ComptoDB  le  temps  a  partir  du  moment  donne,  posons  pour  abreger 
^F^dX^-q^f^  et  considärons  les  q^  molecules  qui,  a  Tinstant  f  =  0,  constituent  le 
groupe  dont  il  s'agit.  Ce  groupe  est  de  plus  en  plus  decime  par  les  chocs  et  ä 
rinstant  i^  il  n'en  restera  plus  qu^nn  certain  nombre  de  molecules  q.  £videmment, 
le  nombre  des  molecules  qui  subissent  un  choc  entre  les  instants  i  et  i'\-  di^  peut 
dtre  repr^sentd  par  ,. 

oü  f  est  une  certaine  constante.  On  a  donc  dg  =  —  hqdiy  q  =  q^e~~*^.  On  trouve 
ainsi  pour  le  nombre  des  particules  qui  subissent  un  cboc  dans  Tintenralle  de 
iä*  +  d<,  «gj,c~*'df.  On  peut  dire  que  depuis  Tinstant  <  =  0,  ces  moldcules 
ont  parcouru  un  chemin  rt.    La  somme  de  tous  les  chemins  parcourus  devient 

OD 

srq^  I  te~**dt  =  — ^,  et  la  valeur  moyenne  de  tous  ces  chemins  s  =  ~.    On 

0 

peut  donc  ^crire  —  qdt  pour  le  nombre  des  chocs  dans  un  intervalle  dt  quelconque 
et  -  g^dt  «=  -   NFf^dXdt  pour  le  nombre  des  chocs  dans  le  premier  intervalle  dt. 

o  S 
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cela  resolte  de  la  supposition  a  et  pour  le  tenne  ^    de  la  supposition  ß, 

C'est  ce  qii'on  voit  facilement  en  remarquant  qne  g,  ri,  i  sont  du  meme 

TF  1 

ordre  de  grandeur  que  W  et  que  —  peut  etre  remplace  par  -  •    Quant 

aux  termes 

dfd^        d£djp        df_H 
Hdx^      dridy'      dtdz^ 

il   suffit   de   remarquer  que   les   derivees  — ^- ,     J  j     -Jr  seront  en  ge- 

neral  de  Tordre   ^,  et  que  par  consequent  la  division  de  ^t^j  ®*^- 

par  \  — a^  conduit  ä  des  yaleurs  de  Tordre  ^^^x^ ,  etc.  Or,  les  gran- 

deurs  x  g—  etc.,  ne  sont  autre  chose  que  les  variations  des  vitesses  S,  %  £, 
produites  entre  deux  chocs  successifs  par  les  forces  exterieures. 

En  somme,  nous  u'avons  ä  conserver  au  second  membre  de  l'equa- 
tion  (I)  que  les  termes  provenant  de  NF^  dans  (7).  L'equation  de- 
yient  ainsi 

^         *  ci  dx    '        dri  cy    ^         di  dz 

d  (NF,)  .       d  {NF,)  c  {NF,)         d  {NF,)      ,,.. 

oü  Fq  designe  toujours  la  fouction  Fq  (§  —  m,  .  .  .). 

C  est  cette  equation  qui,  jointe  aux  conditions  (8),  devra  servir  a 
la  determination  de  f.  En  vertu  de  ce  que  nous  ayons  admis  au  sujet 
de  b^  —  a^f  on  peut  en  conclure  immediatement  que  la  fonction  acces- 
soire  est  du  meme  ordre  de  grandeur  que  Texpression 


9 


\       di  dx  dr\  dy    ^         ci  dz  dx     ^   ^       dy       * 


d  (NF,)         d  (NF,)  I        .^ 

c'est-ä  dire,  eu  egard  aux  suppositions  a,  ß  et  y,  qu'eUe  est  tres  petite 
par  rapport  a  NFq,  ainsi  que  nous  voulions  le  demontrer.  C'est  donc 
bien  avec  raison  que,  dans  le  second  membre  de  Fequation  fondamen- 
tale,  nous  avons  neglige  les  termes  provenant  de  /*  vis-a-vis  de  ceux 
qui  correspondent  ä  NFq. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  regarderons  la  fonction  accessoire  f 
commc  infiniment  lyetite  par  rapport  ä  NF^'^  les  termes  a^  et  &j  de- 
viennent  alors  infiniment  petites  par  rapport  ä  a^  et  \.  D'apres  cela, 
si  la  fonction  f  est  composee  de  differentes  parties,  la  valeur  que  prend 
le  premier  membre  de  Tequation  fondamentale  sera  la  somme  des  va- 
leurs  qu'il  aurait  si  Ion  prenait  pour  f  successivement  chacune  de 
ces  parties. 
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§  16.  Yoici  quelques  theoremes  importants  relatifs  ä  la  fonction 
ftccessoire  f. 

1.  Dans  tous  les  cas  oü  le  second  membre  de  l'equation  (II)  est 
nul,  on  aura  /*  =»  0. 

En  effet^  si  la  fonction  avait  une  certaine  yaleur  f^  diff^rente  de  0, 
non  seulement  la  valeur  F^NF^  de  la  fonction  fondamentale^  mais 
aussi  la  valeur  F^NFq  +  fi,  qui,  grace  aux  equations  (8),  est  compa- 
tible  ayec  les  mgmes  valeurs  de  N,  u,  v,  w,  h,  donneraient  6  »  a.  Cela 
est  en  contradiction  avec  le  theor^me  de  Boltzmann  d'apres  lequel 
r^tat  stationnaire  et  homogene  d'un  gaz^  pour  des  yaleurs  donn^s  de 
Ny  u,  V,  Wj  h,  est  enti^rement  determin^  par  la  condition  &  »  a. 

2.  La  fonction  f  est  compl^tement  determin^e  d^s  qu'on  conuait 
le  second  membre  de  (II).  Pour  le  demontrer,  supposons  qu'il  y  ait 
deux  Solutions  de  (11)  et  de  (8),  f^f^etf^f^.  Si  Ton  prend  pour  f 
la  diflKrence  /i  — /i,  on  satisfera  encore  h  (8)  et  on  aura  b^  —  a^^O. 
H  faut  donc  qu'on  ait  /i  — -  /i  ==  ^;  fi^fi- 

3.  Si  le  second  membre  de  T^quation  (II)  est  compose  d'un  certain 
nombre  de  parties  et  qu'on  reussit  ä  trouver  pour  f  des  fonctions  qui 
rendent  la  difference  \  —  a^  egale  ä  chacune  de  ces  parties  et  qui  en 
m§me  temps  satisfont  ä  (8),  la  somme  de  ces  fonctions  sera  la  Solu- 
tion des  equationS;  et  on  aura  la  valeur  accessoire  d'une  quelconque 
des  integrales  (3)  en  prenant  la  somme  des  valeurs  qui  correspondent 
aux  differentes  fonctions  dont  nous  venons  de  parier. 

4.  Si  le  second  membre  de  (11)  est  multipli^  par  une  constante, 
la  fonction  f  et  les  parties  des  integrales  qui  en  dependent  seront  mul- 
tipliees  par  cette  mdme  constante. 

De  mSme,  on  changera  le  signe  de  la  fonction  f  et  des  parties 
accessoires  des  integrales  ^  en  changeant  celui  du  second  membre  de 
Tequation  (U). 

5.  Supposons  que  non  seulement  les  particules  du  second  gaz 
dont  nous  avons  parle  au  §  10  aient  les  memes  masses  que  Celles  du 
Premier,  mais  que  toutes  les  forces,  tant  exterieures  qu'interieures, 
soient  dans  Tun  des  deux  syst^mes  les  images  de  ce  qu'elles  sont  dans 
Tautre.^)  Alors,  les  mouvements  qui  sont  necessaires  pour  que  le  se- 
cond Systeme  soit  ä  tout  instant  Timage  du  premier  peuvent  reellement 
avoir  lieu.  De  plus,  nous  admettrons  que  le  gaz  que  nous  etudions 
presente  les  mSmes  proprietes  qu'aurait  un  autre  qui  en  serait  Timage 
de  Sorte  que,  si  nous  employons  toujours,  dans  les  deux  cas,  des  axes 
de  coordonnees  ayant  les  mSmes  directions,  les  formules  generales  sont 


')  Les  forces  int^rieores  satisferont  k  cette  condition,  si  les  particules  ont 
les  mdmes  propriät^s  dans  les  deux  systemes  et  tii  les  actions  mutuelles  consistent 
en  des  attractions  et  des  r^polsions  qai  dependent  de  la  distance. 
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les  mSmes  pour  les  deux  systemes.  Alors,  requation  (U)  s'applique 
egalement  aux  deux  corps.  Seulement^  le  second  membre^  qui  depend 
de  Tetat  particulier  oü  le  gaz  se  trouve,  peut  avoir  des  valeurs  difiFe- 
rentes  pour  les  deux  systemes. 

Supposons  maintenant  que  le  plan  de  symetrie  soit  perpendiculaire 
ä  Taxe  des  x  et  que^  dans  le  second  membre  de  (U)^  il  y  ait  un  terme  q 
qui,  pris  pour  des  valeurs  determinees  de  |,  rj,  ^,  E,  p^, .  .  .  Pj^,  se  re- 
trouve  avec  la  meme  grandeur  et  le  m^ine  signe  dans  Tequation  rela- 
tive a  rimage.  Alors  les  parties  de  f  et  des  integrales  (3)  qui  corre- 
spondent  ä  ce  terme  seront,  elles  aussi,  egales  dans  les  deux  cas,  avec 
les  m^mes  signes.  D'un  autre  cote,  parmi  les  integrales  (3),  il  y  en  a 
un  certain  nombre  qui  sont  impaires  par  rapport  ä  a;  (§  10),  c'est-a-dire 
qui  ont  des  signes  contraires  dans  le  gaz  et  dans  son  image.  Evidem- 
ment,  on  doit  conclure  que  le  terme  q  ne  peut  contribuer  en  rien  aux 
int^^es  qui  ont  cette  demiere  propriete. 

Le  meme  raisonnement  s'applique  au  cas  oü  un  terme  dans  le 
second  membre  de  (II)  aurait  dans  les  deux  gaz,  pour  des  valeurs 
determinees  de  |,  %t,EyPiy  -  -  -  2hf  ^^  meme  grandeur  mais  des  signes 
contraires  et  on  peut  traiter  de  la  meme  maniere  les  images  par  rat)- 
port  ä  des  plans  qui  sont  perpendiculaires  aux  axes  des  y  et  des  s. 
En  somme,  on  est  conduit  ä  la  proposition  suivante: 

Si  un  terme  dans  le  second  membre  de  (II)  est  pair  (ou  impair) 
par  rapport  a  Tune  des  coordonnees,  les  parties  correspondantes  de 
toutes  les  integrales  (3)  qui  sont  impaires  (ou  paires)  par  rapport  a 
cette  mdme  coordonnee  seront  nuUes. 

§  17.  Gomme  le  gaz  a  ete  suppose  soumis  aux  forces  ext^rieures 
qui  derivent  de  la  fonction  ^,  nous  allons  examiner  de  plus  pres,  dans 
ce  paragraphe  et  les  deux  suivants,  l'etat  sMionnaire  qui  peut  exister 
80U8  leur  action.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  d'apres  la  seconde  loi  de 
la  thermodynamique,  il  y  aura  une  temperature  imiforme;  h  sera  donc 
independant  des  coordonnees.  Maxwell  et  Boltzmann  ont  ete  con- 
duits  au  m^me  resultat  en  se  basant  sur  la  theorie  cinetique  et  ils 
ont  trouve  en  m^me  temps  que  la  fonction  fondamentale  se  reduit 
maintenant  ä  NF^i^^^  ri,  S,  E,  p^^ , .,  ^hj  ^0*  Malgre  la  non-homogeneite 
du  gaz,.  il  n'y  aurait  pas  de  fonction  accessoire  et  en  chaque  point 
Tetat  serait  exactement  le  memo  que  dans  un  gaz,  soustrait  a  toute 
action  etrangere  et  ayant  partout  la  densite  qui  existe  au  point  con- 
sider^. 

Cependant,  il  n*est  pas  necessaire  de  nous  servir  de  ce  demier 
resultat.  M§me  en  le  laissant  de  cöte,  ce  qui  rcvient  ä  admettre  la 
possibilit^  de  Fexistence  d'une  fonction  accessoire  f  dans  le  cas  de 
requilibre  sous  Taction  de  forces  exterieures,   on   peut   demontrer  que 
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cette  fonction  ne  peut  avoir  aucune  influence  sur  les  yaleurs  des 
integrales  (3)  et  que,  par  consequent,  eile  iie  joue  aucun  role  dans  les 
equations  du  mouvement,  ou  plutot  de  requilibre. 

Pour  nous  en  eonvaincre,  nous  commencerons  par  le  cas  parti- 
culier  d'un  gaz  soumis  ä  Facti  on  de  la  pesanteur  et  compris  entre  deux 
parois  horizontales  immobiles,  avec  lesquelles  il  n'j  a  aucun  echange 
de  chaleur.  Dans  T^tat  stationnaire,  si  Taxe  des  x  est  dirig^  yerticale- 
ment  vers  le  bas,  le  facteur  N  sera  une  fonction  de  x,  tandis  que  h 
est  une  constante  et  les  vitesses  u,  v,  w  sont  nuUes.  Le  premier  terme 
de  (7)  est  -ZV^Fo(5;  Vyiy^y  -  --j^^)  ö*  Tequation  (II)  devient 

\^a,=^gN^-f^-  +  f-F,l, (10) 

oü  g  designe  Tacceleration  due  a  la  pesanteur. 

Je  vais  demontrer  que  la  fonction  f  qui  est  determinee  par  les 
conditions  (10)  et  (8),  si  toutefois  eile  est  differente  de  0,  ne  peut 
apporter  aucune  contribution  aux  integrales  (3). 

Comparons,  ä  cet  efiFet,  la  masse  gazeuse  ä  ses  Images  par 
rapport  ä  des  plans  qui  sont  perpendiculaires  aux  axes  des  coor- 
donnees.  Dans  chacune  de  ces  images,  la  fonction  jFq  et  sa  deri- 
vee  par  rapport  ä  |  contiennent  les  variables  6,  i^,  S  ^^  ^^  meme 
maniere  que  dans  le  gaz  lui-meme;  cela  resulte  de  ce  que  la 
fonction  F^  se  rapporte  ä  Tetat  stationnaire  de  repos  qui  existe- 
rait  dans  Tabsence  de  forces  exterieures.     Au  contraire,   dans  la  pre- 

miere    des    trois   Images,     ,—  a  la  meme  valeur   mais  avec  le   signe 

contraire  que  dans  le  gaz  lui-meme,  et  il  en  est  de  meme  de  Taccele- 
ration  g,  attendu  que  dans  cette  image  la  force  exterieure  doit  etre 
censee  agir  vers  le  haut,  tandis  que  Taxe  des  x  est  toujours  dirig^  vers 
le  bas.  II  parait  donc  que  le  second  membre  de  (10)  est  impair  par 
rapport  ä  x,  et  pair  par  rapport  k  y  ei  Zy  d*oü  nous  pouvons  con- 
clure  que,  de  toutes  les  integrales  (3),  S^  est  la  seule  dont  il  doive 
maintenant  etre  question. 

II  s'ensuit  que,  pour  achever  de  demontrer  ce  que  nous  avons 
avance,  il  suffit  de  reconnaitre  que  la  partie  accessoire  de  Tintegrale  &^ 
doit  §tre  nulle.  Or,  la  valeur  entiere  de  cette  integrale  sera  nulle, 
parce  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  n'y  a  dans  le  gaz  aucun 
transport  d'^nergie  dans  le  sens  vertical.  De  plus,  la  partie  principale 
de  S^  est  nulle  en  vertu  de  la  definition  de  cette  integrale  et  de  Tab- 
sence  d'une  vitesse  d'ensemble-,  il  doit  donc  en  etre  de  meme  de  la 
partie  accessoire. 

§  18.  L'equation  (10),  qui  devait  servir  ä  la  determination  de  la 
fonction  f^  peut  etre  mise  sous  une  forme  un  peu  differente.     On  1  ob- 
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tient  en  faisant  intervenir  requation  de  requilibre,  qu'on  deduit  facile- 
ment  de  la  premiere  des  formules  (h^)  (p.  79).  En  efiPet,  comme  les  inte- 
grales P  et  Q  se  reduisent  ä  leurs  parties  principales  et  que  la  partie 
principale  de  la  fonction  F  a  maintenant  la  foime  NFq{1^,  rj,  5,  E, . . .,  h) 
qui  conyient  ä  un  gaz  homogene  se  trouvant  en  repos,  on  aura 

et 

fFl'dk  ^jFri^dk  ^jFt'dl. 

Chacune  de   ces   demieres   integrales   est   donc  egale   au   tiers   de 
lenr  somme^  c'est-a-dire  ä 


ifi 


^    Fr^dk=  InJi, 


En  substituant  cette  valeur  de  P^  daiis  la  premiere  des  equations 
(&i)  et  en  ajant  egard  ä  la  constanco  de  h  et  a  ce  que  Tetat  est  sta- 
tionnaire,  on  trouve  Tequation  de  requilibre  i 

-  A>  +  i  »  f,.  0. 

Enfin  cette  foimule  permet  de  remplacer  la  condition  (10)  par 

'dt\   .    3 


h-a,=^Ni,{%'  +  liF,), 


et  de  tout  ce  qui  precede  nous  pouvons  tirer  la  conclusion  suivante; 
Si^  dans  le  second   membrc  de  Uequation  fondamentale,  il  y  a  un 
terme  ayant  la  forme  de 

maltiplie  par  une  constante^  la  partie  correspondante  de  la  fonction 
accessoire  ne  contribuera  pour  rien  aux  integrales  (3).  Commö,  dans 
toute  cette  etude,  la  fonction  F  ne  doit  servir,  en  fin  de  compte,  qu  a 
nous  faire  conntutre  ces  integrales,  on  peut  entierement  laisser  de  cöte 
un  terme  tel  que  celui  dont  je  viens  de  parier.  II  est  clair  qu'on 
pourrait  en  faire  autant  de  termes  qui  contiendraient  les  facteurs 

dn  ^  Ä^^o'     dt  ^  Ä^^o' 

multiplies  par  des  constantes. 

Ajoutons  que  d'apres  la  forme  que  Boltzmann  a  trouvee  pour  la 
fonction  jPq,  ces  facteurs  et  Texpression 

seraient  identiquement  nuls;  les  parties  correspondantes  de  la  fonction 
accessoire  /'  le  seraient  donc  egalement. 
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§  19.  Nous  pouYons  demontrer  maintenant  que^  lorsque  ^  est  nne 
fonction  quelconque  des  coordonnees^  il  peut  exister  un  etat  stationnaire 
dans  lequel  h  =  const.,  u  =  t?  =  m?  =  0,  tandis  que  les  yariations  de  la 
densite  obeissent  ä  la  loi  exprimee  par  la  relation 

oü  G  est  un  factenr  constant.  Ces  valeurs  conduisant  ä  la  forme  sui- 
yante  du  second  membre  de  requation  fondamentale: 

le  theorfeme  du  paragraphe  precedent  nous  permet  de  faire  entiferement 
abstraction  de  la  fonction  accessoire.     On  a  ensuite,  comme  au  §  18^ 

et  on  yoit  facilement  que^  grace  a  la  yaleur  que  nous  yenons  d'adopter 
pour  N,  les  conditions  (b^)  se  trouvent  remplies. 

§  20.  Apres  cette  digression^  nous  pouYons  reyenir  au  cas  general 
du  niouvenient  sous  Finfluence  des  forces  exterieures  que  nous  ayons 
supposees.  On  peut  toujours  comparer  l'etat  du  gaz  ä  un  certain  etat 
stationnaire  E  qui  est  possible  sous  Taction  des  memes  forces  et  qu'on 
peut  imaginer  ayoir  existe  ä  quelque  moment  anterieur.  Je  designerai 
par  NFq  la  partie  principale  de  la  fonction  fondamentale  dans  le  cas 
qu'i)  s'agit  d'^tudier  —  c'est-ä-dire  la  fonction 

NF^{i  -u,  fi-v,  t-Wy  E,...,h) 

dont  il  a  ete  qnestion  au  §  12^  —  et  par  (NFq\  la  fonction  correspon- 
dante  pour  Tetat  d'eqnilibre  E.  Ces  deux  fonctions  se  distinguent  Tune 
de  Tautre  non  seulement  par  ce  que  dans  Tetat  E  on  a  u  =  r  =  ir  =  0, 
mais  aussi  par  ce  que,  dans  les  deux  cas^  les  yaleurs  de  N  et  de  h, 
en  un  point  quelconque  ^  ne  sont  pas  les  memes.  Si  Ton  designe  la 
difference  par  %}  ^^  sorte  que 

le  second  membre  de  Tequation  fondamentale  se  divise  en  deux  parties, 
Tune  dependant  de  (NFq)^  et  Tautre  de  %.  Mais,  de  ce  qui  a  ^te  dit 
aux  §§  18  et  19^  il  resulte  qu'on  peut  faire  abstraction  de  la  premi^re 
partie.  On  peut  donc  remplacer  le  second  membre  de  Fequation  fonda- 
mentale par 

ci  ex  "^  cn  cy  "^  di  cz  '^  dx^ '^  dy^ '^  cz  ^ '^  dt 
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et  la  fonction  accessoire  /)  en  taut  qu'il  y  a  lieu  d'en  tenir  compte^ 
sera  de  Tordre  de  grandeur 

WXdidx  ^  dndy  ^  dt  dz  ^  dx  ^^  dy^^dz  ^^  dt] 

En  yertu  des  suppositions  a,  ß,  y,  cette  expression  est  tr^s  petite 
par  rapport  ä  la  yaleur  de  Xf  c'est-a-dire  par  rapport  au  d^rangement 
suirenn  ä  Tetat  d'equilibre.  Dans  une  premiere  approximation;  nous 
poorrons  donc  negliger  f  dans  requation  (7)^  ce  qui  revient  ä  admettre^ 
dans  le  calcul  des  quantites  P^  etc.,  que  Tetat  est  le  m^me  qne  si^ 
dafis  toute  la  masse  gaiseuse,  u,  v,  w,  N,  h  ayaient  continueUement  les 
yalenrs  qn'on  trouve  au  point  et  ä  Tinstant  consideres.  Je  ferai  re- 
marquer  que,  pour  justifier  cette  maniere  d'agir,  il  fallait  demontrer 
que  la  valeur  de  f  est  trfes  petite  par  rapport  a  NF^—  {NFq\,  attendu 

que  les  yaleurs  de  coefficients  differentiels  tels  que  -p— ,  etc.  dependent 

0  X 

de  cette  demiere  difference.  Si  Ton  s*etait  bome  ä  faire  Toir  que  la 
fonction  f  est  tres  petite  par  rapport  ä  NFq^  il  ne  s'en  serait  pas  n^ 
cessairement  suivi  qu'elle  le  füt  aussi  par  rapport  ä  NF^—  {NFq\. 

§  21.  II  s'agit  maintenant  de  determiner  les  yaleurs  que  prennent 
les  integrales  (3),  lorsqu'on  y  substitue 

Les  calculs  necessaires  a  cet  effet  s'effectuent  facilement  si,  au  lieu  de 
6,  ij,  5,  on  introduit  ^  —  u,  rj  —  v,  %  —  w  comme  variables  d'integration, 
DU  bien,  pour  ne  pas  introduire  de  nouyeaux  symboles,  si  on  remplace 
6;  ^;  S  par  6  +  ti,  1?  +  v,  i  +  w,  Cela  yeut  dire  que,  dans  les  formules 
de  ce  paragraphe,  6, 1?,  5  repr^senterofU  les  composantes  de  la  vitesse  d'mie 
mciecule,  abstraction  faxte  de  la  vitesse  d'ensemUe  (u,  r,  w). 
Apres  cette  Substitution  la  fonction  F  prend  la  forme 

F^NFoii,ri,t,E,,.,,h), 

que  nous  designerons  maintenant  par  NFq,  Du  reste,  les  limites  des 
integrations  par  rapport  ä  5,  1?,  £  etant  —  00  et  +  00  dans  les  for- 
mules (3),  nous  n'ayons  rien  ä  y  changer.  Si,  enfin,  on  entend  par  dk 
le  produit  de  dEdp^  . . .  dp^  par  les  diffi^rentielles  des  nouyelles  va- 
riables I,  1^,  g  et  qu*on  ^crit  r*  pour  la  somme  des  carres  de  ces  der- 
ni^es,  les  integrales  auxquelles  on  est  conduit,  sont  de  la  forme  de 
Celles  qu'on  trouve  dans  les  formules  (5)  et  leurs  valeurs  pourront  dtre 
empruntees  ä  ces  ^quations.     Nous  nous  servirons  aussi  des  relations 

JF^l^dk  "jF.fi'dl  ='fF^Vdi.  ^jjFar'dX  =  -J-  h. 
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Cela  pose,  on  trouve  d'abord 

P=NfF^{l  +  uydX^NfF^l^dk  +  2NufF^ldk  +  Nu\fF^dk 

=^\Nh+Nu\     (11) 
et  par  an  calcul  semblable 

Ensoite^  on  a 

Dans  cette  demi^re  integrale,  ia  partie 


/^ 


Fq  •  -  mr^dk  «=  _-  mÄ 


represente  F&iergie  mojenne  du  moayement  de  translation  d'nne  mole- 

cule;  la  partie  restante  /  F^Edk  est  sa  mojenne  energie  interne.    Cette 

demiere  sera  nne  fonction  de  la  temperature,  on  bien  de  A;  si  Ton  pose 

JF^Edk^m^Qi),  %{h)  represente  Tenergie  intramoleculaire  par  unit^ 

de  masse.  La  forme  de  cette  fonction  pourrait  etre  determin^e  au 
moyen  d'experiences  sur  la  yariation  de  la  chaleur  sp^cifique  a?ec  la 
temperature.  Si  la  chaleur  specifique  restait  constante^  ^(h)  serait  une 
fonction  lin&dre. 

La  yaleur  de  12  devient  maintenant 

R  =  \mN{u^+v^+w^)-\-\mNh-\-mN»{h).    .     .     (13) 
Enfin,  on  a 

-  \  mIJu\jh  +  2»(h)  +  (u«+  t;«+  u;«)], 
S,  =  -J-  mNv  [I  h  +  2^(A)  +  (u«  +  t;^  +  w')], 
S,  ^^mNw[lh  +  2»{h)  +  {u^+v^+  w^)]' 

§  22.  Transportant  ces  resultats  dans  (b^),  (Ci),  et  faisant  nsage 
de  (oi)  pour  transformer  {Jb^),  et  de  (aj  et  (6J  pour  simpliüer  (c^),  on 
obtient  les  equations  sniyantes: 

cx      *      dy  dz  et         '  ^^' 

T^T^fp   ,    id{Nh)    .    T^j/  du   .      du   .       du   .   du\      ^      .         ,,  v 

dx    ^    S    dx      '        \  ox  *      dy  dz       dt/        '  ^  "^ 

^1./^**  I  ^^    I  ^^\   I    1  n    I    o<^'/l\t/    dh   .      dh    .       dh   .  dh\      ^      ,    x 
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Si  Ton  mnltiplie  (a,)  et  (ftj)  par  m,  on  peut,  au  lieu  de  N^  intro- 
duire  la  densite  du  gaz  mN=  d, 

Pour  des  d^rangements  infiniment  petits  de  Tetat  d'equilibre,  les 
equations  se  simplifient.  Si  dans  cet  etat^  on  a  ^  =  ^0;  ^  =  ^0;  ^^  ^^^^ 
Tetat  derange  d  ^  Öq  (1  +  s),  on  obtient,  en  negligeant  de  plus  Faction 

des  forces  exterieureS; 

du   .   dv        'dw   ,   ds      f^  .    . 

8        ex  dt        '3        dy       ~^  dt  '^    '     S        dz  öt         y     \  i) 

La  propagation  du  son. 

§  23.  On  verra  facilement  que  les  equations  qui  yiennent  d'^tre 
trouyees  different  seulement  par  la  notation  de  Celles  qu'on  obtient 
dans  la  theorie  ordinaire  du  son.  Pour  en  tirer  la  yitesse  de  propa- 
gation^ nous  d^duisons  d'abord  des  equations  (a,)  et  (o,) 

i[i+2m)]|^=|;, 

ou,   puisque  dans  Tetat  primitif  d'equilibre  on  avait  ^  =  0  et  li^h^y 

^^-[l+2»'(Ao)](A-Ao)  =  «- 

^Si  la  yaleur  de  hy  donnee  par  cette  formule;  est  substituee  dans 
les  equations  (&,),  celles-ci  deyiennent 

et  on  trouye^  en  ^minant  u,  v^  w  ä  Taide  de  la  relation  (o^); 

Cette  equation  a  une  forme  bien  connue;  et  il  en  resulte  imme- 
diatement  pour  la  yitesse  de  propagation 


3   r    1+  2Ö-'(Äj'*0' 


Or^  la  pression  jpg  dans  T^tat  d'equilibre  etant  determinee  par 
et  un  raisonnement  simple^)  donnant  la  yaleur 

3[l+2*'(*o)] ^^ 

1)  SupposoDB  qn'une  maase  gazeuse  ayant  le  Tolome  /  Bubisse  rälävation  de 
temp^rature  qni  correapond  sl  raccroisgement  dh.    Si  la  pression  p  =  -,- m^A 
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pour  le  rapport  des  chaleurs  specifiques  du  gaz  ä  pression  constante 
et  ä  Yolume  constant,  le  r^sultat  obtenu  s'accorde  ayec  la  formale 

qu'on  d^duit  dans  la  th^orie  ordinaire  du  sou  et  que  TobseiTation  a 
confirm^e. 

§  24.  Si  nous  n'avions  eu  d'autre  but  que  d'obtenir  ce  resultat^ 
les  considerations  precedentes  auraient  pu  etre  notablement  simplifiees. 
Seulement,  pour  aiTiver  aux  equations  du  mouvement  (dj),  (6j),  (c^\ 
il  aurait  toujours  ete  nöcessaire  d'admettre  que  les  conditions  a  et  ß 
(§  14)  soieat  remplies.  Par  consequent,  une  Solution  des  equations  qui 
ne  satisfait  pas  ä  ces  conditions  ne  correspondra  pas  ä  un  mouvement 
reel  du  gaz. 

Les  equations  nous  apprennent,  par  exemple^  qu'une  onde  unique 
comprise  entre  deux  surfaces^  oü  le  derangement  de  T^quilibre  passe 
brusquement  ä  zerO;  peut  se  propager  sans  perdre  ses  limites  tranch^es. 
En  realit^y  les  choses  se  passeront  dune  mani^re  differente  et  les  li- 
mites de  Tonde  ne  tarderont  pas  ä  s'effacer  par  un  phenomene  de  diffu- 
sion  dont  il  n'a  pas  ^te  tenu  compte  dans  T^tablissement  des  equations 
du  mouvement. 

Les  considerations  ^ementaires  suivantes  pourront  encore  servir  i 
nous  renseigner  sur  le  role  que  jouent  nos  suppositions  a  et  ß. 

Figurons-nous  que  dans  un  espace  ferme,  rempli  de  gaz^  on  admet 
du  debors  un  certain  nombre  de  molecules  et  qu'ensuite  le  Systeme  est 
abandonne  ä  lui-meme.  Primitivement,  le  gaz  se  trouvait  dans  un  etat 
stationnaire^  determin^  par  la  fonction  Fq.  La  premiere  cons^quence 
de  Tintroduction  des  nouvelles  particules  sera  un  derangement  de  cet 
etat.  Mais,  grace  aux  chocs,  il  s'etablira  bientot  un  nouvel  etat  sta- 
tionnaire,  qui  differera  du  premier  en  ce  que  le  nombre  des  molecules. 


est  maintenue  constante,  le  produit  Nh  ne  changera  pas  et,  comme  il  en  est  de 
m§me  du  nombre  de  molecules  NI,  il  faut  que  1  varie  proportionnellement  ä  h. 

Cela  nous  donne  dl  =  ^dh  et  pour  le  travail  accompli  pendant  la   dilatation 

dA=pdI=^mNIdh, 

L' Energie  de  chaque  mol^cule  s'est  accrue  de  fn\-   -|-  ^'  (^)   ^^  ^t  Tänergie  totale 
du  Systeme  de 

dB  =  mNI  [-  +  »\h)\dh. 

On  obtient  Texpression  du  texte  en  employant  la  formule  connue 

da  +  dA 
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le  Cftrr^  mojen  de  leur  vitesse  et  les  vitesses  moyennes  suiyant  les 
mxes  des  coordonn^  seront  modifies.  Les  choses  se  passeraient  d'une 
mani^re  aualogue,  si  an  certain  nombre  de  mol^oles  ^taient  sorties  de 
Teipace  en  question. 

Le  temps  qui  s^ecoulera  ayant  le  r^tablissement  de  T^tat  station- 
isaire  sera  da  m^me  ordre  de  grandear  qae  rinteryalle  qai  s^pare  deaz 
diocs  saccessifs  d'ane  molecale. 

CoDsiderons  maintenant  ane  masse  gazease  dans  laqaelle  T^qailibre 
est  trouble.  Prenons,  dans  cette  masse,  un  certain  espace,  assez  petit 
poar  poaToir  etre  trait^  comme  an  element  de  yolume.  Si  la  condi- 
iion  a  est  remplie,  noas  poarrons  donner  ä  cet  element  des  dimensions 
qni  sont  grandes  par  rapport  au  chemin  libre  des  molecales.  II  en  r^ 
soltera  qa  ane  molecale,  penetrant  par  an  cöt^  de  Täement,  le  trayer- 
sera  tr^  rarement  sans  sabir  an  cboc.  On  doit  se  figarer,  aa  contraire, 
qa'apres  ayoir  parcoara  an  trajet  tr^  coart^  les  molecales  noayellement 
introdaites  s'engagent  dans  ane  serie  de  rencontres  ayec  les  mol^ules 
deja  contenaes  dans  Telement;  et,  de  mSme^  qae  les  molecales  sortant 
de  r^ement  ont  fait  partie  de  Celles  qai  y  ^taient  soamises  ä  des  col- 
lisions  rdpet^. 

Si  l'entr^  et  la  sortie  de  molecales  se  prodaisaient  ä  an  moment 

d^termin^,   il  se  passerait  an  certain  temps^   de  l'ordre  dejä  indiqa^, 

ayant  qae  les  chocs  n'eassent  retabli  dans  T^l^ment  an  etat  stationnaire. 

Maby  en  realit^  Fentree  et  la  sortie  ont  liea  d'ane  mani^re  continae, 

et  par  cons^aent^  ä  proprement  parier,   Fetat  stationnaire  qai  cor- 

retpond  i  la  densite,  ä  la  temperatare  et  ä  la  yitesse  d'ensemble  da  gaz 

n'existera  jamais.  L'etat  de  moayement  des  molecales  conseryera  toajoars 

les  traces  de  ce  qa'il  a  ^te  anteriearement.    NeanmoinS;  poarya  qae  le 

temps  necessaire  aa  retablissement  de  l'etat  stationnaire  soit  saffisam- 

ment  coart  (condition  /3),  il  est  clair  qa'on  poarra  admettre,  ayec  ane 

approximation  süffisante^  qa'un  pareil  etat  est  realise  a  chaque  instant. 

Sealement^  la  densite,  la  yitesse  et  la  temperatare  changent  alors  con- 

tinaellement  par  le  fait  des  molecales  qai  entrent  et  qai  sortent.    C'est 

predsement  la  maniere  dont  ce  changement  s'effectae  qai  est  indiquee 

par  nos  eqaations  da  moayement. 

§  25.  Poar  ane  theorie  compl^te  de  differents  phenomenes,  il  ne 
üiffit  pas  de  connaitre  les  eqaations  da  moayement  des  gaz;  il  faat 
considerer  egalement  ce  qai  a  lieu  ä  la  sarface  des  corps  (solides  oa 
liquides)  ayec  lesqaels  ils  se  troayent  en  contaci 

Sapposons  d'abord  la  surface  plane  et  parfaitement  pdie.  Alors, 
^  eUe  est  en  repos,  eile  ne  changera  rien  ä  Tetat  d'an  gaz  qai  se 
trouye  en  ^aUibre  ayec  une  densite  et  ane  temperatare  uniformes. 
SOe  ne  le  fera  pas  non  plas,  si  eile  se  deplace  dans  ane  direction 

L*r*mi8,  WlwtnmhiflHcih»  Ahhandlnngwi  7 
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situee  dans  le  plan  lui-meme.  Comme  on  peut  ensuite  imprimer  aux 
particules  du  Systeme  entier  une  vitesse  commune  quelconque^  on  yoit 
qu'une  surface  plane  et  polie  ne  derangera  pas  Tetat  du  gaz,  pourvu 
qu'elle  ait  dans  la  direction  normale  la  meme  yitesse  qua  ce  demier. 
Du  reste^  cette  proposition  que  nous  venons  de  deduire  pour  une  surface 
plane  qui  se  trouve  en  contact  ayec  un  gaz  dont  Tetat  est  homogene, 
peut  etre  etendue  ä  des  cas  oü  la  surface  est  courbe  et  aü  Vctat  du  gaz 
cJiange  d'un  point  ä  Vautre.  Seulement,  il  faut  pour  cela  que  les  con- 
ditions  a  et  j3  soient  remplies,  et  que  (condition  ä)  les  rayons  de  cour- 
bure  de  la  surface  soient  tr^s  grands  par  rapport  au  chemin  moyen  q. 
A  la  rigueur,  une  paroi  ne  serait  jamais  parfaitement  polie  pour 
un  observateur  qui  pourrait  discemer  les  molecules  du  gaz;  il  la  ver- 
rait  compos^e  elle-meme  de  molecules  et  recouverte  dWe  couche  de 
gaz  condense.  En  general,  les  mouvements  qui  ont  lieu  a  la  surface 
seront  donc  tres  compliques.  Gependant,  on  peut  admettre  qu'une  sur- 
face quelconque  qui  se  trouve  en  repos  peut  etre  en  ^quilibre  avec  un 
gaz  Sans  mouvement  d'ensemble,  ä  la  seule  condition  que  la  paroi  ait 
la  meme  temperature  que  le  gaz.  Cela  pose^  on  peut  de  nouveau  com- 
muniquer  au  Systeme  entier  une  vitesse  quelconque,  et,  en  supposant 
remplies  les  conditions  (a),  (ß)  et  {ö)j  passer  au  cas  dWe  surface 
courbe,  limitant  un  gaz  dont  Fetat  varie  d'un  point  ä  un  autre.  II 
parait  ainsi  que  les  conditions  ä  remplir  ä  la  surface  consistent  dans 
Vegalite  des  temperatu/res  et  Vegalite  des  vitesses,  de  la  paroi  et  du  gaz, 
dans  chaque  direction, 

§  26.  Nous  examinerons  maintenant  l'energie  i'xm  gaz  qui  est  le 
si^ge  d'xm  mouvement  sonore.  La  grandeur  de  cette  energie  est  donnee 
imm^diatement  par  T^quation  (13),  ou 

puisque  Rdl  est  Fenergie  contenue  dans  im  dl^ment  de  volume  dl. 

De  cette  equation  nous  pouvons  en  deduire  une  autre,  ne  renfer- 
mant  plus  que  u,  v,  w  et  Sy  si,  ä  Faide  des  equations  du  mouvement, 
nous  exprimons  d'abord  A  en  s.  Pour  le  cas  od  Fon  ne  conserve  que 
la  premiere  puissance  de  5,  cela  a  dejä  ete  fait  au  commencement  du 
§  23;  mais,  comme  il  est  desirable  de  calculer  Fenergie  R  plus  exacte- 
ment,  ä  des  termes  du  second  ordre  pres  (si  u,  t;,  w,  s  sont  du  pre- 
mier  ordre),  il  faut  maintenant  deduire  de  (aj),  (h^,  (c^)  la  relation 
qui  lie  /(  ä  5. 

A  cet  effet,  repr^sentons-nous  un  point  Q,  se  mouvant  de  teile 
Sorte  que  sa  vitesse  soit  toujoure  ^gale  ä  la  vitesse  d'ensemble  qui 
existe  ä  Fendroit  oü  il  se  trouve.     En  prenant  alors,  ä  ui^  moment 
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quelconqae  t,  poor  les  grandeurs  d  et  h  les  yaleurs  qu'elles  ont  en  Q, 

GH  a 

dd         dd  ,      dd   ,       dd    ,  dd 

HF-^^äS+^'ä^  +  ^äJ  +  W' 
ayec  mie  formule  analogue  pour  h,  et  de  (fy)  et  (c^)  on  d^duit 

Par  consequent,  poisque  dons  F^tat  d'equilibre  primitif  on  avait  d^d^, 

h 
log(^)  =  log(l  +  5)  =  |/il  +  2*'(Ä)]^- 

Ici;  on  peut  introduire  la  yaleur  de  d''(h)  tir^e  de  la  formale 

3[i  +  2a''(Ä)]' 

Qn  troaye  alors 

h 

.8        f     dh 
et,  en  sapposant  k  constant^ 

on  bien,  si  Ton  d^signe  par  T^  et  T  les  temperatores  absolues, 

On  est  ramen^  ainsi  ä  la  loi  bien  connue  qui  regit  les  changements 
de  temp^rature  dans  les  dilatations  ou  compressions  adiabfitiques. 

Pour  calculer  maintenant  en  fonction  de  s  Tenergie  12  qui  existe 
par  unit^  de  yolume^  nous  pouyons  poser 

et  d^elopper  cette  fonction  par  la  serie  de  Taylor.     En  employant 
la  relation  entre  dh  et  dö  que  nous  yenons  de  d^duire^  on  trouye 

äjr  -  e  [5  +  6 *  (Ä)]  5j  =  gp^pä^p^  •  7  • 

Donc^  si  l'on  d^igne  par  jßg  la  valeur  de  B  ponr  l'etat  d'equUibre 
et  ä  l'on  Babstitae  d—  Ö^'=  Ö^s, 

+  |<Jo(«*+»'  +  «^-     (16) 

7* 
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Le  premier  terme  de  cette  formule  s'eyanouit  lorsque,  dans  le  cas  des 
vibrations  sonores,  on  cherche  Venef^gie  moyetme  d'un  element  de  vo- 
lume  pendant  la  duree  d'une  Vibration;  en  effet,  la  valeur  mojeDne  de  s 
est  alors  zero.  Le  terme  disparait  egalement  lorsqu'il  s'agit  de  Venergie 
totale  existant  dans  une  masse  gazeuse  qui  s'etend  ä  Finfini  ou  qui  est 
limitee  par  des  corps  immobiles.  En  effet,  comme  la  masse  totale  est 
invariable,  on  a,  si  Von  etend  Fintegration  ä  Fespace  entier  occupe 
par  le  gaz, 

fsdl^O 
et,  par  consequent, 

§  27.  n  est  clair  que  cette  expression  doit  avoir  une  valeur  con- 
staute.  Pour  le  v^rifier,  je  designerai  par  K  la  valeur  qu'on  obtient, 
si  les  integrales  sont  etendues  ä  un  espace  l  arbitrairement  choisi,  qui 
est  entierement  rempli  par  la  masse  gazeuse  et  qui  est  limite  par  une 
surface  ö.  Je  designerai  par  a,  b,  c  les  angles  que  les  axes  des  coor- 
donn^es  forment  avec  la  normale  ä  cette  surface  menee  vers  Fexterieur, 

et  je  calculerai  la  valeur  de  -^  au  moyen  des  formules  (oj)  et  (b\). 

A  cet  effet,  il  suffit  de  multiplier  par 

Fäquation  (a,),  par  ÖqU,  SqV,  ÖqW  les  equations  (pW  de  prendre  la  somme 
des  quatre  equations  et  d'integrer  ensuite  par  rapport  ä  toute  F^tendue 
de  Fespace  l.    On  trouve  ainsi 


dK 
dt 


—  V^Öq  j{u  cos  a  +  v  cos b  +  w  cos c)sd6. 


Si  nous  prenons  maintenant  pour  l  Fespace  entier  occupe  par  le 
gaz,  la  surface  6  se  compose  des  surfaces  c^  des  corps  immobiles  que 
nous  avons  supposes  et,  ä  moins  que  celles-ci  n^enveloppent  le  gaz  de 
tous  cot^s,  d'une  surface  fermee  27,  situee  a  Finfini.  Or,  la  partie  de 
notre  demi^re  integrale  qui  se  rapporte  aux  surfaces  6^  est  nulle,  parce 
que  \i  cos  a  +  v  cos  b  +  w  cos  c  n'est  autre  chose  que  la  composante 
normale  de  la  vitesse  (u,  v,  w),  et  on  peut  demontrer  que  Fintegrale 
qui  est  foumie  par  la  surface  27  disparait  egalement  dans  tous  les  cas 
oü  le  d^rangement  de  Fequilibre  a  ete  produit  par  des  causes  qui  ont 
agi  dans  une  region  finie  et  depuis  un  instant  qui  n'est  pas  infiniment 
recule.  Alors,  pour  une  valeur  quelconque  de  /,  on  aura  toujours,  ä 
la  surface  27,  u  ^  v  =  w  =^Q  et  5  —  0,  des  qu'on  a  donne  ä  cette  sur- 
&ce  des  dimensions  suffisamment  grandes. 
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IMduotion  plus  exaote  des  iquations  du  mouvement.  Frottement  intärieur 

et  conduGtibilitö  oalorifiqne. 

§  28.  An  §  22,  nous  avons  obtenu  las  eqnations  (o,),  (ft,),  (r,) 
en  D^gligeant  tout  ä  fait  la  fonction  f  dans  Fexpression  (7).  Maintenant 
noüs  allons  essayer  de  pousser  Fapproximation  plus  loin,  en  tenant 
compte  de  la  circonstance  que  Tetat  en  un  point  de  la  masse  gazeuse 
n'est  pas  enti^rement  identique  ä  celni  qni  existerait  si,  dans  toute 
Vetendue  de  cette  masse,  N,  hy  u,  v,  w  avaient  continueUement  les  yaleurs 
qni  existent  an  point  et  ä  Tinstant  consideres.  Nous  continuerons  ä 
admettre,  toutefois,  qne  les  conditions  cc,  ß,  y  {%  14)  sont  remplies,  de 
Sorte  qne  (§  20)  la  fonction  f  est  toujours  tres  petite  par  rapport  ä 

Nous  ponvons  de  nouvean  partir  de  1  equation  (11)  (§  15);  ä  la  verite, 

quelques  termes  (^,  etc.]  y  ont  ete  negliges,  mais  comme  ces  termes 

sont  tres  petits  en  comparaison  de  ceux  que  nous  ayons  conserves,  Ter- 
reur  ainsi  commise  sur/*8era  aussi  tres  petite  par  rapport  ä  cette  grandeur, 
dejä  petite  elle-meme.  En  d'autres  termes,  si  nous  appelons  f  une  gran- 
deur  du  premier  ordre,  nous  negligerons  les  grandeurs  du  second  ordre. 
Dans  l'equation  (11),  il  faut  entendre  par  Fq  Texpression 

Si  Ton  observe  qu'en  gen^ral  N,  u,  v,  w,  h  dependent  de  x,  y,  js,  ty  on 
Yoit  que  cette  equation  devient 

^      ^""  di  dx    '  dn  dy  dt  dn 

.     TP  ft  \V^^t     1     ^^        .     ^-^^    I     ^-^1 

"^ är Lä^^  +  W'^  +  wS  +  ä^J 

En  un  point  donne  du  gaz  et  ä  un  moment  donn^,  le  second  membre 
que  nous  designerons  par  %,  peut  etre  regarde  comme  une  fonction 
connue  de  £,  17,  g,  Ey  p^, , .  ,p^.  Quant  au  premier  membre,  il  faut  se 
rappeler  que  (61— aJrfAd^  represente,  pour  Tunite  de  volume  de  la 
masse  gazeuse  P  introduite  au  §  4,  le  changement  que  les  chocs  pro- 
duisent,  pendant  Tintervalle  dt,  dans  le  nombre  des  molecules  du  groupe 
defini  au  §  3.     On  a,  en  tous  les  points  du  gaz  P, 
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avec  des  yaleors  constantes  de  N,  u,  v,  w,  h,  Exprimee  aussi  brieve- 
ment  qne  possible^  notre  equation  devient 

b  -  a  [pour  F^  NF,  (|  -  m,  . . .)  +  fi^,  i?,  g, . . .)]  -  X  (6,  ^,  S,  •  •  •), 

et  il  s'agit  mäintenant  d'en  deduire  /)  c'esirä-dire,  de  determiner  Vecart  qui 
doit  exister  entre  F^tat  du  gaz  P  et  Fetat  stationnaire  NFq(j^  —  u,  . . .) 
poar  que  le  nombre  des  molecules  du  groupe  considere  eprouve,  par 
suite  des  chocs,  Taccroissement  prescrit  x(l)  ^;  f ?  •  •  •)dkdt. 

§  29.  Nous  pouYons  mäintenant  faire  usage  de  la  circonstance 
que^  Sans  rien  changer  aux  mouyements  relatifs  des  molecules^  on  peut 
donner  ä  l'ensemble  du  gaz  P  une  yitesse  (—  m,  —  v,  —  w),  La  fonc- 
tion  fundamentale  prend  alors  une  forme  nouvelle,  qu'on  obtient  en 
rempla^ant^  dans  la  valeur  primitive,  5;  V)  5  P*^  I  +  w>  ^  +  ^*  5  +  <^'- 
En  outre,  dans  le  nouyel  etat,  le  nombre  des  molecules  du  groupe  ayant 
pour  limites  ^  et  ^  +  d^,  ri  et  rj  +  drj,  {;  et  g  +  dg,  E  et  E  +  dE,  etc. 
subira,  par  suite  des  ohocs,  un  changement  ^gal  ä  celui  qu'eprouyait, 
dans  le  premier  etat,  le  nombre  des  molecules  du  groupe  ayant  pour 
limites  |  +  Met|  +  M  +  dg,  rj  +  v  et  rj  +  v  +  driy  t  +  w  et  t  +  w  +  dt, 
E  et  E  +  dEy  etc.    Analytiquement,  cela  s'exprime  par  Fequation 

6-a|>ourF-J^l^o(S,^,&,.-0  +  AS+w,...)]  =  z(6+i*,i?+t;,5+u;,...). 

Donc,  si  on  peut  determiner  la  fonction  f  (|,  ij,  5, . . .)  de  teile 
Sorte  qu'il  soit  satisfait  ä  l'^quation 

6~a[pourl?W=J\ri?;(|,iy,g,...)+r(|,i2,e,...)]=X(6+«>i?+v,6+t^^ 

—  c'est-a-dire,  si  Ton  peut  trouyer  de  combien  Fetat  du  gaz  P  doit 
diffi^rer  de  Väat  de  repos  stationnaire  ^F^d,  17,  g, . .  .),  pour  que  le 
nombre  des  molecules  du  groupe  en  question  yarie  d'une  mani^re  pres- 
crite,  — ;  on  aura 

et  par  consequent 

f{h  ^, 5, •  •  •) - r(6  - w,  1?  - 1?,  g -  tr, . . .) .  .  .  (18) 

Introduisons  ceci  dans  les  equations  (8),  et  remplafons  en  m&me 
temps,  comme  au  §  21,  |,  iy,  g  par  |  +  w,  iy  +  v,  t  +  w.  Nous  trou- 
yons  alors,  en  ecriyant  toujours  r*  pour  5*  +  ij*  +  g*, 

fn%,n,%)dk~ff{l,ri,l)(X  +  u)dX 

-fra,  V,  t)  iv + f>)dx  =jr%  n,  s)  (t+iv)di 

-Jlra,  n,  5)  1'-*+ 2  (s«+i?t;+ gw)  +  (h»+ t'»+ w«)]  dx  -  0, 


(20) 
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d'oü   Ton   Yoit   que  la  fonction  f   doit   satisfaire  aux  conditions  sui- 
yantes: 

yr  (1, 71,%,..  )dk  "fni,  v,t,-.  .yux  -fn^,  v,t,--  o^^^ 
-fr i^,n,t,.--)m -fr (i, n, t, ...)r*dk^ o.  (i9) 

§  30.  Une  fois  la  fonction  f  trouvee  au  moyen  des  equations 
(17)  et  (19),  voici  ce  que  deviennent  les  parties  accessoires  de  P^,  etc., 
que  je  d^signerai  par  P'^^  etc. 

p'~fn*dx,  p\=-frv'dx,  p'=fn'dx, 
Qf,»~frudx,  Q'„=-frritdi,  Q:.-fr%%dx, 

■R~fr(imr*  +  E)dX, 

S',~Jn{^fnr»  +  E)dX  +  m{uP',+  vQ',y  +  w^f,.) 

+  uffEdX, 
S\=Jrn  i^mr*  +  E)dX  +  w(«^y,  +  vP\  +  w^.) 

+  vfrEdX, 
S',  =  ff'  i(jmr'  +  E)dX  +  miuQ:,  +  vQf.,  +  w  P',) 

+  wffEdX, 

oü,  comme  dans  tont  ce  qui  snivra,  on  doit  entendre  par  f  la  fonction 

Ges  formales  se  d^duisent  des  equations  (3),  si  l'on  emploie  la 
mSme  m^thode  qui  nous  ä  serri  ä  obtenir  les  conditions  (19).  On  a, 
par  ezemple, 

p'.=/r-  (I  +  »)'<i^  -frvdx  +  2ufrux + v.*ffdx, 

S'.'-fr-  (S  +  t«){it»r«+  m («I  +  «1?  +  wl)  +  im(M»+  »»+  f«*)  +E\dX, 

ce  qui  donne  les  valeors  que  nous  venons  d'indiquer,  lorsqn'on  a  egard 
aaz  ^nations  (19). 

En  vertu  de  la  demiere  de  ces  conditions,  on  a 

p;+p;+p'.=  o (21) 

et 

jr^ffEdX,    ........    (22) 
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et  si  ensoite  on  pose 

{S\)~frv(j*nr*  +  E)dk,-    •     .         .         ^23) 

{S'.)~fn(\tnr'+E)dX, 
on  peut  ecrire 

S\-'{S',)  +  m{uP\+vQ;,,+  wQ':,,)  +  uR,   etc.       .     (24) 

Notons  encore  que  Fintegrale  (S'^)  est  impaire  par  rapport  ä  x, 
ce  qui  resulte  e.  a.  de  ce  que  P\,  v,  iv,  R'  sont  pairs  et  S'^,  m,  Qx^,  QLm 
impairs.  Au  contraire;  (&*'J  est  pair  par  rapport  kyetz,  On  peut  facile- 
ment  indiquer  les  proprietes  analogues  des  grandeurs  [S'^)  et  (S',). 

Ge  sont  les  integrales 

p;,  p;,  F„  q;^,,  q;.,  q:.,  r,  (s'j,  (s;),  (s'j,  .  .  (25) 

qu'ü  s'agira  maintenant  de  determiner. 

§  31.  Si  dans  Täquation  (17)  on  remet  pour  x  ^^  valeur  primi- 
tiye,  et  que  desormais  on  entend  toujours  par  F^  la  fonction  Po(Sy  '7; 
g,  jB,  Pi  . . .  p^,  h)j  on  a,  pour  determiner  fy 


6-a[pourJ'-jrF.  +  n-J^|fiJ  +  i^^|j  +  2^^ 


dt  de 


+^«[|f«+«)+f(.+«)+|^a+«')+^: 


du 


du 


-^wffi«+«)+IJ(''+'')+w(s+-)+ 


dt> 


du 
dt 

dv 


-^'^[|^(5+«)+U(.,+.)  +  |^a4-«')+^ 


dw 
Jt 


(26) 


Le  second  membre  de  cette  equation  peut  etre  notablement  sim- 
plifie.     On  7  remarquera  le  groupe  de  termes 

dx       ^   cy      ^    de  dt 

et  quatre  autres  groupes  qui  contiennent  sous  la  meme  forme  les  ya- 
riables  m,  v,  «r,  h.  Pour  ces  groupes  on  peut  substituer  les  valeurs 
qu'on  tire  des  equations  {a^j  (b^)  et  (c^)  (§  22).  En  effet^  bien  que 
ces  demieres  ne  soient  pas  tout-ä-fait  exactcs,  elles  nen  peuvent  pas 
moins  servir  ä  calculer  le  second  membre  de  (26)^  qui  n'a  quWe  faible 
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raleor.     Or,   en  effectuant  cette   Substitution^   on  Toit  disparaitre   les 
termes  en 


Genx  qui  contiennent 


dx  ^     dy  dz' 

dN      dN     ,    dN 
et 


dx  '     dy  de 

peuvent  Stre  omis^  parce  que  ces  derivees  s'y  trouvent  multipliees  par 
les  facteurs 

(et  en  outre  par  le  facteur  -^  h)  et  que  nous  savons  dejä  (§  18)  que 

des  expressions  de  cette  forme  ne  peuvent  avoir  aucune  influence  sur 
les  yaleurs  de  P'^,  etc.  En  fin  de  compte  et  par  un  arrangement  con- 
Tenable  des  termes  restants,  l'equation  (26)  deyient 

6-a[pour-F=i^-Fo  +  n 

^V'  ag  dy^^  dn  dx)      ^  [^  dn  dz^"^  di  dy) 

_'sr(^dj\d_w       dj\d_u\ 

^^V  dtdx'^^  di  dz) 

_  jj l^dj\,d_u         dj\d_v^       ^dj\d_w\ 
^^V  di  dx^^  dn  dy^^  dt  dz) 

-n[f^+  3[i+  2<^'(/»)]"äÄl(äl  +  äj  +  ^)  •    •    •    •   (27) 

Pour  en  deduire  la  fonction  f,  ou  plutot  les  valeurs  correspon- 
dantes  des  grandeurs  (25) ,  nous  pouYons  chercher  (§  16)  les  yaleurs 
qui  proTiennent  de  differentes  parties  du  second  membre  et  en  prendre 
la  somme.  Dans  ces  calculs^  on  peut  de  nouveau  faire  intervenir^ 
conune  au  §  17,  la  consideration  des  Images  par  rapport  ä  des  plans 
perpendiculaires  aux  axes  des  coordonnees.  Or,  non  seulement  les  ya- 
leurs de  N,  h  et  #'  (h)  seront  les  memes  en  des  points  correspondants 
de  la  masse  gazeuse  et  de  son  image^  mais  comme  NFq  est  la  fonction 
fondamentale  pour  un  etat  de  repos  stationnaire. 


jp     .   dFf^       dFn      dFn 


0         ''•'  0 


di  '    dn  '     ds 

seront  en  ces  points  les  memes  fonctions  de  |^  77,  ^    En  outre,  Fq  de- 
prendra,  dans  le  gaz  reel  et  dans  son  image,  de  la  meme  maniere  de 

la  temperature  ou  de  A;  la  deriyee  -^y°  sera  donc,  eile  aussi,  paire  par 


106  Les  ^quations  du  mouyement  des  gaz 

rapport  ä  chacune  des  coordonnees.  On  peut  en  condure  que  la  question 
de  savoir  si  les  termes  dans  le  second  membre  de  (27)  sont  pairs  ou 
impairs  par  rapport  a  une  des  coordonnees  devra  etre  decidee  par  la 
consideration   des  deriv^es  de  u,v,Wyh  par  rapport  aux  coordonnees. 

§  32.  Dans  la  decomposition  du  second  membre  de  F^quation  (27), 
nous  nous  laisserons  guider  par  la  consideration  de  quelques  cas  simples. 

Supposons  d^abord  le  gaz  en  repos,  et  admettons  que  la  tempera- 
ture,  et  par  consequent  hj  soient  une  fonction  de  x.  Le  second  membre 
de  (27)  devient  alors 

^\^Th+'^-dlld'x (2^) 

Gette  expression  etant  impaire  par  rapport  ä  j;  et  paire  par  rap- 
port 9k  y  ei  Zy  (S'je)  est  la  seule  des  integrales  (25)  qui  en  puisse  de- 
pendre.     La  valeur  qu^on  trouye  pour  cette  integrale  sera  evidemment 

proportionnelle  ä  ö--     Mais,  si  T  est  la  temp^rature,  on  a 

dh^    dT 

dx         dx  ^ 

oü  e  est  pour  chaque  gaz  une  constante  connue.  Par  consequent,  iß'^ 
est  aussi  proportionnel  ä  ^  et  peut  Stre  represente  par 

dx 

Le  coef&cient  x  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  de  conductibilite  calo- 
rifique,  ce  qui  ressort  de  ce  que  l'integrale 


fri(^f>*r'  +  E)dX 


represente  (exprim^  en  unit^s  de  trayail)  Fexces  de  la  quantite  de  cba- 
leur  qui,  dans  l'unite  de  temps  et  ä  trayers  Tunite  de  surface  d'xm  plan 
perpendiculaire  ä  Faxe  des  x,  passe  dans  le  sens  des  x  positifs,  snr 
Celle  qui  passe  dans  le  sens  oppos^. 

Si  Fon  connaissait  la  structure  des  molecules  et  leur  action  mu- 
tuelle,  il  y  aurait  quelque  espoir  de  pouyoir  calculer  x.  A  de£Eiut  de 
cette  connaissance,  tout  ce  que  nous  pouyons  d^duire  de  nos  ^quations, 
c'est  que  le  coefficient  x,  ainsi  qu'il  a  dejä  ^te  montre  par  diyers  phy- 
siciens,  est  independant  de  la  densite. 

§  33.  Pour  demontrer  ce  theor^me,  on  peut  se  baser  sur  les  deuz 
propositions  suiyantes: 

1.  Si  la  fonction  fondamentale  F  est  multipli^e  par  un  facteur 
constant  n,  c'est-ä-dire  si  non  seulement  la  densite  totale  du  gaz,  mais 
aussi  la  densite  de  chaque  groupe  de  molecules  ayant  un  etat  d^ter- 
mine,  deyiennent  n  fois  plus  grandes,  le  nombre  des  rencontres  sera 
multiplie  par  n^     II  en  sera  de  meme  de  la  yaleur  de  b  —  a. 
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2.  Comme  cette  demiere  grandeur  depend  d'une  mani^re  lineaire 
de  la  fonetion  accessoire  f  (§  15),  eile  variera  dans  le  rapport  de  1  ä  n, 
si,  en  ne  changeant  rien  ä  la  fonotion  principale,  on  remplace  f  par  nf. 

Gela  pos^^  nous  pouYons  comparer  deux  masses  gazeuses,  qui,  en 
des  points  correspondants,  ont  la  meme  temperature,  mais  dont  la  se- 
conde  a  nne  density  n  fois  plus  grande  que  celle  de  la  premiere. 
U^qnation  (27)  exige  alors  que,  pour  le  second  gaz,  la  difference  h  —  a 
Boit  n  fois  plus  grande  que  pour  le  premier.  Or,  si  Ton  passe  du 
Premier  gaz  au  second,  Fexpression  NF^  devient  n  fois  plus  grande 
et  si  on  commence  par  faire  augmenter  la  fonetion  accessoire  f  dans 
le  meme  rapport,  on  obtiendra  une  valeur  de  h  —  a^  n^  fois  plus  grande 
que  dans  le  premier  gaz.  Pour  ramener  cette  yaleur  ä  ce  qu'elle  doit 
etre,  il  suffit,  d'apr^s  la  demiere  des  propositions  precedentes,  de  changer 
dans  le  rapport  de  n  ä  1  la  fonetion  accessoire  dans  le  second  gaz. 
Par  la  eile  devient  egale  ä  la  fonetion  /'  pour  le  premier  gaz,  d'oü 
Fon  conclut  immediatement  ä  Fegalite  des  quantites  de  chalcur  trans- 
portees  et,  les  chutes  de  temp^rature  etant  egales,  ä  celle  des  coeffi- 
cients  de  conductibilite. 

§  34.  Tout  comme  le  premier  terme  de  (27),  on  peut  traiter  les 
denx  suiyants.  On  trouve  ainsi  que  ces  trois  termes  conduisent  aux 
yaleurs  suivantes  de  (iS'J,  (S'^),  (S'J: 

'edx'         'edy'     '~"edz ^  ^ 

§  35.  Admettons,  en  second  lieu,  que  le  gaz,  avec  une  densite 
et  une  temperature  uniformes,  possede  dans  le  sens  de  l'axe  des  x  une 
vitesse  d'ensemble  dependant  seulement  de  y,  Le  second  membre  de  (27) 
deyient  alors 

-- ?^i?^fj (30) 

Comme  il  s^agit  cette  fois-ci  d'une  fonetion  qui  est  impaire  par 
rapport  ä  rr  et  y,  paire  au  contraire  par  rapport  ä  xr,  nous  n'avons  ä 
parier  que  de  Fintegrale  Qfxy.    Sa  valeur,  en  tant  qu'elle  depend  de  l'ex- 

pression  (30),  doit  etre  proportionnelle  a  ö—  •    Si  on  la  represente  par 

fi  du 
m  dy' 
H  sera  le  corffieient  de  frotteinent 

En  effet,  Fexpression  mj  f^ridk  represente  la  quantite  de  mou- 
vement  ayant  la  direction  de  Faxe  des  x,  qui,  par  unite  de  surface  et 
unit^  de  temps,  se  trouve  transportee  ä  travers  im  plan  perpendiculaire 
i  OF;  c'est  donc  bien  ce  qu'on  appelle  le  frottement  entre  les  couches 
qui  se  trouvent  des  deux  cotes  de  ce  plan. 
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Comme  on  sait,  le  coefficient  de  frottement  a,  loi  aussi^  la  pro- 
priet^  remarquable  d^etre  independant  de  la  density.  On  le  d^montre 
par  le  m&me  raisonnement  qui  nons  a  servi  pour  le  coemdent  de 
conductibilite.^) 

En  traitant  de  la  meme  maniere  les  autres  termes  de  (27)^  ana- 
logues  ä 


on  obtient  les  parties  suivantes  de  Qf^^y  Qf^,,  Qf,^: 

mXcy'^dx)'         m\de'^dy)'         m\dx'^de) 


§  36.     Les  termes  dn  second  membre  de  (27)  qu'il  nous  reste  a 
considerer^  contiennent  un  des  facteurs 

du      dv       dto 
Fx^     dy^     Ti' 

Ces  termes  sont  donc  tous  pairs  par  rapport  ä  chacune  des  coordon- 
nees  et  parmi  les  integrales  (25),  P',,  P'^,  T\  et  if  sont  les  seules 

auxquelles  ils  puissent  contribuer.   Ecrivons  b  ^—  pour  la  partie  de  P', 

qui  correspond  aox  termes  en  ^ ,   et  cd  ^  pour  celle  qui  provient  des 

termes  en  k— •    Alors,  pour  des  raisons  de  sym^trie,  la  partie  de  P'^ 

qui  dopend  de  ^  pourra  etre  representee  ä  Faide  du  mSme  coefficient  cd 
et  on  aura 


et  egalement 


P/  du  ,       fdv    ,   duf\ 

T>/  dw  .       /du  .   dv\ 


dy. 

expressions  qui  se  simplifient  encore  si  l'on  fait  attention  ä  la  rela- 
tion  (21),  cette  demiere  exigeant  que  Ton  ait 

«  —  —  2  CD. 

Quant  ä  la  valeur  (22)  de  IT,  eile  deyra  dependre  de  la  mtoe 
mamere  de  x— ,     ä~  ®*'  ^'     ^^  consequent,  si  nous  posons 

dx^  dy^  dt  ^^' 
nous  pourrons  ecrire,  en  designant  par  v  un  certain  coefficient,  ana- 
logue  aux  coefficients  de  conductibilite  et  de  frottement, 

R^  vK. 

1)  Yoir  la  note  a  la  fin  de  ce  memoire. 
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§  37.  Le  coefficient  a>  peut  etre  exprime  au  moyen  du  coefficient 
de  frottement  [i.  Cela  proyient  de  ce  que  le  gaz  a  les  mSmes  pro- 
prietes  dans  toutes  les  directions^  de  sorte  que  la  forme  des  equations 
ne  doit  pas  chaDger  par  un  changement  des  axes  de  coordonnees. 

Nous  pouvons  nous  bomer  a  remplacer  les  axes  des  x  et  des  y 
par  deux  autres  OX^  et  01\y  qu'on  obtient  eii  faisant  toumer  OX  et  OY 
d'un  angle  0*  autour  de  Taxe  OZ,  dans  une  direction  teile  que  OX 
yiendrait  ä  coincider  avec  OY,  si  Tangle  0*  etait  de  90^.  Si  Ton  dis- 
tingue  par  l'indice  1  les  nouvelles  coordonnees  et  toutes  les  grandeurs 
qui  s'j  rapportent,  on  aura 

I  —  5i  coS'Ö'  —  1^1  sin 0*,     i;  =  li  sin #  +  1^1  cos 0* 
et  (§  9) 

P,=  cos'^Ö* .  P,  -  2  cos  0  sin  0^ .  Q^^^+  sin«  #  •  P^^     .     .     (31) 

Or,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  au  §  21,  les  valeurs  principales  de 
P,f  P.u  Qs,u  P,i  sont 

^Nh  +  Nu^ 

Gomme 

u  '='Ui  cos  #  —  Vj  sin  0", 

ces  parties  principales  satisfont  ä  la  condition  (31).    II  faut  donc  que 
Ws  parties  accessoires  le  fassent  %alement  et  que  Ton  ait 

P',-  cos«#  .  P;.  -  2  cos#  sinO^ .  ^xy,+  sin»#  •  P;^. 

Iciy  on  peut  substituer  les  valeurs 

K.-»{jr.-3|a),    p;-»(jr,_s|i), 

^  Ajant  egard  auz  relations 

u  —  tij  cos  ^  —  t?!  sin  #,     1;  =  Uj  sin  #  +  t\  cos  ^, 

5—  ••  COS  ^5 Sin  #  5— ,     5-  —  sin  #  5 h  cos  #  x—  . 

ex  dx^  dyi  ^     dy  dx^    ^  dy^ ' 


^-COB«^ 


On  trouT«  alors  la  relation  umoncee 

CD  i"  T  — • 

S  ai 
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§  38.  En  fin  de  compte  les  integrales  (25)  prennent  les  yaleurs 
suivantes: 

*      3  w  \  dxr        ^ 

V*y  =  —  ~  (^ h  ö-)f  etc., 

^ "  m\cy       cx)^         ' 

(^  J  =  —  ^  Q  ■= 15" >  etc. 

^    *^  dx  e  ex' 

§  39.  Le  coefficient  v,  qui  n'interyient  que  dans  les  gaz  polyato- 
mique  (car,  pour  les  gaz  monoatomiques,  E  et  par  cons^quent  v  sont 
nuls),  est  ici  introdoit  pour  la  preiniere  fois.  On  pourra  le  mieuz  se 
rendre  compte  de  sa  signification  par  les  considerations  suivantes. 

Lorsqu'un  gaz  se  trouve  dans  un  etat  stationnaire  de  repos,  il 
eziste  une  certaine  relation  entre  Fenergie  Ä^  du  moutement  de  trans- 
lation  des  molecules  et  l'energie  intramoleculaire  ^29  pour  l'unit^  de 

masse,  ces  ^nergies  sont  —h  et  d'Qi),    Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  quand 

Fetat  est  variable.  Si,  par  exemple,  un  gaz  est  comprime^  la  vitesse 
du  mouvement  des  molecules,  et  par  cons^quent  h^  augmentent.  Par 
suite  des  chocs,  A^  croitra  aussi;  toutefois,  un  certain  temps  sera  n6- 
cessaire  pour  faire  acquerir  ä  ^  la  valeur  d'{h)  qui,  dans  F^tat  sta- 
tionnaire, repondrait  ä  la  nouvelle  valeur  de  Ä^.  Pendant  la  compres- 
siofiy  c*est-a-dire  tant  que  h  croit,  on  aura  A^^d"  (A). 

Or,  c'est  la  ce  qui  est  indique  par  le  coefficient  v.     Lors  d'une 

compression,  en  eflfet,  K  a  une  certaine  valeur  diflFi^rente  de  0,  et  — ^ 

detennine  pr^cisement  de  combien  A^  differe  de  d'Qi).  Comme  K  est 
negatif  durant  la  compression,  et  qu'on  doit  avoir  A2<Cd'(h),  il  en 
resulte  que  la  valeur  de  v  doit  etre  positive. 

Malheureusement,  une  determination  exp^rimentale  du  nouveau 
coefficient  v  serait  bien  difficile.  Pour  que  son  infiuence  püt  devenir 
sensible,  il  faudrait  des  variations  de  densite  s'effectuant  avec  beaucoup 
plus  de  rapidit^  que  cela  n'est  le  cas  dans  les  experiences  ordinaires 
sur  les  vibrations  sonores. 

§  40.  R^sumons  maintenant  ce  qui  a  ^te  trouv^  aux  §§  34 — 38, 
calculons  S'^,  S'^,  S\  au  moyen  des  formules  (24)  et  reunissons  enfin 
les  parties  accessoires  de  P^  etc.  aux  parties  principales  qui  ont  ^t^ 
calcul^s  au  §  21.     Nous  trouvons  alors 

■P«=  i[l  *'*  +  *«*- 2**  Il  + 1/*4  ^**' 
«x,=  ^i[<J«''-.«(f^  +  a*)],  etc. 
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R  =  itf(„«+  t,»+  ,<,»)  +  i  dlh  +  2»{h)-\  +  vK, 

-  **  ["  (if  +  13^+  '"  (I7  +  Tx)]  -  2f* «  f^  +  (I  /*  +  ")  « ^»    ete. 

En  transportant  ces  yaleurs  dans  les  ^quations  gen^rales  (a^),  (6^), 
(^)  (§  ^\  ^^  obtient  finalement  les  equations  du  mouvement.  Je  n'exe- 
cuterai  pas  ici  cette  Substitution^  le  resultat  en  ^tant  tres  complique,  et 
F^tant  d'autant  plus  que,  ä  la  rigueur,  les  coefficients  fi,  x  et  1/  doivent 
§tre  consider&(  comme  des  fonctions  de  h.  Je  ferai  seulement  remarquer 
que,  si  Von  ne  tient  pas  compte  de  la  variabilite  de  /Lt,  les  equatious  (bj 
prennent  une  forme  equivalente  ä  celle  sous  laquelle  elles  ont  ete  ob- 
tenues  par  Maxwell^). 

Quand  on  se  bome  ä  un  derangement  infiniment  petit  de  Fequi- 
libre,  il  est  permis  de  regarder  fi,  x  et  v  comme  des  constantes.  Si, 
en  outre^  on  supprime  l'action  des  forces  exterieures^  et  qu'on  intro- 
duit^  comme  au  §  22^  le  signe  s  pour  la  condensation,  les  Equations 
da  monyement  deyienoent 

^+^^-0, K) 

»        dx    '   '^  dt       \  's»'dx~    ' 


ih) 


1  b{h-\-\s)  ,dv^_i^.l^i.dK      f. 
8        dy       '^'dt       8^"^^       i\dy°^> 

ld(.h  +  h,s)  ,S^_fL.,„_il^  dK_  n 
&        dz        ^  dt       *,     "^       8  il'dz~^' 


Note. 
Snr  les  coefflcients  de  frottement  et  de  condnctibilitö  calorifiqne. 

Meme  pour  un  gaz  compos^  de  molecules  spheriques,  parfaitement 
dnres  et  elastiques,  on  n'a  pas  reussi  jusqu'ici  ä  calculer  d'une  maniere 
entierement  satisfaisante  les  coef&cients  ft  et  x.  On  peut  cependant 
anriver  ä  des  condusions  importantes  en  tirant  parti  de  la  comparaison 
de  denx  syst^mes  semblables.  On  entend  par  la  que^  dans  le  second 
systäme^  les  valeurs  des  differentes  grandeurs  qu'il  y  a  lieu  de  consi- 
därer  se  distingaent  des  valeurs  correspondantes  dans  le  premier  sys- 


1)  Yoir  la  foxmule  (128)  dans  le  memoire  citä  de  Maxwell. 
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« 

töme  par  certains  facteurs  numeriqueS;  ces  facteurs  ou  ^^coefficients  de 
similitude^'  etant  les  memes  poar  toutes  les  grandears  de  la  meme 
esp^ce,  mais  variant  d'une  espece  ä  Tautre. 

Or,  apres  avoir  arbitrairement  choisi  trois  nombres  a,  ß  et  y,  on 
peut  concevoir  deux  systemes  de  molecules  spheriques,  tels  que,  pour 
passer  du  premier  au  second,  il  faut  multiplier  par  a  les  masses  des 
molecules^  par  ß  les  longuenrs  (dimensions  et  distances  des  molecules) 
et  par  y  les  intervalles  de  temps^  ce  qui  yeut  dire,  que  lorsque  cer- 
taines  positions  des  particules  du  premier  Systeme  se  suceedent  ä  des 
intervalles  deiemps  t,  des  intervalles  yx  secouleront  entre  les  instants 
auxquels  le  second  Systeme  atteindra  les  positions  correspondantes. 

Cela  pose,  on  voit  immediatement  que  le  coefGcient  de  similitude 

est  —  pour  les  vitesses  (c'est-ä-dire  pour  les  vitesses  moleculaires  et  pour 
les  vitesses  d'ensemble  Uj  v^  w)^  —  pour  les  quantites  de  mouvement 

des  molecules,  —^-  pour  leur  energies  cinetiques  et  pour  les  tempera- 

tures  (puisque  Tenergie  moyenne  d'une  molecule  est  la  mesure  de  la 
temperature),  —  pour  les  derivees  de  w,  v,  w;  par  rapport  aux  coordon- 

n^es  et  — ^  pour  les  chutes  de  temperature. 

Donc,  si  Ton  compare  des  elements  de  surface  correspondants,  on 

trouve  —  pour  le  rapport  des  quantites  de  mouvement  par  lesquelles 

ils  sont  traverses  pendant  des  temps  correspondants;  ce  rapport  de- 

vient  ö-i  B\j  dans  les  deux  cas,  on  considere  le  transport  de  quantite 

de  mouvement  ramene  a  Tunite  de  surface  et  Tunite  de  temps.  Enfin, 
pour  obtenir  le  coefficient  de  similitude  pour  les  coef&cients  de  frotte- 

a.  1 

ment  fi,  il  faut  diviser  ce  demier  nombre  -^  P^^  ~9  4^  ^^^  ^^  facteur 

relatif  aux  derivees  de  u,  v,  w  par  rapport  aux  coordonnees.  On  trou- 
vera  donc  le  coef&cient  de  frottement  du  second  gaz  en  multipliant 

par  Y"  ^l^i  ^^  premier. 

D'un  autre  cote,  il  est  clair  que  le  coefficient  de  frottement,  etant 

independant  de  la  densite  du  gaz,  doit  etre  determine  par  le  diametre  6 

des  molecules,  leur  masse  m  et  la  vitesse  moyenne  v   de  Tagitation 

moleculaire.     On   en   deduit   facilement   que   la   formule   pour  fi   doit 

avoir  la  forme 

mv 


C 


tf«  ' 


oü  (7  est  un  coefßcient  numerique  qui  serait  le  meme  pour  tous  les  gaz. 

En  ce  qui  conceme  la  conductibilite  de  la  chaleur,  la  question  est 

un  peu  plus  compliquee,  la  valeur  du  coefßcient  x  dependant  du  choix 

de  Tunite  de  chaleur  et  de  Celle  de  la  temperature.    D  est  naturel  de 
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prendre  pour  la  premifere  Tunite  de  travail.  Quant  a  la  seconde,  je 
supposerai  pour  un  moment  qu'elle  ait  une  teile  grandeur  que  la  yaleur 
numerique  «d*  de  la  temperature  soit  egale  ä  celle  de  Tenergie  cinetique 
moyenne  d'une  molecule.  Alors^  le  coefficient  x  sera,  lui  aussi^  enti^re- 
ment  determine  par  les  grandeurs  m,  6  et  T.  Meme^  la  masse  m  ne 
pourra  entrer  dans  le  resultat,  parce  que  le  coefficient  de  similitude 

est  trouve  avoir  la  valeur  ^  pour  le  coefficient  de  conductibilite. 

La  formale  pour  x  sera  donc  de  la  forme 

C  ^tant  un  coefficient  comparable  a  C,  qu'on  pourrait  detemiiner, 
s'il  etait  possible  de  soumettre  a  un  calcul  rigoureux  les  mouvements 
des  spheres  elastiques. 

La  formule  deviendra 

quand  on  adopte  une  unite  de  temperature  n  fois  plus  grande,  c'est- 
a-dire  teile  que  Tenergie  moyenne  d'une  molecule  soit  representee,  non 
plus  par  d  lui-m^me^  mais  par  nd: 

L'energie  contenue  dans  Tunite  de  masse  etant  alors 

na* 
m  ' 

on  voit  que  —  n'est  autre  chose  que  la  chaleur  specifique  sous  volume 

constant,  que  je  designerai  par  c,    On  en  deduit 

n  =  cm 
et 

my 


x  =  G'c 


6*    ' 


relation  qui  restera  encore  vraie  lorsqu'on  passe  ä  une  unite  de  chaleur 
quelconque.  En  effet^  cela  fera  changer  dans  le  m§me  rapport  les  va- 
leurs  num^riques  de  x  et  de  c. 

Plusieurs  physiciens  ont  donne  des  valeurs  plus  ou  moins  appro- 
chees  des  constantes  C  et  C,  mais  je  crois  pouvoir  dire  que  les  valeurs 
exactes  sont  encore  inconnues. 

Ajoutons  que  d'apr^s  les  formules  que  nous  yenons  d'obtenir,  les 
coefficients  ft  et  x  seraient  proportionnels  tous  les  deux  a  la  racine 
carr^  de  la  temperature  absolue. 


Loronis,  WiaMnioIuiftliohe  Abh»ndla]igen.  8 


V. 

über  die  Anwendung  des  Satzes  vom  Yirial  in  der  kinetischen 

Theorie  der  Gase. 

(Annalen  der  Physik  und  Chemie,  12  [1881],  p.  127.) 

In  seiner  bekannten  Schrift  ^Over  de  continuiteit  yan  den  gas-en 
vloeistoftoestand*' ^)  hat  Hr.  van  der  Waals  die  Modifikationen  be- 
trachtet, welche  in  der  Beziehung  zwischen  Volumen,  Druck  und  Tem- 
peratur eines  Gases  einerseits  wegen  der  molekularen  Attraktion,  an- 
derseits  wegen  der  Größe  der  Moleküle  angebracht  werden  müssen. 
Die  Berücksichtigung  beider  Umstände  führte  ihn  zu  der  Gleichung 

(p  +  ^)(v-b)=Ril  +  at), (1) 

WO  mit  p,  V,  t  Druck,  Volumen  und  Temperatur,  mit  «  der  Ausdehnungs- 
koeffizient eines  idealen  Gases,  mit  R,  a  und  h  Eonstanten,  welche  von 
der  Natur  des  betrachteten  Gases  abhängen,  bezeichnet  sind.  Es  hangt 
dabei  a  mit  der  Attraktion,  h  mit  der  Größe  der  Moleküle  zusammen, 
und  zwar  bedeutet  h  das  vierfache  Molekularvolumen. 

Bei  der  Ableitung  dieser  Beziehung  benutzte  van  der  Waals  die 
sogenannte  Gleichung  des  Virials,  wie  sie  zuerst  von  Clausius  für 
stationäre  Bewegungen  eines  Molekülsjstems  angegeben  wurde.     Diese 

Gleichung  lautet: 

-y^Z{Xx  +  Yy  +  Zz)=^Z\mu\ (2) 

und  bedeuten  dabei  X,  Y,  Z  die  Komponenten  der  auf  ein  Molekül 
mit  dem  Schwerpunkte  {x,  y,  z)  wirkenden  Kraft,  m  die  Masse  des 
Moleküls,  u  die  Geschwindigkeit  seines  Schwerpunktes,  während  die 
Summe  beiderseits  über  sämtliche  Moleküle  ausgedehnt  werden  muß. 

Wird  bei  der  Berechnung  des  Virials  —  ^Z{Xx  +  Yy  •\-  Ze)  der 
wirkenden  Kräfte  nur  der  äußere  Druck  in  Betracht  gezogen,  so  erhalt 
man  die  Grundgleichung  für  Gase  in  der  einfachen  Form  pv=^R{\-\-a{). 
Berücksichtigt  man  aber  auch  das  Virial  für  die  anziehenden  Kräfte^ 
welche  die  Moleküle  aufeinander  ausüben,  so  findet  man  zu  p  die  in  (1) 

durch  das  Glied     ,   angedeutete  Korrektion. 

1)  Siehe  die  Übersetzung:  Van  der  Waals,  Die  Kontinuität  dea  gasförmigen 
und  flüssigen  Zustundes,  2.  Aufl.,  Leipzig,  18U9,  1900. 
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Den  Einfloß  der  Molekulargröße  berechnet  van  der  Waals  in 
ganz  anderer  Weise.^)  Es  diente  ihm  dazu  die  Erwägung^  daß  durch 
die  Ausdehnung  der  Moleküle  der  Weg,  den  sie  zwischen  aufeinander- 
folgenden Zusammenstößen  zurücklegen^  verkürzt  wird,  und  demzufolge 
die  Anzahl  der  Stöße  gegen  die  einschließenden  Wände  und  dadurch 
auch  der  Druck  vergrößert  werden. 

Diese  Abweichung  von  der  zuerst  benutzten  Behandlungsweise 
scheint  mir  nicht  notwendig  zu  sein.  Die  Gleichung  vom  Virial  ist 
ganz  allgemein,  sie  gilt  auch  für  Moleküle  von  merklicher  Größe,  und 
man  muß  also  aus  derselben  auch  für  Gase  mit  solchen  Teilchen  die 
Beziehung  zwischen  p,  v  und  t  herleiten  können.  Nur  muß  man  zu 
diesem  Zwecke  das  Virial  sämtlicher  Kräfte  berücksichtigen,  also  nicht 
bloß  dasjenige  des  äußeren  Druckes  und  der  Molekularanziehung,  son- 
dern auch  das  Virial  der  abstoßenden  Kräfte,  welche  die  Teilchen  wäh- 
rend der  Zusammenstöße  aufeinander  ausüben.  Die  Betrachtung  dieses 
Viriab  —  welches  wir  kurz  das  repulsive  nennen  wollen  —  muß  das 
Glied  b  in  der  Gleichung  (1)  liefern,  wenn  dieselbe  wirklich  richtig  ist. 

Diese  Bemerkung  machte  schon  Maxwell  in  einer  Ankündigung 
der  Arbeit  von  van  der  Waals ^);  er  teilte  dabei  das  Resultat  mit, 
zu  welchem  ihn  eine  Berechnung  des  repulsiven  Virials  geführt  hatte, 
und  welches  nicht  mit  der  Formel  (1)  übereinstimmte.  Ich  glaube  mm 
aber  nachweisen  zu  können,  daß  wirklich,  wenigstens  bei  m'cht  zu  großen 
Dichtigkeiten  des  betrachteten  Stoffes  (und  die  Berechnung  von  van 
der  Waals  ist  an  eine  ähnliche  Beschränkung  gebunden)  die  Betrach- 
tung des  Virials  zu  der  mit  b  bezeichneten  Korrektion  führt.  Angesichts 
des  entgegengesetzten  Resultates  von  Maxwell,  und  weil  auch  von 
anderer  Seite  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (1)  angezweifelt  worden 
iit,  hat  die  Mitteilung  meiner  Berechnung  vielleicht  einiges  Interesse. 

Ich  betrachte  dabei  die  Moleküle  als  elastische  Kugeln  vom  Durch- 
messer 6  und  lasse  zunächst  —  da  es  sich  hauptsächlich  um  das  repul- 
sive Virial  handelt  —  die  Anziehung  außer  Acht,  welche  sie  in  der  Ent- 
fernung aufeinander  ausüben.  In  einem  bestimmten  Augenblick  werden 
in  der  betrachteten  Gasmenge  verschiedene  Moleküle  im  Zusammenstoß 
begriffen  sein,  also  abstoßende  Kräfte  erleiden,  und  es  entsteht  nun  die 
Ao^be,  für  diese  das  Virial  —  \£{Xx  +  Yy  +  Zz)  zu  berechnen;  der 
Küne  wegen  soll  dasselbe  mit  dem  Buchstaben  A  bezeichnet  werden. 

Nimmt  man  zunächst  die  Größe  —  ^  {Xx  +  Yy  -\-  Zz)  nur  für  zwei 
Moleküle  P  und  Q,  welche  gegeneinander  stoßen,  so  hat  man  einmal 
unter  x,  y,  z  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  von  P,  das  andere  Mal 


1)  Siehe  die  soeben  zitierte  Übersetzung,  T.  1,  Kap.  6. 

t)  Maxwell,  Van  der  Waals  on  the  continuity  of  the  gaseous  and  liquid 
itOM,  Nature,  10  (1874),  p,  477. 
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diejenigen  des  Mittelpunktes  Ton  Q  zu  verstehen;  da  außerdem  die 
Komponenten  der  auf  P  und  der  auf  Q  wirkenden  Kraft  gleich  und 
entgegengesetzt  sind,  so  treten  in  dem  Beitrage ,  den  P  und  Q  zu  der 
Größe  Ä  liefern,  nur  die  Differenzen  der  Koordinaten  ihrer  Mittelpunkte 
auf,  so  daß  wirklich  das  gesuchte  Virial  mit  der  Größe  der  Moleküle 
zusammenhängen  wird  und  bei  sehr  kleinen  Teilchen  yemachlussigt 
werden  darf.  Unter  der  Annahme,  daß  während  des  Zusammenstoßes 
die  Teilchen  nur  unmerkliche  Gestaltsänderungen  erleiden,  wird  der 
obengenannte  Beitrag  —  ^  Kö,  wenn  K  die  gegenseitige  Abstoßung 
ist,  und  man  erhält 

WO  über  alle  diejenigen  Molekülpaare,  welche  im  betrachteten  Augen- 
blick in  dem  Akt  des  Zusammenstoßes  begriffen  sind,  summiert  wer- 
den soll. 

Auf  den  ersten  Blick  könnte  es  scheinen,  als  ob  für  die  Berech- 
nung dieser  Summe  eine  nähere  Kenntnis  der  Art  und  Weise,  wie  die 
Stöße  vor  sich  gehen,  erforderlich  wäre,  da  hiervon  die  Kraft  K 
abhängt,  welche  zwischen  den  stoßenden  Teilchen  wirksam  ist.  Eine 
einfache  Erwägung  zeigt  aber,  daß  man  auch  ohne  diese  Kenntnis  zu 
einem  Resultat  gelangen  kann. 

Anstatt  nämlich  den  Wert  von  A  für  einen  bestimmten  Moment 
zu  berechnen,  können  wir  auch  den  Mittelwert  für  irgend  eine  Zeit  t 
bestimmen,  wobei  wir  uns  letztere  der  Dauer  eines  Zusammenstoßes 
gegenüber  sehr  groß  denken  wollen.    Wir  setzen  also 

^=  -  -lf^{K6)dr i-j2:iK)dr. 

Man  sieht  nun  leicht,  daß  man  hierfür  auch  schreiben  darf 


^=-L^^ 


[/s^rf^], (3) 


wobei  zimächst  für  jeden  Zusammenstoß,  der  in  der  Zeit  r  abläuft,  das 
Integral  j Kdx  über  die  ganze  Stoßdauer  genommen  werden  soll,  um 

dann  weiter  für  alle  diese  Stöße  die  Summe  der  Werte  von  J  Kdx  zu 

bilden.     Nun  ist,   unabhängig  von   der  Weise,  wie  der  Stoß  vor  sich 

geht,  I  Kdr   gleich   dem  Produkte   aus   der  Masse  tn   eines  Moleküls 

und  der  relativen  Geschwindigkeit  U„  in  der  Richtung  der  gemeinschafk- 
lichen  Normale,  mit  welcher  die  Teilchen  gegeneinander  gestoßen  sind. 
Es  wird  demzufolge 


Um  nun  ^{U„)  finden  zu   können,  muß   man  die  verschiedenen 
Zusammenstöße  je  nach  den  Umständen,  unter  welchen  sie  geschehen, 
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in  Groppen  ordnen  and  ffir  jede  dieser  Gmppen  die  Anzahl  der  StöBe 
in  der  Zeit  r  kennen. 

Streng  genommen  müßte  man  also  hier  eine  Korrektion  anbringen, 
wie  sie  von  van  der  Waals  angegeben  wurde;  man  hatte  nämlich  bei 
Berechnung  der  StoBzahl  die  Größe  der  Moleküle  zu  berücksichtigen. 
Die  Aufgabe  vereinfacht  sich  aber,  sobald  man  es  nur  nut  einem  kleinen 
Einflüsse  des  repulsiyen  Yirials  oder  der  MolekulargröBe  zu  tun  hat  und 
sich  mit  einer  Korrektion  erster  Ordnung  begnügt.  Man  wird  dann  bei 
der  Bestimmung  des  kleinen  repulsiyen  Yirials  die  StoBzahl  anwenden 
können,  wie  sie  ohne  die  besprochene  Korrektion  berechnet  wird;  letz- 
tere würde  ja  in  dem  Ausdrucke  für  das  Virial  nur  zu  Gliedern  höherer 
Ordnung  fahren.  Demgemäß  berechnen  wir  im  Folgenden  die  StoB- 
zahl, wie  es  gewöhnlich  in  derartigen  Betrachtungen  geschieht. 

Es  sei  mit  f{u)d\i  die  Anzahl  der  im  Gasvolumen  v  enthaltenen 
Teilchen  bezeichnet,  deren  Geschwindigkeit  zwischen  den  Werten  u  und 
u  +  du  liegt.  Man  betrachte  weiter  zunächst  diejenigen  Stöße,  wobei 
die  Geschwindigkeit  des  einen  Teilchens  zwischen  u  und  u  +  duj  die 
des  zweiten  zwischen  u  und  u'-f  du,  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Geschwindigkeiten  zwischen  9  und  9  +  ^7  und  endlich  der  (spitze) 
Winkel,  den  die  relative  Geschwindigkeit  U  mit  der  gemeinschaftlichen 
Normale  bildet,  zwischen  %  und  1  +  di  liegt.  Die  Anzahl  dieser  Stöße 
während  der  Zeit  r  ist^) 

f{^)duf{u')duUmi(pdip%mxQo^Xdx.     ...     (4) 


1)  Um  zu  diesem  Ausdruck  zu  gelangen,  fassen  wir  von  den  f{u)du  Mole- 
külen ein  beliebiges  P  ins  Auge,  das  sich  in  der  Richtung  h  bewegen  möge,  und 
beschreiben  mit  den  halben  Scheitelwinkeln  qp  und  (p  -^  dtp  zwei  Kreiskegel, 
welche  ihre  Spilze  in  einem  beliebigen  Punkte  0  und  ihre  Achsen  in  der  Rich- 
tung h  haben;  überdies  le>?en  wir  um  0  als  Mittelpunkt  eine  Kugelfläche  vom 
Radius  1.  Das  ringförmige  Element,  welches  die  beiden  Kegel  aus  dieser  Kugel 
herausschneiden,  hat  die  Größe  co  =  27r  sinqpefqp.  Da  nun  die  f'{u)du  Teilchen, 
deren  Geschwindigkeiten  zwischen  den  Grenzen  u  und  14' -j-  du  liegen,  sich  nach 
allen  Kichtungen  in  gleichem  Mafie  bewegen,  so  beträgt  die  Anzahl  derselben, 
deren  Bewegungsrichtung  einen  Winkel  zwischen  qp  und  (p  -\-  dtp  mit  h  bildet, 

n=.     f{u)du=^\Bmq)dq)ft^u)du. 

In  Bezug  auf  diese  hat  das  Molekül  P  die  relative  Geschwindigkeit  L\  deren 

GrOSe  im  Text  angegeben  wird,  und  die  gesuchte  Stofizahl  hat  offenbar  dieselbe 

GröSe,  als  ob  die  f{u)  du  Teilchen  sich  sämtlich  mit  der  Geschwindigkeit  U  in 

irgend  einer  gemeinsamen  Richtung  k  bewegten,  in  einem  Räume,  der  pro  Volumen- 

n 
dnheit  -  ruhende  Teilchen  Q  enthielte. 

Wir  legen  senkrecht  zu  der  Richtung  X*,  in  der  Entfernung  üt  voneinander, 
zwei  Ebenen  A*,  und  £*,,  von  welchen  E^  zuerst  von  den  sich  bewegenden  Teilchen 
erreicht  werden  möge;  ohne  an  der  Stofizahl  etwas  zu  ändern,  können  wir  uns 
denken,  dafi  alle  die  f{u\du  Teilchen  dies  in  demselben  Augenblick  tun.    Wir 
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Bei  jedem  derselben  ist  die  früher  eingeführte  Größe  ü^'='Uco8Xf  nnd 
indem  man  diese  mit  (4)  multipliziert,  erhält  man  (da  ?7*=w*+t*'* 
—  2uu  coa(p  ist)  folgenden  Beitrag  zu  2J{U^: 


n6*t 


f(u)duf{u)du(u^+  u^—  2 uu  C09 q>) sin (p d(p sinx ^^^* X^X'  (^) 


Man  findet  hieraus  die  ganze  Summe  2J(Ü„),  wenn  man  nach 
X,  (p,  u  und  u  integriert,  wobei  die  Grenzen  für  X'^  ^^^  «"^'  ^^ 
9:0  und  x,  für  u  und  u:0  und  cx)  sind.  Nur  ist  dabei  noch  zu  be- 
merken, daß  man  bei  dieser  Integration  jeden  Zusammenstoß  doppelt 
mitzählt,  und  daß  man  also  nur  die  Hälfte  des  Resultates  nehmen  muß. 
Damit  wird  schließlich 


OD    OD 


0    0     0   0  OD    OD 

0  0 

Ist  nun  N  die  Anzahl   der  Moleküle  in  dem  Volumen   t;,  u'  ihr 
mittleres  Geschwindigkeitsquadrat,  so  ist 


OD  OD 


ff(u) du  ^ff{u) du^  N, 


0  0 

OD  OD 


Ju^f{u)  du  ^fu'^f{u)  du'^  Nu\ 


denken  uns  femer  einen  geraden  Zylinder,  dessen  Gnindfl&chen  in  E^  und  E^ 
liegen  und  die  Größe  S  haben.  Um  den  Mittelpunkt  eines  jeden  in  diesem  Zy- 
linder liegenden  Moleküls  Q  legen  wir  eine  Kugel  vom  Badius  c  und  schneiden 
aus  der  nach  Ei  gewandten  Hälfte  derselben  ein  ringförmiges  Element  mit  Hilfe 
zweier  Ereiskegel,  die  ihre  Spitze  im  Mittelpunkt,  ihre  Achsen  in  der  Richtong  k 
und  die  halben  Scheitelwinkel  %  Q^^  X  -\-  f^X  haben;  endlich  projizieren  wir  alle 
derartigen  Elemente  auf  £|.     Die  GrOfie  jedes  Ringes  in  der  Projektion  ist  dmim 

(o'=:  2  «tf*  sin  X  cos  X  dx 

und  die  Anzahl  dieser  Elemente 

n'  =  -  üSt. 

V 

Da  nun  der  Mittelpunkt  eines  der  sich  bewegenden  Teilchen  eins  der  ring- 
fßrmigen  Elemente  in  der  Ebene  E^  treffen  muß,  wenn  das  Molekül,  w&hrend  es 
die  Schicht  E^E^  durchläuft,  einen  Zusammenstoß  der  verlangten  Art  erleiden 
soll,  so  erhält  man  die  Zahl  der  Stöße,  wenn  man  die  Gesamtzahl  f(u)du  der 
betrachteten  Moleküle  mit  dem  Bruch  multipliziert,  welcher  angibt,  ein  wie  großer 
Teil  der  Ebene  8  von  den  Projektionen  der  ringförmigen  Elemente  eingenommen 
wird.   Wir  sehen  ab  von  dem  Fall,  daß  zwei  Projektionen  sich  teüweiie  über- 

einander  lagern,   und  finden  somit  für  jenen  Bruch  — ö-«   woraus  rieh  der  Ant- 

ö 

druck  (4)  leicht  ableiten  läßt. 
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und  daraas  folgt 

Dies  ist  das  Virial  der  abstoBenden  Kräfte.  Addiert  man  es  zu 
dem  des  äußeren  Druckes,  welches  den  Wert  ^pv  hat,  so  gibt  die 
Gleichung  (2) 

oder 


„.i„],7'{l  +  l'-^ 


Nun  ist  i  :tö^N  das  vierfache  Molekularrolumen,  also  was  yan 
der  Waals  b  nennt     Es  wird  denmach 

oder,  wenn  man 


1+^ 

setzt,  was  wir  um  so  eher  tun  dürfen,  als  die  ganze  Rechnung  doch 
nur  bis  auf  Orößen  der  ersten  Ordnung  (wie  — j  gen^u  ist, 

p{V'-b)^imNl?^R(l  +  at\ (6) 

was  genau  mit  dem  Resultate  von  yan  der  Waals  übereinstimmt 

Es  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  daß,  wenn  die  Mole- 
küle sich  nicht  wie  elastische  Kugeln  von  unvenlnderlicher  Oröße  ver- 
halten, wenn  die  Entfernung  ihrer  Schwerpunkte  vielmehr  während  der 
AbstoBung  variiert,  dennoch  die  Gleichung  (6)  gelten  wird,  wenn  man 
nur  in  b  '^  ^xö^N  unter  ö  eine  gewisse  mittlere  Entfernung  versteht. 

Der  Vollständigkeit  wegen  habe  ich  das  repulsive  Virial  auch 
für  eine  Mischung  zweier  Gase  berechnet;  aus  dem  Resultate  kann 
man  die  Beziehung  zwischen  p,  v  \md  t  für  ein  derartiges  Gemisch  ab- 
leiten, und  die  Vergleichung  derselben  mit  den  Beobachtungen  könnte 
vielleicht  etwas  über  die  gegenseitige  Einwirkung  verschiedenartiger 
Gasmoleküle  lehren. 

Es  seien  m^  und  7)1^  die  Massen  der  Moleküle  der  beiden  Gase, 
6^  und  ff^  ihre  Durchmesser,  und  es  bezeichne  6  den  Abstand,  den  die 
Zentra  zweier  verschiedenartiger  Moleküle  bei  einem  Zusammenstoße 
voneinander  haben.  Verhalten  sich  die  Moleküle  wirklich  wie  elastische 
Kugeln,  so  ist  ö  '^  ^{öi+  <y,);  sind  aber  6^,  <y,  und  6  gewisse  mittlere 
Entfernungen  der  Schwerpunkte  während  der  Zusammenstöße,  so  braucht 
diese  Beziehung  nicht  zu  bestehen. 

Das  repulsive  Virial  besteht  nun  aus  drei  Teilen.  Der  erste  A^ 
gehört  zu  den  Stößen  der  Teilchen  erster  Art;  ebenso  der  zweite  Teil  A^ 


120  Über  die  Anwendung  des  Satzes  vom  Virial 

zu  den  Stößen  zwischen  den  Molekülen  des  zweiten  Gases;  diese  beiden 
Ghrößen  lassen  sich  ganz  wie  früher  Ä  berechnen.  Werden  mit  N^  und  ^| 
die  Molekülzahlen  der  beiden  Gase  (im  Volumen  v),  mit  Uj'  und  u^  die 
mittleren  Geschwindigkeitsquadrate  bezeichnet^  so  wird 

Der  dritte  Teil  des  Virials  rührt  von  den  Stößen  her,  welche 
zwischen  yerschiedenartigen  Teilchen  stattfinden.  Man  hat  für  den- 
selben zunächst  die  mit  (3)  übereinstimmende  Formel 


[fxär], 
und  weiter,  da  für  die  hier  betrachteten  Stöße 


ß 


Kdr  =  2  -^^  n 
ist, 

Ist  nun  die  Anzahl  der  Moleküle  (im  Volumen  v),  deren  Geschwin- 
digkeit zwischen  u  und  u  +  du  liegt,  für  das  erste  Gas  fi{u)du,  für 
das  zweite  f^{u)dUj  so  liefern  die  Stöße,  bei  welchen  die  Geschwindigkeit 
des  Teilchens  erster  Art  zwischen  u  und  u  +  du  liegt,  die  des  zweiten 
Moleküls  zwischen  u  und  u  +  du,  und  die  übrigens  unter  den  auch 
früher  eingeführten  beschrankenden  Umständen  vor  sich  gehen,  für 
£{ü„)  den  Anteil 

/i  W  ^**  /i  (^  )  <iu(u^  +  u^—  2uu  cos  (p)  sin  (p  dtp  Bin  %  cob^x^X- 

Diesen  Ausdruck  muß  man  wie  früher  (5)  integrieren;  nur  darf 
jetzt  nicht  mehr  mit  2  dividiert  werden.     Schließlich  wird 

Nach  emem  bekannten  Satze  ist  für  die  Mischung  zweier  Gase 
/Wi/fi^=»  iWjttg*;   daraus  folgt  auch   für  die  in  A^  vorkommende  Größe 

-~j-*- (Wi*  +  Mj*)  der  nämliche  Wert.     Das  gesamte   repulsive  Virial 

wird  demnach 

und  die  Gleichung  (2)  liefert 


Ip^  -  ^-K'-2^i'+  V^»*+  2«»»JV,iV,j  =  i»,,u,'(N,+  y\). 


8 

2^'  So 


Das  Resultat  läßt  sich  wieder  auf  die  Form  (6)  bringen,  wenn  man 
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setzt.  Diese  Größe  ist  also  jetzt  nicht  mehr  das  vierfache  Molekular- 
Tolumen,  sogar  nicht,  wenn  man  6  ^^  ^{6^+  6^)  setzt.  ^) 

Zum  SchluB  sei  mir  noch  eine  Bemerkung  über  die  zwischen  den 
Molekülen  tatigen  anziehenden  Kräfte  gestattet.  Wenn  man  in  die 
Gleichung  (2)  auch  das  dazu  gehörige  Virial  einführen  will,  so  gelangt 
man  nur  unter  einer  speziellen,  Yon  yan  der  Waals  stillschweigend 
gemachten  Voraussetzung  zu  der  Gleichung  (1). 

Man  kann  sich  um  irgend  ein  Gasmolekül  P  eine  Kugel  mit  so 
großem  Radius  gelegt  denken,  daß  nur  die  innerhalb  derselben  liegenden 
Teilchen  eine  merkliche  Anziehung  auf  P  ausüben.  Die  erwähnte  Vor- 
aussetzung besteht  darin,  daß  sich  innerhalb  dieser  Wirkungssphäre  sehr 
riele  Moleküle  befinden,  und  daß  das  Wirkungsgesetz  der  Anziehung 
der  Art  sei,  daß,  welche  zufällige  Anordnung  diese  Teilchen  auch  haben 
mögen,  dennoch  ohne  merklichen  Fehler  die  Kugel  als  mit  homogener 
Materie  gefüllt  angesehen  werden  dürfe,  und  also  auf  P  keine  Kraft 
wirke.  Aus  dieser  Voraussetzung  folgt  erstens,  daß  die  Geschwindig- 
keit zwei  zusammentreffender  Teilchen  vor  dem  Stoß  durch  die  An- 
ziehung nicht  merklich  vergrößert  worden  ist,  und  daß  man  also  bei 
der  Berechnung  des  repulsiven  Virials  annehmen  darf,  daß  die  Moleküle 
mit  den  gleichen  Geschwindigkeiten,  die  sie  in  den  freien  Teilen  ihrer 
Bahn  besitzen,  auch  gegeneinander  stoßen.  Zweitens  folgt  aus  der  ge- 
nannten Annahme,  daß  nur  auf  die  Teilchen  einer  dünnen  Grenzschicht 
eine  nach  innen  gerichtete  Attraktion  wirkt;  der  hieraus  entspringende 

Molekulardruck  liefert  eben  das  Glied  -,-  in  der  Gleichung  (1). 

Es  ist  nun  aber  leicht  einzusehen,  daß  die  erwähnte  Voraussetzung 
nicht  immer  erfüllt  sein  wird.  Bei  genügend  weit  getriebener  Ver- 
dünnung wird  einmal  die  Entfernung  der  Moleküle  so  groß  werden, 
daß  innerhalb  der  Wirkungssphäre  eines  Moleküls  nur  eine  geringe 
Anzahl  anderer  Teilchen  liegt,  und  in  diesem  Falle  wird  man  nicht 
mehr  ohne  weiteres  sagen  können,  daß  auf  ein  Molekül  im  Innern  der 
Gasmasse  keine  Kruft  wirke.  Einerseits  wird  dann  die  Berechnung  des 
Virials  der  anziehenden  Kräfte  viel  schwieriger,  anderseits  wird  man 
auch  die  Beschleunigung  der  Teilchen  von  dem  Stoß  und  die  daraus  her- 
vorgehende Vergrößerung  des  repulsiven  Virials  berücksichtigen  müssen. 
Ohne  auf  diesen,  wie  mir  scheint,  sehr  schwierigen  Punkt  weiter  ein- 
zugehen, bemerke  ich  noch,  daß  nach  den  von  van  der  Waals  abge- 
leiteten Zahlen  der  hervorgehobene  Umstand  bereits  bei  ziemlich  großen 
Dichtigkeiten  eintreten  muß.   Van  der  Waals  berechnet  zunächst')  eine 

1)  Van  der  Waals  (Arch.  neerl.,  12,  p.  217)  hat  für  eine  Mischung  zweier 
6ue  eine  ähnliche  Berechnung  der  mittleren  Weglänge  ausgeführt  wie  für  ein 
«nxelnes  Gas.  Das  von  ihm  erhaltene  Resultat  würde  zu  einem  anderen  Wert 
von  6  fähren,  als  ich  oben  erhielt.  2)  Die  Kontinuität  usw.,  I.,  p.  114. 


i 
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Lange  x^y  die  zwar  kleiner  als  der  Radins  der  Wirkungsspliarey  aber 
wahrscheinlich  doch  nicht  vielemal  kleiner  ist;  fOr  verschiedene  Flüssig- 
keiten schwankt  sie  zwischen  0,000  0002  und  0,000  0003  mm.  Femer 
wird  fOr  die  mittlere  Entfernung  der  Moleküle  eines  Gases  unter  Atmo- 
sphärendruck und  bei  (fi  0,000  0025  mm  gefunden.^)  Diese  Zahlen 
machen  es  wahrscheinlich,  daß  sogar  unter  den  zuletzt  genannten  Um- 
standen die  um  ein  Molekül  gelegte  Wirkungssphäre  nur  wenige  Teilchen 
enthält,  und  van  der  Waals  folgert  denn  auch  selbst  aus  den  Werten 
von  x^f  daß  die  Anziehung  zweier  Moleküle  sich  hauptsächlich  im  Mo- 
mente der  Berührung  äußere. 

Bei  der  Schwierigkeit  des  Oegenstandes  konnte  zunächst  wohl  kein 
anderer  Weg,  als  der  von  van  der  Waals  gewählte,  eingeschlagen  wer- 
den; immerhin  bleibt,  wie  mir  scheint,  die  Möglichkeit  bestehen,  daß 
die  genaue  Berücksichtigung  aller  Umstände,  namentlich  für  sehr  ver- 
dünnte Gase,  zu  einem  von  (1)  abweichenden  Resultate  führen  wird. 


Nachtrag. 

(Annalen  der  Physik  und  Chemie,  12  [1881],  p.  660.) 

Obgleich  die  Berechnung  des  repulsiven  Virials  für  größere  Dich- 
tigkeiten des  betrachteten  Stoffes  sehr  schwierig  ist,  so  läßt  sich  doch 
etwas  über  die  Form,   welche  das  Resultat  annimmt,  aussagen.     Die 

Größe  —  =^  ^  K-^CUS)  kann  nämlich*)  nur  von  dem  Volumen  v  des 

Gases,  dem  vierfachen  Molekularvolumen  b,  der  Molekülzahl  N  und 
dem  mittleren  Geschwindigkeitsquadrate  u'  abhängen,  da  durch  diese 
Größen  das  System  elastischer  Kugeln  vollkommen  bestimmt  ist.  Eine 
einfache  Erwägung  zeigt  nun  erstens,    daß  bei  gleichbleibenden  v,  h 

und  N  die  Größe  —  proportional  mit  u'  variiert     Läßt  man  zweitens 

bei  konstantem  u'  die  Größen  v,  b  und  N  auf  das  9- fache  wachsen 
(d.  h.  betrachtet  man  von  dem  nämlichen  Stoffe  ein  9 -mal  größeres 

Volumen),  so  wird  auch  -  9 -mal  größer.  Drittens  kann  man  den  be- 
trachteten Stoff  P  mit  einem  zweiten  Q  vergleichen,  dessen  Konfigu- 
ration in  jedem  Augenblicke  der  von  P  ähnlich  ist,  und  zwar  so,  daft 
alle  Dimensionen  (auch  die  der  Moleküle)  in  dem  zweiten  Körper  r-maL 
größer  als  in  P  sind.  Dann  hat  in  beiden  Systemen  N  denselben. 
Wert,  V  und  b  sind  in  Q  r'-mal  größer  und  w*  ist  r*-mal  größer  als 
in  P  (soll  nämlich  fdr  jede  Zeit  die  Ähnlichkeit  der  Konfigurationeim 
bestehen,   so   müssen  sich  die  Geschwindigkeiten  wie  l:r  verhalten). 


1)  Die  Kontinuität  usw.,  I,  p.  119.  2)  Siehe  oben,  p.  116. 


in  der  kinetischen  Theorie  der  Gase.  123 

Da  weiter  in  P  und  Q  gleich  viel  Stöße  eintreten  ^  so  verhalten  sich 

die  Werte  von  —  wie  die  Werte  von  6Ü„  für  zwei  korrespondierende 
Stöße,  also  wie  1  zu  rK 


Aus  diesen  Sätzen  läßt  sich  ableiten,  daß 

m  \v/ 


sein  muß,  wo  mit  F  eine  unbekannte  Fimktion  bezeichnet  ist.    Die  Be- 
ziehung zwischen  Py  v  und  u^  wird  daher  schließlich 

b 


pv^imNu'[l'-2F[l)] 


Zu  dieser  Berechnung  veranlaßte  mich  eine  Besprechung  mit  Hm. 
Eamerlingh  Onnes  in  Delft,  der  durch  derartige  Betrachtungen  über 
zwei  ähnliche  Molekülsysteme,  jedoch  ohne  Einführung  des  Virials,  eine 
gleichbedeutende  Gleichung  abgeleitet  hat.  £r  hat  diese  dann  weiter 
benutzt^)  zur  Erklärung  der  Analogien  in  dem  Verhalten  verschiedener 
Stoffe,  welche  van  der  Waals  neuerdings  hervorgehoben  hat.*) 

Man  kann  sich  bei  nicht  zu  großen  Werten  von  —  die  Funktion 

FI—\  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  dieser  Größe  entwickelt  denken. 

Der  Nutzen  des  Satzes  vom  Yirial  besteht  nun  eben  darin,  daß  er  den 
Wert  des  ersten  Gliedes  in  der  Entwicklimg  [nämlich  —  ^  — )   liefert. 

Es  ist  mir  nicht  gelungen,  das  zweite  Glied  der  Reihe  zu  be- 
rechnen. Man  könnte  versuchen,  dasselbe  zu  bestimmen,  indem  man 
bei  der  Berechnung  von  2^(ü^  an  die  Stoßzahl  die  van  der  Waals'sche 
Korrektion  anbringt.  Soll  indes  die  Theorie  genau  sein,  so  muß  man 
für  jede  Art  der  Zusammenstöße  die  dazu  gehörige  Korrektion  ein- 
führen, und  dadurch  wird  die  Rechnung  sehr  erschwert. 


1)  H.  Eamerlingh  Onnes,  Theorie  g^närale  de  l'ätat  fluide,  Arch.  n^erl.,  80 
(1897),  p.  101. 

2)  Die  Kontinuität  usw.,  T.  1,  Kap.  12. 


VI. 
über  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  unter  fiasmolekUen. 

(Siizmigsber.  d.  Akad.  d.Wissensch.  zu  Wien,  2.  Abt.,  95  [1887],  p.  115.)') 

L  Ober  die  ümkehnuig  der  Zusammenstöße. 

§  1.  In  den  Betrachtungen  des  Herrn  Boltzmann  über  das  Wärme- 
gleichge wicht  unter  mehratomigen  Gasmolekülen  ^)  wird  folgender  Satz 
angewandt:  Wenn  durch  einen  Zusammenstoß  zwei  Moleküle,  welche 
die  Bewegungszustände  A  und  B  haben,  die  Bewegungen  Ä'  und  B' 
annehmen,  so  können  auch  umgekehrt  durch  einen  Stoß  zwei  Teilchen 
von  den  Bewegungszuständen  A'  und  B'  zu  A  und  B  übergehen. 

Dieser  Satz  scheint  mir  nicht  allgemein  gültig  zu  sein.  Zwar 
kann  die  Bewegung  eines  Systems,  zwischen  dessen  Teile  nur  von  der 
Entfernung  abhängige  Anziehungen  oder  Abstoßungen  wirken,  wenn  sie 
in  der  einen  Richtung  möglich  ist,  auch  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung Yor  sich  gehen;  man  hat  sich  nur  zu  denken,  daß  plötzlich  alle 
Geschwindigkeiten  umgekehrt  werden.  Demgemäß  können  wir,  wenn 
wir  nach  einem  Stoße  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  zweier  Mole- 
küle umkehren,  diese  letzteren  wieder  gegeneinander  laufen  lassen  and 
einen  „umgekehrten^^  Stoß  erhalten.  Allein  dabei  nehmen  die  Molekfile 
nicht  wieder  die  Bewegungszustände  an,  welche  sie  vor  dem  ursprüng- 
lichen Stoße  hatten,  sondern  andere,  welche  sich  von  jenen  durch  die 
entgegengesetzte  Richtung  aller  Geschwindigkeiten  unterscheiden. 

Um  dieses  kurz  auszudrücken,  will  ich  jeden  Bewegungszustand 
durch  einen  Buchstaben  andeuten,  und  einen  Zusammenstoß  so  be- 
zeichnen, daß  ich  vor  und  hinter  das  Zeichen  — ►  die  Symbole  der  Be- 
wegungen schreibe,  welche  die  Teilchen  vor  und  nach  dem  Stoße  haben. 

Ein  wirklich  stattfindender  Stoß  sei  dann 

\A,B]-y[A',B'\ (1) 

Wenn  man  den  Bewegungszustand,  der  aus  A  durch  Umkehmng 
aller  Geschwindigkeiten  entsteht,   mit  A  (— )  bezeichnet,   so  wird  das 

1)  Mit  einigen  Abänderungen. 

2)  Siehe  die  oben,  p.  73,  zitierten  Abhandlungen  und  außerdem:  Boltzmann, 
Über  das  Wärmegleichgewicht  von  Gasen,  auf  welche  äußere  Kräfte  wirken,  Wien. 
Sitzber.,  2.  Abt.,  72  (1876),  p.  427. 
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Symbol  fQr  den  Stoß,  den  man   ans  (1)  erhalt,  indem  man  die  Be- 
wegungen rQckföufig  macht 

[A'i-),B'i-)]^[Äi-),B{-)] (2) 

In  den  Abhandlungen  von  Boltzmann  ist  indes  nicht  von  diesem 
Stofie  die  Rede,  sondern  von 

[A',B']^[A,B] (3) 

Diesen  Zusammenstoß  werde  ich  im  folgenden  das  umgekehrte 
von  (1)  nennen. 

§  2.  Um  der  Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Stöße  (3)  näher  zu 
zu  treten^),  betrachte  ich  einen  speziellen  Fall.  Ich  setze  nämlich  die 
Moleküle  als  glatte,  starre,  vollkommen  elastische  Körper  von  beliebiger 
Gestalt  voraus.  Ein  solches  Molekül  wird,  solange  es  frei  ist,  neben 
der  fortschreitenden  Bewegung  des  Schwerpunktes  eine  rotierende  Be- 
wegung um  diesen  Punkt  haben,  welche  ich  kurz  eine  Poin  so  tische 
Bewegung  nennen  wül.  Beide  Bewegungen  zusammen  bestimmen  das, 
was  ich  die  Bewegungsart  des  Moleküls  nenne;  dagegen  beziehe  ich 
das  Wort  Bewegungszustand  auf  augenblickliche  Zustände,  so 
daß  bei  jeder  Bewegungsart  eine  Reihe  von  Bewegungszuständen  durch- 
laufen wird,  welche  man  auch  als  Phasen  bezeichnen  kann. 

Wenn  von  der  Lage  eines  Moleküls  die  Rede  ist,  meine  ich  da- 
mit die  Weise,  wie  dasselbe  gerichtet  ist,  abgesehen  von  dem  Orte  des 
Schwerpunktes. 

Die  Bewegungsgrößen  der  verschiedenen  Teile  eines  Moleküls  setze 
ich,  indem  ich  sie  nach  dem  Schwerpunkte  verlege,  zu  einer  resultie- 
renden Bewegungsgröße  und  einem  Moment  zusammen.  Stoß(Momentan- 
kraft)  nenne  ich  das  Zeitintegral  der  Kraft,  welche  ein  Molekül  während 
der  Begegnung  mit  einem  zweiten  erleidet;  indem  wir  diesen  Stoß  auch 
nach  dem  Schwerpunkte  versetzen,  erhalten  wir  ein  Stoßpaar  mit  einem 
bestimmten  Momente,  das  wir  auch  kurz  das  Moment  des  Stoßes 
nennen  können.  Natürlich  setzt  sich  der  Stoß  mit  der  resultierenden 
Bewegungsgröße,  wie  sie  vor  der  Begegnung  war,  und  ebenso  das  Mo- 
ment des  Stoßes  mit  dem  Momente  der  Bewegungsgrößen  zusammen. 

Die  Poinsot'sche  Bewegung  eines  Moleküls  ist  durch  das  Mo- 
ment der  Bewegungsgrößen  und  die  kinetische  Energie  der  Rotation 
bestimmt.') 


1)  Mein  Kollege  Herr  Kamerlingh  Onnes  machte  mich  zuerst  auf  diese 
Frage  aofmerkiam. 

S)  Ist  n&mlich  E  diese  Energie,  K  das  Moment  der  Bewegungsgrößen,  so 

bestimmt  der  Ausdruck    -         die  Entfernung  vom  Schwerpunkte  für  die  Ebene, 
welche  fortwährend  durch  das  Zentralellipsoid  berührt  wird. 
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Der  Effekt  eines  Zusammenstoßes  läßt  sich  in  der  Weise  bestimmen, 
daß  man  zunächst  die  Intensität  des  Stoßes  als  Unbekannte  einführt, 
mittels  derselben  die  neuen  Bewegungszustände  berechnet  und  nach- 
träglich die  Unbekannte  aus  der  Bedingung  bestimmt,  daß  die  gesamte 
kinetische  Energie  der  beiden  Moleküle  durch  die  Wechselwirkung  nicht 
geändert  wird. 

§  3.  Die  Frage,  ob  der  umgekehrte  Stoß  (3)  möglich  sei,  kann 
man  sich  stellen,  sowohl  wenn  man  unter  Ä^  jB,  ä'^  B'  Bewegungs- 
zustände, als  auch  wenn  man  darunter  Bewegungsarten  versteht.  Ich 
wähle  die  letztere  Auffassung;  erscheint  dabei  der  Stoß  unmöglich,  so 
ist  er  es  ebenso,  wenn  man  mit  Ä  usw.  Bewegungszustände  meint 

Es  möge  also  ein  Molekül  durch  einen  Stoß  von  der  Bew^pings- 
art  ^  zu  der  Bewegungsart  Ä'  übergehen.  In  dem  Momente,  in  welchem 
der  Stoß  stattfindet,  habe  dasselbe  die  in  Fig.  1  durch  den  Durch- 
schnitt P  mit  der  Ebene  QZZ'  angedeutete  Lage;  Q  sei  der  getroffene 
Punkt  der  Oberfläche  des  Teilchens,  V  die  Berührungsebene  in  Q,  Z  der 
Schwerpunkt,  Z'  dessen  Projektion  auf  F,  F  der  Stoß,  der  natürlich  nor- 
mal zu  V  ist,  mithin  FxQZ'  das  Moment  desselben.  Wenn  es  nötig 
ist,  unterscheide  ich  die  beiden  Punkte,  den  einen  auf  der  Oberfläche  des 
Moleküls,  den  anderen  in  der  Ebene  F,  welche  in  Fig.  1  zusammen- 
fallen, als  Q^  und  Q^.    Die  Gerade  ZZ'  wird  auch  LL  genannt  werden. 

Wir  fragen  nun,  ob  es  möglich  ist,  daß  das  Molekül,  wenn  es  die 
neue  Bewegungsart  Ä'  hat,  durch  einen  Stoß  zu  der  ursprünglichen  Be- 
wegungsart zurückkehrt.  Soll  das  der  Fall  sein,  so  müssen  durch  diesen 
Stoß  die  resultierende  Bewegungsgröße,  das  Moment  der  Bewegungs- 
größen  und  die  kinetische  Energie  Veränderungen  erleiden,  welche  den 
durch  den  Stoß  F  bewirkten  gerade  entgegengesetzt  sind.  Wir  wollen 
uns  mit  der  Energie  vorläufig  nicht  beschäftigen.  Damit  für  die  beiden 
anderen  Größen  die  Änderungen  denen  in  Fig.  1  entgegengesetzt  werden, 
muß  zunächst  bei  dem  umgekehrten  Vorgänge  der  Stoß  wieder  die  In- 
tensität F  haben,  aber  entgegengesetzt  wie  in  jener  Figur  gerichtet  sein. 
Wenn  wir  an  dem  Punkt  der  Oberfläche,  der  von  dem  Stoße  —F  ge- 
troffen wird,  eine  Tangentialebene  legen,  so  muß  diese  die  Richtung  von  V 
haben;  wir  können  sogar,  da  ein  Molekül  von  bestimmtem  Bewegungs- 
zustände den  Stoß  —F  empfangen  kann,  während  sich  sein  Schwer- 
punkt an  jedem  beliebigen  Orte  befindet,  annehmen,  daß  das  Teilchen 
im  Momente  des  Stoßes  —F  die  Ebene  F  wieder  in  dem  Punkte  Q^ 
berührt.  Nur  muß  dann  das  Molekül  nicht  liegen  wie  in  Fig.  1,  son- 
dern an  der  anderen  (negativen)  Seite  von  V,  und  soll  nun  noch  das 
Moment  des  Stoßes  dem  Momente  in  dieser  Figur  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sein,  so  muß  der  Schwerpunkt  (Fig.  2)  wieder  in  derselben  (Ge- 
raden LL  liegen,  wie  in  Fig.  1. 
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Pig.  1. 


§  4.  Nicht  in  jeder  Lage  kann  das  Molekül  die  Ebene  V  an  der 
negatiren  Seite  in  Q^  berühren^  so  daß  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  in 
LL  fallt.  Denn  der  Punkt  seiner  Oberfläche^  welcher  Berührungspunkt 
werden  soU,  muß  der  Bedingung  genügen,  daß  die  Normale  in  dem- 
■elben  einen  bestimmten  Abstand  (=  Q^Z') 
m  Z  hat  Alle  Punkte  der  Oberfläche, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  liegen  in 
einer  Kurre  (oder  in  einem  System  zweier 
oder  mehrerer  Kurven).  Jeden  Punkt  davon 
kann  man  zum  Berührungspunkt  machen; 
hat  man  aber  einen  bestimmten  Punkt  ge- 
wählt, 80  kann  das  Molekül  nur  noch  in 
einer  Weise  in  die  Lage  der  Fig.  2  gebracht 
werden.  Indem  man  nach  und  nach  jeden 
Ponkt  der  Kurve  zum  Berührungspunkt  mit 
V  macht,  erhält  man  eine  ganze  Reihe  von 
Lagen,  in  welchen  der  Stoß  —  JP  in  der 
erforderlichen  Weise  geschehen  kann.  Läßt 
man  das  Teilchen,  während  man  den  Schwer- 
punkt festhält,  alle  diese  Lagen  durchlaufen,  so  wird  irgend  eine  im 
Molekül  durch  Z  gezogene  Gerade,  etwa  eine  der  Trägheitsachsen,  eine 
Kegelfläche  beschreiben,  welche  zur  Yersinnlichung  der  Reihenfolge  der 
erwähnten  Lagen  dienen  kann.  Man  muß 
dabei  beachten,  daß,  sobald  die  eine  Träg- 
heitsachse mit  einer  bestimmten  Linie  der 
Kegelfläche  zusammenfällt,  auch  die  an- 
deren Achsen  ganz  bestimmte  Richtungen 
haben  müssen.  Wenn  zwei  oder  mehr 
Kurven  der  genannten  Art  auf  der  Ober- 
fläche des  Moleküls  gezogen  werden  kön- 
nen, besteht  auch  der  Kegel  aus  mehreren 
Teilen. 

Zu  den  für  den  Stoß  —F  geeigneten 
Lagen  gehört  in  der  Regel  die  Lage  P 
nicht;  denn  wenn  man  in  Fig.  1  das  Mole- 
kül in  der  Richtung  von  LL  nach  der 
negativen  Seite  von  V  verschiebt,  so  wird,  besondere  Gestalten  der 
Oberfläche  ausgenommen,  Q^  nicht  mehr  Berührungspunkt  werden 
können. 

Wohl  gehört  zu  den  geeigneten  Lagen  eine  andere,  welche  man 
ao8  P  erhält,  wenn  man  dem  Molekül  um  die  Achse  QZ'  eine  Drehung 
von  180^  gibt.  Diese  neue  Lage  ist  in  Fig.  2  gezeichnet  und  wird 
mit  P'  angedeutet  werden. 


Fig.  2. 
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Welche  die  übrigen  für  den  StoB  geeigneten  Lagen  sind,  das  hängt 
ganz  von  der  Gestalt  der  Oberfläche  des  Moleküls  ab. 

§  5.  Bei  der  Po insot 'sehen  Bewegung  A^  welche  das  Teilchen 
vor  dem  Stoße  F  ausführte,  durchlief  es  eine  bestimmte  Reihe  von 
Lagen;  ebenso  bei  der  Bewegung  A\  Soll  nun  das  Molekül  durch  den 
Stoß  —  F  von  der  Bewegungsart  A'  zu  A  zurückkehren,  so  muß  dieser 
Stoß  bei  einer  Lage  geschehen,  welche  die  beiden  Bewegungen  mit- 
einander gemein  haben;  außerdem  muß  diese  Lage  zu  den  oben  be- 
trachteten für  den  Stoß  geeigneten  gehören.  Wird  diesen  verschiedenen 
Bedingungen  genügt,  so  läßt  sich  zeigen,  daß  der  Stoß  nicht  nur  die 
resultierende  Bewegungsgröße  und  das  Moment  der  Bewegungsgrößen 
in  der  erforderlichen  Weise  verändert,  sondern  auch  die  kinetische 
Energie^),  daß  er  also  wirklich  die  Bewegungsart  A  wieder  herstellt. 

Die  Lage  P  gehört  den  beiden  Poinsot'schen  Bewegungen  A  und  Ä 
gleichzeitig  an,  aber  sie  ist,  wie  wir  sahen,  für  den  Stoß  nicht  ge- 
eignet; die  Lage  P'*  anderseits  ist  es  wohl,  aber  sie  kommt  in  der  Regel 
weder  bei  A  noch  bei  A'  vor.  Denn,  wenn  man  bei  einer  Poinsofschen 
Bewegung  den  Körper  von  einer  der  wirklich  vorkommenden  Lagen 
aus  um  180^  um  eine  beliebige  Achse  dreht,  so  erhalt  man  eine  Lage, 
welche  der  Körper  bei  der  Poinsot'schen  Bewegung  nie  erreicht  haben 
würde.  Die  Richtung  QZ'  (Fig.  1)  ist  aber,  der  Bewegungsart  A  gegen- 
über, wirklich  eine  beliebige  Achse. 

Ich  will  jetzt  zeigen,  daß  auch  keine  andere  Lage  als  P  und  P' 
den  gestellten  Bedingungen  genügen  kann.  Dieser  Beweis  läßt  sich 
am  einfachsten  führen,  wenn  die  Bewegungen  A  und  A'  derart  sind, 
daß  das  Molekül  nach  bestimmten  Zeitintervallen  immer  wieder  zu  den 
nämlichen  Lagen  zurückkehrt.  Man  betrachte  dann  eine  der  Trägheits- 
achsen a  des  Moleküls.  Dieselbe  beschreibt  bei  A  und  A'  jedesmal 
einen  geschlossenen  Kegel;  eine  solche  Fläche  beschreibt  sie  auch,  wenn 
man  dem  Teilchen  sukzessive  alle  für  den  Stoß  geeigneten  Lagen  gibt. 

1)  Wie  wir  in  §  2  bemerkten,  ist  eine  Poinsot'sche  Bewegung  durch  das  Mo- 
ment der  Bewegungsgrößen  und  die  kinetische  Energie  bestimmt.  Die  erstere  Größe 
genügt  aber  zur  Bestimmung  der  Bewegung,  wenn  auch  eine  der  Lagen  gegeben 
ist.  Denn  die  Richtung  des  Momentes  der  Bewegungsgrößen  gibt  uns  die  Rich- 
tung der  Ebene,  welche  das  Trägheitsellipsoid  fortwährend  berühren  muß,  und,  da 
wir  eine  Lage  dieses  Ellipsoides  kennen,  so  ist  nur  eine  Entfernung  jener  Ebene 
▼om  Mittelpunkte  möglich.  Für  die  gegebene  Lage  kennt  man  dann  auch  die 
Rotationsachse;  die  Winkelgeschwindigkeit  aber  läßt  sich  aus  dem  Momente  der 
Bewegungsgrößen  ableiten. 

Aus  dem  hier  Gesagten  geht  hervor,  daß,  wenn  ein  Molekül  in  einer  Lage, 
welche  zu  der  Po inso tischen  Bewegung  Ä  gehört,  ein  Moment  der  Bewegongs- 
großen  erhält,  wie  es  bei  dieser  Bewegung  vorkommt,  es  letztere  notwendig  an- 
nehmen muß. 
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Drei  Kegel  haben  nun  im  allgemeinen  keine  erzengende  Linie  mit- 
einander gemein;  ein  spezieller  Zusammenhang  zwischen  den  Flachen  ist 
aber  im  vorliegenden  Falle  dadurch  ausgeschlossen^  daß  der  Kegel  der 
geeigneten  Lagen  durch  die  Gestalt  der  Oberfläche  des  Moleküls  bestimmt 
wird,  während  die  beiden  anderen  Kegel  davon  unabhängig  sind.^) 

Und  nun  haben  wir  unsere  Aufmerksamkeit  nur  noch  auf  die  eine 
Tragheitsachse  a  gerichtet.  Betrachtet  man  auch  die  beiden  anderen 
Achsen  ß  und  y,  so  kann  man  behaupten^  daB  sogar,  ganz  abgesehen 
▼on  der  Bewegungsart  Ä,  keine  einzige  Lage,  welche  bei  der  Be- 
wegung A  vorkommt;  für  den  StoB  geeignet  sein  kann.  Die  Kegel- 
fläche,  welche  die  Achse  a  bei  der  Bewegung  A  beschreibt,  wird  den 
Kegel,  welcher  die  für  den  Stoß  geeigneten  Lagen  versinnlicht,  in  be- 
stimmten erzeugenden  Linien  schneiden.  Gibt  man  aber  der  Achse  a 
die  Richtung  einer  dieser  Linien  L,  so  muß  die  Achse  /3,  wenn  man 
eine  für  den  StoB  geeignete  Lage  erhalten  soU,  eine  Richtung  haben, 
welche  von  derjenigen  abweicht,  die  sie  annimmt,  wenn  a  bei  der 
Poinsot'schen  Bewegung  mit  L  zusammenfällt. 

§  6.  Komplizierter  verhält  sich  die  Sache,  wenn  die  Poinsot'schen 
Bewegungen  nicht  periodisch  sind.  Die  Achse  a  beschreibt  dann  bei 
jeder  derselben  nicht  eine  geschlossene  Kegelfläche,  sondern  sie  durch- 
läuft einen  Kegelraum  (etwa  den  Raum  zwischen  zwei  Kegeln),  inner- 
halb dessen  sie  jede  Richtung  erreichen  kann,  wenn  nur  die  Bewegung 
während  hinreichend  langer  Zeit  fortgesetzt  wird.  Die  beiden  zu  den 
Bewegungen  A  und  A'  gehörigen  Kegelräume  können  nun  einen  ge- 
wissen Raum  miteinander  gemein  haben,  welcher  alle  Richtungen  der 
Achse  a  enthält,  welche  sowohl  bei  A  wie  auch  bei  A  vorkommen. 
Wählt  man  für  a  eine  beliebige  Richtung  in  diesem  Räume,  so  wer- 
den die  Richtungen  von  /3,  welche  bei  den  Bewegungen  A  und  A  vor- 
kommen, nicht  zusammenfallen;  da  aber  dieses  Zusammenfallen  nur 
eine  weitere  Bedingung  liefert,  so  kann  es  innerhalb  des  letzterwähnten 
Kegelraumes  eine  Kegelfläche  (eigentlich  ein  Stück  einer  solchen 
Flache)  geben,  welche  die  Richtungen  von  a  enthält,  bei  welchen  jenes 
Znsammen&llen  stattfinden  kann.  Diese  Kegelfläche  kann  nun  schließ- 
lich durch  den  Kegel,  der  die  für  den  Stoß  geeigneten  Lagen  vergegen- 
wärtigt, in  einzelnen  bestimmten  erzeugenden  Linien  geschnitten  werden, 
aber  wenn  man  a  in  die  Richtimg  einer  dieser  letzteren  legt>  und  ß  in 
die  Richtung,  welche  bei  den  Bewegungen  A  und  Ä  vorkommt,  dann 
wird  ß  nicht  so  orientiert  sein,  wie  das  in  einer  für  den  Stoß  geeig- 
neten Lage  der  Fall  sein  muß. 

1)  Man  beachte  hierbei,  daß  die  Stoffverteilung  im  Innern  des  Moleküls 
kemeswegs  homogen  zu  sein  braucht;  das  Trägheitsellipsoid  kann  also  bei  einer 
gegebenen  Oberflftche  noch  jede  Gestalt  und  Lage  haben. 

Lor«Bti,  WlMentchaftliohe  Abhandlungen.  9 
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§  7.  Zar  weiteren  Erläuterung  wähle  ich  den  Fall,  daß  die  Be- 
wegungsart A  der  Ruhezustand  ist  (auch  was  die  progressive  Bewegung 
betrifft).  Durch  den  StoB  F  wird  dann  das  Teilchen  in  fortschreitende 
Bewegung  und  in  Rotation  gesetzt  und  die  Frage  nach  der  Möglichkeit 
der  umgekehrten  Zusammenstöße  geht  darauf  hinaus,  ob  es  möglich 
sei,  das  Molekül  durch  einen  neuen  Stoß  wieder  plötzlich  zur  Ruhe 
zu  bringen. 

In  Betreff  der  Bedingungen,  welchen  dieser  Stoß  —  jP  zu  genügen 
hat,  gilt  dann  wieder  das  früher  Gesagte;  auch  jetzt  ktuin  man  die 
Reihenfolge  der  für  den  Stoß  geeigneten  Lagen  aufsuchen.  Da  die 
Lage  P,  bei  welcher  das  Teilchen  den  Stoß  F  erhielt,  nicht  zu  dieser 
Reihe  gehört,  so  ist  es  unmöglich,  dasselbe  wieder  in  der  ursprüng- 
lichen Lage  zur  Ruhe  zu  bringen.  Wir  können  es  aber  als  gleich- 
gültig betrachten,  in  welcher  Lage  letzteres  geschieht^  und  dann  genügt 
es,  wenn  nur  eine  der  für  den  Stoß  geeigneten  Lagen  bei  der  Be- 
wegung Ä'  Yorkommi 

Das  ist  nun,  wie  schon  gezeigt  wurde,  im  allgemeinen  unmöglich, 
wenn  diese  Bewegung  eine  periodische  ist.  Ist  sie  das  nicht,  so  kann 
allerdings  in  gewissen  Fällen  die  Bewegung  Ä'  zu  einer  für  den  Stoß 
geeigneten  Lage  führen,  braucht  es  aber  nicht  immer  zu  tun.  Bei 
der  Poinsot'schen  Bewegung  kann  dann  nämlich  die  eine  Trägheits- 
achse  a  alle  Richtungen  innerhalb  eines  bestimmten  Kegelraumes  er- 
halten, und  in  diesem  Räume  wird  ein  Stück  der  Kegelfläche  liegen, 
welche  die  für  den  Stoß  geeigneten  Richtungen  von  a  repräsentiert 
Fügt  man  nun  noch  die  Bedingung  hinzu,  welche  aus  der  Betrachtung 
der  Achse  ß  hervorgeht,  so  sieht  man  ein,  daß  in  einigen  Fällen  in 
dem  erwähnten  Teile  der  Kegelfläche  eine  oder  mehrere  erzeugende 
Linien  allen  Bedingungen  genügen  können,  daß  aber  ebensogut 
Fälle  denkbar  sind,  in  welchen  jener  Teil  keine  einzige  derartige 
Linie  enthält. 

Speziell  können  wir  die  Frage  verneinen,  ob  die  Lage,  welche  ich 
früher  P'  genannt  habe,  bei  der  Po inso tischen  Bewegung  Ä'  vor- 
komme. Nach  dem  Stoße  F  (Fig.  1)  wird,  da  das  Molekül  vorher  in 
Ruhe  war,  die  Achse  des  Momentes  seiner  Bewegungsgrößen  senkrecht 
zur  Ebene  QZZ'  gerichtet  sein.  Es  sei  R  diese  Achse,  iii  einer  be- 
stimmten Richtung,  etwa  in  der  Figur  nach  vom,  genommen;  man  kann 
sie  als  die  Achse  des  Kegels  betrachten,  dessen  Grundlinie  Poinsot 
die  Herpolodie  nennt.  Eine  der  Trägheitsachsen  des  Moleküls,  etwa 
die  früher  mit  a  bezeichnete,  ist  die  Achse  des  Kegels,  welcher  über 
jenen  ersten  rollt. 

Es  sind  nun  Bewegungen  möglich,  bei  welchen  eine  der  beiden 
Richtungen  längs  dieser  Achse  (ich  will  sagen  die  positive)  fortwährend 
einen  spitzen  Winkel  mit  R  bildet.     Dreht  man  dann   aus  einer  dar 
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dabei  vorkommenden  Lagen  das  Molekül  um  180^  um  eine  Achse, 
welche  mit  QZ'  (Fig.  1)  parallel  ist,  und  also  senkrecht  znr  Richtung  B 
steht,  so  wird  die  positive  Richtung  von  a  einen  stumpfen  Winkel 
mit  B  bilden;  die  neue  Lage  kann  ako  bei  der  Po  ins  o tischen  Be- 
wegung nicht  vorkommen. 

§  8.  Beispielsweise  betrachte  ich  den  Fall  eines  Teilchens,  das 
vor  dem  Stofie  in  Ruhe  ist,  noch  unter  speziellen  Voraussetzungen. 
Ich  wähle  in  Fig.  3  zur  Ebene  der  Zeichnung  die  Ebene,  welche  (Fig.  1) 
durch  F  und  Z  gelegt  wird;  dieselbe  schneide  die  Oberfläche  des  Mole- 
küls in  der  Kurve  S,  Das  Molekül  sei,  was  seine  Gestalt  betrifft,  nicht 
symmetrisch  in  Bezug  auf  diese  Ebene,  wohl  aber  was  die  Trägheits- 
momente betrifft.  Es  sei  mithin  die  durch  Z  senkrecht  zur  Ebene  der 
Zeichnung  gezogene  Qerade  eine  Hauptachse.  Durch  den  Stoß  F  ent- 
steht dann  einfach  eine  Rotation  um  diese  Achse, 
und  dabei  können  keine  anderen  Punkte  der  Ober- 
flache  mit  einer  zu  V  parallelen  Ebene  in  Berüh- 
rung kommen,  keine  anderen  also  den  Stoß  —F 
empfangen  als  die  Punkte,  in  welchen  das  Teilchen 
von  einer  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung 
stehenden  Zylinderfläche  berührt  wird.  Da  die 
Oberfläche  nicht  symmetrisch  in  Bezug  auf  jene 
Ebene  ist,  so  wird  der  geometrische  Ort  der  er- 
wähnten Berührungspunkte  nicht  mit  S  zusammenfallen,  sondern  er 
wird  im  allgemeinen  teilweise  über,  teilweise  unterhalb  dieser  Kurve 
liegen;  es  kann  der  Fall  vorkommen,  daß  er  mit  S  außer  Q  nur  noch 
•inen  einzigen  Punkt  Q'  gemein  hat.  Kein  anderer  Punkt  als  Q  und  Q' 
kann  als  Berührungspunkt  beim  Stoße  —  F  dienen,  da  bei  jedem  an- 
derei^  das  Moment  des  Stoßes  nicht  in  der  Ebene  der  Zeichnung  fiele. 
Q  aber  ist  deshalb  nicht  geeignet,  weil  ein  dort  angebrachter  Stoß 
immer  die  Rotation,  welche  von  F  hervorgebracht  wurde,  beschleu- 
]iigen  wird,  und  der  Punkt  Q'  wird,  sogar  wenn  er  (wie  in  der 
Figur)  in  letzterer  Hinsicht  eine  geeignete  Lage  hat,  nicht  der  Be- 
dingung genügen,  daß  die  Normale  dort  ebensoweit  von  Z  entfernt 
ist  wie  in  Q. 

%  9.     Nachdem  durch  diese  Betrachtungen  die  Unmöglichkeit  der 

„umgekehrten''   Zusammenstöße  bei    der  angenommenen  Beschaffenheit 

der  Moleküle  nachgewiesen  ist,  wird  man  diese  Stöße  auch  bei  anderen 

Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Moleküle  (wenn  man  sie  z.  B.  ab 

Systeme   sich   anziehender   Punkte    auöaßt)  wohl  nicht  ohne  weiteres 

den  Betrachtungen  zugrunde  legen  dürfen. 

Frage,  welche  mit  der  nach   den  umgekehrten  Zusammen- 

9* 
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stoßen  zusammenhäDgt,  ist  die^  ob  in  einer  Gasmasse  eine  gewisse  Be- 
wegungsart der  Teilchen,  und  eine  andere,  welche  sich  nur  durch  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  der  Geschwindigkeiten  davon  unterscheidet,  bei 
welcher  also  die  nämlichen  Lagen  und  Konfigurationen  in  umgekehrter 
Folge  durchlaufen  werden,  in  gleichem  Maße  auftreten,  das  heißt  also, 
in  der  Bezeichnungsweise  des  §  1,  ob  die  Bewegungsart  Ä  ( — )  ebenso 
oft  vorkommt  wie  die  Bewegungsart  Ä. 

Wenn  ruhende  Moleküle  durch  einen  Stoß  ebensogut  die  Be- 
wegung Ä  (— )  als  die  Bewegung  A  erhalten  könnten,  wenn  weiter 
ebensogut  Zusammenstöße  der  Art 

[A{-),  B{-)]^[A'(-),  B'i-)l 

wie  solche  der  Art 

stattfänden,  so  hätte  man  Grund,  diese  Frage  bejahend  zu  beantworten. 
Zunächst  aber  ist  es  nicht  wahr  (wenigstens  bei  der  im  Vorher- 
gehenden vorausgesetzten  Beschaffenheit  der  Moleküle),  daß  die  beiden 
genannten  Arten   von   Stößen   gleich   möglich   sind.     Denn   wenn  die 

Stöße 

[Ä,  B]  ^  [Ä\  B'] 

vorkommen,  so  bestehen  auch  die  Stöße 

[A'{-),B'i-)]-.[A{-),Bi-)l 

aber  dann  sind  in  der  Regel,  wie  wir  sahen,  die  Stöße 

[^(-),B(-)]-.[^' (-),£'(-)] 
unmöglich. 

Zweitens  kann  man  auch  nicht  behaupten,  daß  ruhende  Moleküle 
durch  einen  Stoß  ebensogut  die  eine  wie  die  andere  der  Bewegungs- 
arten  Ä  und  Ä  (— )  erhalten  können.  Wenn  nämlich  ein  Molekül  in 
einer  gewissen  Lage  durch  einen  Stoß  aus  dem  Ruihezustand  in  die 
Bewegung  Ä  (— )  versetzt  wird,  so  würde  es,  wenn  es  zuerst  die  Be- 
wegung Ä  gehabt  hätte,  und  dann  in  der  nämlichen  Lage  den  gleichen 
Stoß  erhielte,  zur  Ruhe  gebracht  werden.  Das  wäre  aber  gleich- 
bedeutend mit  der  oben  als  unrichtig  hingestellten  Aussage,  daß  ein 
Teilchen  ebensogut  die  Bewegung  Ä  durch  einen  Stoß  gewinnen  wie 
verlieren  könne. 

§  10.  Für  die  Annahme,  daß  die  Bewegungsarten  oder  die  Be- 
wegungszustände  A  und  A  (— )  in  gleicher  Häufigkeit  unter  den  Mole- 
külen eines  Gases  vertreten  seien,  scheint  mir  nach  diesen  Betrachtungen 
kein  hinreichender  Grund  zu  bestehen.  Man  könnte  noch  meinen, 
einen  solchen  Grund  durch  Erwägungen  über  die  Gleichheit  der  Eigen- 
schaften eines  Gases  in  verschiedenen  Richtungen  und  dergleichen  ge- 
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wixmen  zu  kSnneD.  Allerdings  wird  man  zugeben,  daß^  wenn  zwei 
Bewegongsarten  beiauchtet  werden^  bei  welchen  gleiche  Geschwindig- 
keiten des  Schwerpunktes  in  verschiedenen  Richtungen  bestehen^  und 
bei  welchen  die  inneren  Bewegungen  in  Bezug  auf  diese  Rich- 
tungen die  nämlichen  sind,  ebenso  viele  Moleküle  die  eine  wie  die 
andere  Bew^puigsart  zeigen  werden.  Ebenso,  daß  Bewegungsarten, 
deren  eine  als  das  Spiegelbild  der  anderen  in  Bezug  auf  eine  feste 
Ebene  betrachtet  werden  kann,  in  gleicher  Häufigkeit  auftreten.  DaB 
aber  hieraus  keineswegs  auf  das  in  gleichem  Maße  Vorkommen  der 
Bewegungszustande  Ä  und  Ä{—)  geschlossen  werden  darf,  ist  leicht 
zu  zeigen«  Man  kann  sich  vorsteUen,  daß  an  jedem  Molekül  zwei  End- 
punkte zu  unterscheiden  sind,  welche  durch  irgend  eine  Eigentüm- 
lichkeit voneinander  verschieden  sind,  und  welche  ich  als  die  Pole  P 
und  Q  bezeichnen  will.  Es  ist  nun  ein  Bewegungszustand  Ä  denkbar, 
bei  welchem  immer  in  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewegung  der 
Pol  P  nach  vom  gerichtet  ist,  und  wobei  dennoch  den  oben  aus- 
gesprochenen allgemeinen  Bedingungen  genügt  wird.  Bei  dem  entgegen- 
gesetzten Bewegungszustande  Ä  (— )  würde  aber  der  Pol  Q  vorwärts 
gerichtet  sein. 

Die  über  das  Auftreten  der  Bewegungsarten  Ä  und  Ä  {—)  ge- 
machten Bemerkungen  scheinen  mir  deshalb  nicht  ohne  Interesse,  weil 
sich  zeigen  läßt,  daß  die  Annahme,  daß  entgegengesetzte  Bewegungs- 
zustände  in  gleichem  Maße  vertreten  seien,  genügt,  um  den  Schlüssen 
von  Boltzmann  über  die  Bewegungen  mehratomiger  Moleküle  wieder 
Gültigkeit  zu  verschaffen.  Bevor  ich  aber  diesen  Beweis  mitteile,  möge 
eine  einleitende  Betrachtung  über  einatomige  Gasmoleküle  hier  ihren 
Platz  finden.  Ich  betrachte  diese  der  Einfachheit  wegen  als  elastische 
Kugeln;  sie  können  aber  auch  materielle  Punkte  sein,  welche  sich, 
wenn  sie  einander  sehr  nahe  kommen,  mit  von  der  Entfernung  ab- 
hängigen Kräften  anziehen  oder  abstoßen. 

n.  Vereinfachter  Beweis  des  Satzes,  daß  bei  einatomigen  Oasen  die  durch 
dis  MaxwelTsche  Gesetz  bestimmte  Geschwindigkeitsverteilung  die 

einzig  mögliche  ist. 

§  11.  Es  seien  £,  rj,  ^  die  Geschwindigkeitskomponenten  eines 
Moleküls,  und  es  sei  zur  Zeit  t 

die  Anzahl  der  Moleküle  in  der  Volumeneinheit,  für  welche  die  Ge- 
lehwindigkeiten  zwischen 

g  und  1  +  dlj     rj  und  rj  +  drjf     i  und  f  +  rf{;  •     •     •     (4) 
liegen.    Die  Bewegungsart  dieser  Teilchen  heiße  A. 
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Von  den  Zusammenstößen^  welche  diese  Moleküle  erleiden ,  be- 
trachten wir  eine  bestimmte  Gruppe,  jene  Stöße  nämlich,  bei  welchen 
die  Summen  der  gleichgerichteten  Geschwindigkeitskomponenten  der 
beiden  Moleküle  zwischen  x  und  x  +  dx^  y  und  y  +  dy^  z  und  e  +  de 
eingeschlossen  sind,  während  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Nor- 
male innerhalb  eines  unendlich  schmalen  Kegels  von  bestimmter  Rich- 
tung im  Räume  und  mit  der  Offiiung  do  liegt.  Die  Anzahl  dieser 
Zusammenstöße  ist  in  der  Yolumeneinheit  und  während  der  Zeit  dt^) 

dn  =  tf*F(6, 1?,  t)F(X'-i,y'-7]^z—t)VGOB»dxdydzd(odidridtdt.  (5) 

Dabei  bedeutet  6  den  Durchmesser  der  Moleküle,  V  die  relative 
Geschwindigkeit,  d^  den  spitzen  Winkel,  welchen  diese  im  Momente  des 
Zusammenstoßes  mit  der  gemeinschaftlichen  Normale  bildet. 

Das  Fortschreiten  mit  den  Geschwindigkeiten  x  —  i,  y  —  ^>  ^  —  t 
will  ich  die  Bewegungsart  B  nennen. 

Durch  den  Stoß  entstehen  neue  Bewegungsarten  A'  und  B';  wenn 
bei  Ä'  die  Geschwindigkeiten  |',  rj'  %'  sind,  so  sind  sie  bei  jB' 

x-l\y-yi\  z-  S'. 

Bei  Molekülen  Ton  der  angenommenen  Beschaffenheit  sind  nun 
auch  die  umgekehrten  Stöße 

m;  b']  —  \_A,  B] 

möglich.  Die  Anzahl  derselben,  oder,  genauer  gesagt,  der  Stöße,  bei 
welchen  eines  der  Teilchen  nach  dem  Stoße  Geschwindigkeiten  zwischen 
den  Grenzen  (4)  besitzt,  während  die  Summen  der  Geschwindigkeit»- 
komponenten  der  beiden  Teilchen  und  die  Richtung  der  gemeinschaft- 
lichen Normale  wieder  den  angegebenen  Bedingungen  genügen,  ist*) 

dn^6''Fyl\y{yl')F{x-'^,y-y{,z-l')Vi^o%%dxdydzdiod\dridlit{^) 

1)  Bei  der  Berechnung  dieser  Zahl  kann  man  so  verfahren,  als  ob  alle 
Teilchen  der  dnrch  die  Grenzen  (4)  bestimmten  Gruppe  die  gleiche  Greschwindig- 
keit  (£,  f],  ^  hätten.  Die  Gedchwindigkeitskomponenten  müssen  dann  für  die 
zweite  in  Betracht  kommende  Gruppe  zwischen  x  —  $  und  x  —  £  -f~  dx^  y  —  i| 
und  y  —  ^1  +  dy^  z  —  i  und  z  —  l-^-  dz  eingeschlossen  sein,  so  daß  diese  Qrupp» 
pro  Yolumeneinheit  Fix  —  J,  y  —  ??,  z  —  i)dxdydz  Teilchen  enthSJt.  Die  Rech- 
nung verläuft  weiter  so  wie  in  der  Anmerkung  zu  p.  117,  nur  müssen  wir  jetxl^ 
jeden  mit  den  halben  Scheitelwinkeln  %  und  %  +  dx  beschriebenen  DoppelkegeE 
durch  einen  Kegel  mit  der  öfinung  do»  und  von  der  gewählten  Richtung  ersetzen. 

2)  Nachdem  wir  in  (5)  die  Anzahl  der  Zusammenstöße  \A^  B]— >>[j1',  B'J 
gefunden  haben,  können  wir  uns  die  Frage  stellen,   was  bei  denselben  aus  des* 
Geschwindigkeit  (£,  r^,  ß   wird;   dabei  können  wir  den  Größen  x^y^  z  ganz  be^ 
stimmte  Werte  und  der  gemeinschaftlichen  Normale  eine  bestimmte  Bichtong,  di0 
mit  den  Koordinatenachsen  die  Winkel  a,  ^,  /  bilden  möge,   zuschreiben.    Di0 
Geschwindigkeitskomponenten  sind  dann  nach  dem  Stoße 

f  =  J  +  cos  a  { (x  —  2  J)  cos  a  +  (y  —  2  ij)  cos  p  +  (xr  —  2  f )  cos  y } ,  usw. 
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§  12.  Wenn  q>  eine  Größe  ist,  welche  von  den  Geschwindigkeiten 
eines  Moleküls  abhängt,  also  eine  Funktion  Ton  £,  rj,  i,  so  kann  man 
in  einem  bestimmten  Augenblicke  für  jedes  Teilchen  den  Wert  von  q> 
nehmen  und  über  alle  Teilchen  der  Volumeneinheit  summieren.  Ich 
bezeichne  das  Resultat  mit  £q>. 

Man  kann  diese  Berechnung  ausführen  vor  und  nach  der  Zeit  di 
und  die  Differenz  der  beiden  Resultate  bilden,  also  SHtp. 

Dabei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  ist  möglich,  daß  q) 
zu  allen  Zeiten  dieselbe  Funktion  von  |,  %  i  ist;  die  Natur  der  Funk- 
tion kann  sich  aber  auch  mit  der  Zeit  ändern,  d.  h.  (p  kann  von  S,  17,  £ 
und  t  abhängen. 

Im  ersten  Falle  wird  für  jedes  Molekül,  das  während  der  Zeit  St 
seine  Bewegung  ungeändert  behalten  hat,  auch  tp  ungeändert  bleiben 
und  die  Variation  von  2^tp  entsteht  nur  dadurch,  daß  einige  Teilchen 
durch  Zusammenstöße  andere  Geschwindigkeiten  erhalten  haben,  mithin 
auch  ein  anderes  tp. 

Ändert  sich  die  Gestalt  der  Funktion  mit  der  Zeit,  so  ist  auch  für 
ein  Molekül,  das  keinen  Zusammenstoß  erleidet,  der  Wert  von  q>  zur  Zeit 
t-\-  dt  von  dem  Werte  zur  Zeit  t  verschieden.     Man  kann  dann  setzen 

Dieses  Besultat  läßt  eine  einfache  geometrische  Deutung  zu.  Wenn  man  nämlich 
in  einer  Hilfsfigur,  die  wir  das  Geschwindigkeitsdiagramm  nennen  können,  zwei 
Punkte  P  und  P'  bestimmt,  deren  Koordinaten  in  Bezug  anf  Achsen,  die  den  in 
der  Gasmasse  benatzten  paiallel  laufen,  S,  17,  2;,  bezw.  i\r\\t'  sind,  so  ist  der 
eine  dieser  Punkte  das  Spiegelbild  des  anderen  in  Bezug  auf  eine  Ebene  E^  die 
man  durch  den  Punkt  {\x^  \  y^  \  z)  senkrecht  zor  Richtung  (a,  |3,  7)  legt. 
Ebenso  wie  dem  Teilchen  mit  der  Geschwindigkeit  ($,  77,  i)  der  Punkt  P  als  „Ge- 
schwindigkeitspunkt^S  wie  wir  sagen  wollen,  entspricht,  so  hat  auch  jedes  andere 
Molekül  seinen  Geschwindigkeitspunkt,  und  man  kann  sagen,  es  sei  (6)  die  An- 
zahl der  unter  den  festgesetzten  Bedingungen  stattfindenden  Stöße,  bei  welchen 
vor  dem  Zusammentreffen  das  eine  Teilchen  seinen  Geschwindigkeitspunkt  im 
Inneren  eines  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Parallelepipeds  d^dridi  hat.  Wir 
hätten  nan  die  hervorgehobene  Gruppe  von  Molekülen  auch  dadurch  charakteri- 
sieren können,  daß  die  Geschwindigkeitspunkte,  statt  in  jenem  Parallelepiped  in 
einem  beliebig  gestalteten  Yolumenelement  (2Z  am  Punkte  (£,  77,  £)  enthalten  sind. 
Dann  wäre  in  dem  Ausdrucke  (5)  d^drid^  durch  dl  zu  ersetzen.  Da  bei  den 
Zusammenstößen  jeder  Geschwindigkeitspunkt  P  in  sein  Spiegelbild  in  Bezug  auf 
die  Ebene  E  übergeht,  so  werden  die  neuen  Geschwindigkeitspunkte  alle  in  einem 
Elemente  dX'  liegen,  welches  das  Spiegelbild  von  dl  ist.  Umgekehrt  werden  die 
Geschwindigkeitspunkte  sich  nach  dem  Stoße  in  dl  befinden,  wenn  sie  vorher 
in  dV  lagen;  also  hat  man,  um  dn  zu  erhalten,  in  (6)  £,  tj,  f  durch  ^^  rf,  i\  und  dl 
durch  dl'  zu  ersetzen.  Da  aber  dV=^dl^  so  kann,  wenn  für  das  Element  dl  das 
rechtwinklige  Parallelepiped  gewählt  wird,  d^drjdi  stehen  bleiben. 

Daß  an  Fcos  (^  nichts  geändert  zu  werden  braucht,  und  daß  bei  den  jetzt  be- 
trachteten Stößen  nicht  nur  das  eine  Molekül  zu  dem  Bewegungszustande  Ä,  son- 
dern auch  das  andere  zu  dem  Zustande  B  zurückgeführt  wird,  ist  leicht  ersichtlich. 
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wo  di^fp  von  den  ZusammenstoBen,  d^Etp  von  der  Gestaltsanderang 
der  Funktion  q>  herrührt. 

§  13.  um  d^Etp  zu  berechnen^  betrachte  man  zunächst  einen  der 
Zusammenstöße 

Wir  wollen  zur  Abkürzung  mit  (p^  und  g),  die  Werte  der  Funktion 
für  die  beiden  Teilchen  vor  dem  Zusammenstoße ^  mit  q>\  und  q>\  die 
Werte  nach  dem  Zusammenstoße  bezeichnen.  Diese  vier  Zeichen  stehen 
also  an  der  Stelle  Ton 

Die  beiden  Moleküle  liefern  vor  dem  Stoße  z\x  Ztp  den  Beitrag 
9i+9'27  ^^^  ^^™  Stoße  den  Beitrag  fp\+ ^\\  es  wird  also  durch 
einen  Zusammenstoß  S(p  um 

vergrößert,  und  durch  die  dn  Zusammenstöße  um 

{¥\  +  9>'a  —  9>i  —  ^%)  ^^' 
Ebenso  findet  man,  daß  £q)  durch  die  dn'  Zusammenstöße 

[A',  B']  —  \A,  B) 
um 

(9>i  +  g>i  —  q>\  —  q>\)  dn' 

zunimmt.     Die  beiden  Gruppen  von  Stößen  zusammen  liefern  also  zu 
di2J<p  den  Beitrag 

(y'i  +  9>\  -  9>i  -  9>i)  (^»  -  ^^If 

oder,  wenn  man  (5)  und  (6)  berücksichtigt, 

--F{i',ri\t')F(x-'i\y'-Vy^-tl)VooB^dxdydgda)didfidtdt.  (7) 

Die  Zusammenstöße,  welche  wir  jetzt  berücksichtigt  haben,  sind 
diejenigen,  welche  der  Gruppe  von  Teilchen,  deren  Gesöhwindigkeiten. 
zwischen  den  (Frenzen  (4)  liegen,  und  welche  ich  die  Ghiippe  P  nennen, 
will,  entweder  ein  Molekül  entziehen,  oder  ein  Molekül  zuführen,  und 
außerdem  unter  den  durch  x,  y,  z  und  durch  die  Eegelfl'ache  rJcD  näher 
vorgeschriebenen  Bedingungen  stattfinden.  In  dem  Ausdrucke  (7)  sind 
6,  %  S,  a:,  y,  z  und  die  zwei  Winkel,  welche  die  Richtung  der  gemein' 
schafllichen  Normale  bestimmen,  und  deren  Differentiale  in  dm  enthalten 
sind,  als  die  unabhängigen  Veranderlichen  zu  betrachten,  'Ö',F,  5',  iy',  {' 
als  die  abhängigen  Variablen. 

Wenn  man  nun  den  Ausdruck  (7)  zunächst  nach  den  beiden  ge- 
nannten Winkeln  integriert  über  alle  Werte,  welche  sie  bei  bestimmten 
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ly  fj,  i,  X,  y,  z  haben  können,  und  wenn  man  dann  weiter,  während 
S,  17,  {;  konstant  gehalten  werden,  nach  Xy  y,  z  integriert  zwischen 
—  00  und  +  <x>7  so  erhält  man  die  Zunahme  von  S(p  durch  alle  StoBe 
ohne  Einschränkung,  durch  welche  die  Molekülzahl  der  Gruppe  P  ab- 
oder  zunimmt. 

Um  daraus  die  Änderung  Ton  Htp  durch  alle  Stöße  abzuleiten, 
hat  man  noch  nach  i,  rj,  ^  zwischen  —  cx>  und  +  <x>  zu  integrieren. 
Nur  ist  dabei  zu  bemerken,  daß  jeder  Zusammenstoß  zwei  (rruppen 
von  Teilchen  ein  Molekül  entzieht  und  zwei  anderen  Oruppen  ein 
Molekül  zuführt,  so  daß  man  bei  dem  angegebenen  Verfahren  jeden 
Zusammenstoß  viermal  mitzählt.  Deutet  man  alle  angegebenen  Ope- 
rationen durch  ein  einziges  Integralzeichen  an,  so  wird  schließlich 

Was  d^Etp  betrifft,  so  bemerke  man  zunächst,  daß  für  jedes 
Teilchen,  das  keinen  Zusammenstoß  erleidet,  die  Größe  q>  während  der 
Zeit  St  um 

zunimmt,  wo,  bei  Ausführung  der  Differentation  nach  t,  die  Größen  l^i?,  t 
als  konstant  zu  betrachten  sind.  Die  Ghnippe  von  Teilchen,  deren  Ge- 
schwindigkeiten zwischen  den  Grenzen  (4)  liegen,  liefert  also  für  d^Stp 
den  Beitrag 

F(6,,,0|fdUi?dg«<.      (9) 

Zwar  sollte  man  eigentlich  -^St  multiplizieren  mit  der  Anzahl 

derjenigen  Teilchen  in  dieser  Gruppe,  welche  keinen  Zusammenstoß  er- 
leiden; da  aber  die  Anzahl  der  Moleküle,  welche  mit  anderen  in  Kol- 
lision geraten  sind,  yon  der  Ordnung  dt  ist,  so  hat  man  im  Aus- 
drucke (9)  nur  eine  Größe  von  der  Ordnung  dt^  fortgelassen. 

Aus  (9)  erhält  man  d^Utp,  wenn  man  in  Bezug  auf  |,  17,  g  zwischen 
—  00  und  -f  00  integriert;  es  ist  ako 

*,2:9  =  *<y*F(g,,,ö|fdUi?de (10) 

Natürlich  kann  man  schreiben 

2:q>='fF%r],t)g>didfidt, 
nnd  ergibt  sich  hieraus 

8Z(p  =  dtf^ipdkdridt  +  dtjF^^didridl 
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Aus  den  mitgeteilten  Betrachtungen  geht  hervor,  daß  der  Wert 
des  Gliedes 

St  I  -^(pdidrjdi 
durch  die  Gleichung  (8)  gegeben  wird. 

§  14.  Wir  können  in  Betreff  der  Funktion  g)  jede  beliebige  An- 
nahme machen,  da  über  die  Art  und  Weise,  wie  sie  von  |,  rj,  g,  t  ab- 
hängt, nichts  vorausgesetzt  wurde.  Es  wird  sogar  an  unseren  Deduk- 
tionen nichts  geändert,  wenn  die  Funktion,  welche  über  die  verschiedenen 
Moleküle  summiert  wird,  zufälligerweise  mit  der  Funktion,  welche  die 
Geschwindigkeitsverteilung  darstellt,  zusammenhängt.     Es  ist  demnach 

erlaubt  zu  setzen 

9  -  logF(6,  7],  g). 

Dadurch  geht  zunächst  die  Gleichung  (10)  Qber  in 

<J,  Stp  =  dtfF^^f/di  dri  dt  =  Sif^  di  dri  rfg 


Da  aber  /> 

jFdkdridt 


8t-§-^jFd%dridl. 


die  Anzahl  der  Teilchen  in  der  Volumeneinheit  bedeutet,  welche  Anzahl 
sich  im  Laufe  der  Zeit  nicht  ändert,  so  erhält  man 

d,  Ztp  -  0. 

Die  ganze  Änderung  von  Ztp  wird   demnach  durch  (8)   gegeben, 
und  man  hat  folglich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

F{l,-n,t),  F{x-i,y-n,z-t),  Fir,v,n  F(x-6',y-»?>-n 

mit 

TP  TP  TP'  V 

bezeichnet, 
dflXo^Fdldfidt 

^\6Htf\og{^^^^){F^F^-F\F\)YGo%&dxdydzdmdldridt. 

Sobald   nicht   F^  F^  =»  F\  F\    ist,    hat    der  Ausdruck   unter   dem 

Integralzeichen   stets  das  negative  Vorzeichen,  und  es   kann  demnach, 

wenn   wir  mit  einem  willkürlichen  Zustande   des   Gases  anfangen,  die 

Größe  ^ 

H^JF\o^Fdidridi 

nur  abnehmen.     Diese  Abnahme   wird  fortdauern,   bis   ein   stationärer 
Zustand  erreicht  ist,  in  welchem  H  ein  Minimum  ist. 
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Es  muB  dann  aber  bei  jedem  Zusammenstoß 

sein,  woraus  in  bekannter  Weise  das  Maxweirsche  Gesetz  abgeleitet 
werden  kann.^) 

ni.  Betrachtung  mehratomiger  Molekfile  unter  einer  Hypothese. 

§  15.  Jedes  der  einander  gleichen  Gasmoleküle  möge  aus  r  Atomen 
bestehen  und  der  Bewegungszustand  desselben  sei^  ähnlich  wie  bei 
Boltzmann^  durch  die  Größen 

6lJ  'niJ  5l>  t«>  •  •  •  ir-ly  ^U  ^IJ  ^U  ^%>  •  •  •  W^r 

bestimmt  y  Ton  welchen  die  3r  — 3  ersten  relative  Koordinaten  der 
Atome  in  Bezug  auf  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt^  und  die  3r 
letzten  Geschwindigkeiten  bedeuten.  Es  sind  nämlich  für  das  A;^Atom 
1^,  1^4,  Ij^  jene  relativen  Koordinaten,  und  Uj^,  v^y  w^  die  vollen  Geschwin- 
digkeitskomponenten. Da  die  Koordinaten  des  letzten  Atoms  in  Bezug 
auf  den  Schwerpunkt  von  den  Koordinaten  der  übrigen  ahhängen,  so 
sind  1^,  rj^,  ^  nicht  unter  die  Variablen  aufgenommen. 
Zur  Zeit  t  mögen  in  der  Yolumeneinheit 

1)  Wenn  das  Gas  sich  im  ganzen  genommen  in  Buhe  befindet,  nnd  also  die 
Molekolarbewegnng  nach  allen  Seiten  in  derselben  Weise  vor  sich  geht,  kann  die 
Funktion  F  nur  von  der  Größe  r  =y|*^  ^«  -}.  {«  der  Geschwindigkeit,  wir  können 
auch  sagen  von  dem  Geschwindigkeitsquadrat  8  abhängen  Bezeichnen  wir  die 
Werte  von  8  vor  einem  Zusanmienstofie  mit  «i,  ^,  die  Werte  nach  dem  Stoße  mit 
8\,  8\  und  setzen  wir  logF<—  9(0),  so  muß  also  gelten 

9(«i)  +  9(«f)  =  9(«'i)  +  9(«'i)- 
Nun  konmien  bei  den  Stößen  alle  Kombinationen  8|,  ^,  s\,  8\  vor,  welche  der 
Bedingung 

«1  +  «1  =  «'1  +  «'f 

genügen ;  folglich  muß  fOr  alle  Werte  von  «^ ,  «| ,  8\  (mit  der  Einschränkung  8^  -\-  8^  >-«\ ) 

9(«i)  +  9(«i)  =  fp{s\)  +  9(«i+  «1  -  «'1) 
sein.    Differenziert  man  dies  nach  «j,  so  erhält  man 

9\«i)  =  9'(«i+  «1  — «'1). 

Hier  sind  8^  und  8i-{-  8^  —  8\  völlig  voneinander  unabhängige  positive  Zahlen, 
folglich  ist  die  abgeleitete  Funktion  q>'  eine  Eonstante.  Wir  bezeichnen  sie  mit 
—  A,  und  haben  dann,  wenn  C  eine  weitere  Eonstante  ist, 

(jp'(«)  =  —  Ä,      9(»)  =»  logC  —  Ä*, 

was  der  Ausdruck  des  Maxwell" sehen  Gresetzes  ist.  Die  Konstante  h  ist  positiv, 
weil  sonst  för  r  =  00,  F  =^  co  wäre. 
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Teilchen  Yorkommen^  f&r  welche  die  Variablen  zwischen  den  Grenzen 

5i  und  li  +  dJi, .  .  .  g^.i  und  g^^^  +  d6^_i,  u^  und  u^  +  du^, .  . . 

. . .  w^  und  M?^+  dw^    (11) 

eingeschlossen  sind;  den  Bewegungszustand  dieser  Moleküle  will  ich 
mit  a  andeuten. 

Wie  es  durch  die  Aufnahme  Ton  t  unter  die  unabhängigen  Va- 
riablen ausgedrückt  ist,  braucht  der  Zustand,  den  wir  betrachten,  vor- 
läufig nicht  stationär  zu  sein,  wobei  noch  zu  bemerken  ist,  daß  jetzt 
nicht  nur  durch  die  Zusammenstöße,  sondern  auch  durch  die  inneren 
Bewegungen  der  Teilchen  eine  Änderung  Ton  f  mit  der  Zeit  eintreten 
kann.  Bei  jedem  sich  selbst  überlassenen  Molekül  ändert  sich  ja  fort- 
während der  Bewegungszustand. 

Es  sei  weiter  9  eine  vorläufig  willkürliche  Funktion  von  Si, . . .  5r-i; 
Ulf , ,  ,w^  und  t.  Man  kann  dann  wieder  in  jedem  Augenblicke  für  alle 
Teilchen  der  Volumeneinheit  den  Wert  dieser  Funktion  nehmen;  2Jq>  sei 
die  Summe  aller  dieser  Werte.  Wir  betrachten  die  Änderung  dUq>, 
welche  diese  Größe  zwischen  den  Augenblicken  t  und  ^  -|-  ^^  erleidet. 

Es  besteht  nun  d2Jq>  wieder  aus  zwei  Teilen,  beide,  wie  St,  un- 
endlich klein.  Der  erste,  den  ich  mit  d^Sq)  bezeichne,  rührt  daher, 
daß  während  der  Zeit  dt  eine  unendlich  kleine  Zahl  von  Molekülen 
einen  Zusammenstoß  erleiden  und  dadurch  einen  ganz  neuen  Bewegungs- 
zustand, also  auch  einen  neuen  Wert  von  9  erhalten.  Die  zweite  Zu- 
nahme d^Zq>  hat  die  unendlich  kleine  Änderung,  welche  für  jedes  der 
übrigen  Moleküle  in  dem  Werte  von  9  auftritt,  zur  Ursache.  Während 
diese  Änderung  in  dem  vorhergehenden  Abschnitte  nur  dadurch  hervor- 
gebracht wurde,  daß  sich  9  bei  konstanten  i,ri,i  mit  der  Zeit  änderte, 
wird  sie  jetzt  auch  teilweise  durch  die  Änderungen  verursacht,  welchen 
die  Größen  Si, . . .  6r-i;  u^,  .Wr  ^  einem  frei  weiterfliegenden  Molekül 
unterworfen  sind. 

§  16.  Berechnung  von  d^Sq),  Neben  den  Teilchen  mit  dem  Be- 
wegungszustande a  betrachten  wir  eine  zweite  Gruppe,  für  welche  die 
Variablen  zwischen  den  Grenzen 

i\  und  g'i  +  dl\, . . .  gV-i  ^^^  SV-i  +  ^S'r-i?   ^\  ^d  «*'i  +  ^^\f  •  •  • 

.  .  .  w\  und  w\+  dw\    (12) 

liegen;  dieser  Bewegungszustand  möge  a   heißen. 

Es  können  nun  zwischen  einem  Molekül  mit  dem  Zustande  a  und 
einem  mit  dem  Zustande  a  Zusammenstöße  unter  sehr  verschiedenen  Um- 
ständen stattfinden.  Wir  wählen  eine  bestimmte  Art  von  Stößen  aus,  in- 
dem wir  die  Bedingung  stellen,  daß  zu  Anfang  der  Wechselwirkung  die 
parallel  OX  und  OY  laufenden  Koordinaten  des  einen  Schwerpunktes  in 
Bezug  auf  den  anderen  zwischen  bestimmten  Grenzen  liegen. 
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Wir  wollen^  wie  das  auch  Boltzmann  tut^  die  Größen 

mit 

bezeichnen^  wobei 

.    ist^  und  ebenso  an  die  Stelle  von 

schreiben 

Sind  weiter  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  des  ersten  Mole- 
küls X,  y,  0j  die  des  Schwerpunktes  des  zweiten  Teilchens  x\  y\  z\  so 
bezeichnen  wir  die  relativen  Koordinaten 

x—x,  y'—y,  z'—z 
mit 

A-67  A-47  JP,-8- 

Die  Anzahl  der  Stöße ^  zu  deren  Anfang  jp,_5  und  v»^^  zwischen 
den  Grenzen 

A-6  ^d  jp,.6+  djp,.5,  i>,_4  und  i),_4+  dp,,^ 

liegen,  ist  Ton  Boltzmann  berechnet  worden.    Man  kann  für  dieselbe 
schreiben 

in  =  f{%^, .  .  .  w^f{%\, . .  .  t^V)  M ^A^Pa  •  •  •  ^l>,-4^9i  •  •  •  äq^^i.     (13) 

Ich  habe  hier  mit  [o]  den  absoluten  Wert  der  Größe  angedeutet, 
welche  Boltzmann  cd  nennt  und  die  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung 

dF       ,   dF        ,  ,      dF 

a,  =  ?ft ^-Jb _ ^J^-^ ^    ....     (14) 

wenn 

eine  solche  Funktion  ist,  daß  ein  bestimmter  konstanter  Wert  derselben 
den  Beginn  oder  das  Ende  der  Zusammenstöße  charakterisiert,  und  wenn 

die  Werte  sind,  welche 

^P\     ^P%  ^Ä-8 

dt  '  dt  '"'     dt 
zu  Anfang  des  Stoßes  haben. 

§  17.     Die  Formel  (13)  kann  man  in  folgender  Weise  ableiten. 

Indem  wir  die  Bewegungszustände  zweier  Moleküle  durch  die 
Größen  jPi, . . .  1>,»6;  Qi}  •  •  9.$  '^^  ^®  gegenseitige  Lage  durch  i>,_5, 
A-4;  A-8  hestimmen,  können  wir  die  Anzahl  der  Molekülpaare  in  der 
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Yolumeneinlieity    für   welche   diese   Bestimmungsstücke    zwischen    den 

Grenzen 

Pi  und  p^+  dpi, . . .  i},_5  und  /),_j  +  d^j^^j, 

q^  und  5i+  dg,, .  . .  g,  und  g,+  dg, 

eingeschlossen  sind,  mit 

Ndpi . . .  dp^__^dq^  . .  .  dq^ (15) 

bezeichnen y  wo  N  ein  Faktor  ist,  den   wir  alsbald  naher  betrachten 
werden. 

Man  kann  nun  aber  auch  statt  der  einen  Variablen  p^^^  die  Größe 
^{Pi9  P27 ' '  '  P»-i)  einführen.     Bei  konstanten  jp^,  p^, . . .  i>,_4  ist 

''^=  äF"  ^P'-> 

und  wir  finden  somit 


NdjPi  .  .  .  dp^^^dq^  .  . .  dq^ 


r  dF 


dF 


(16) 


für  die  Anzahl  der  Molekülpaare;  bei  welchen  in  einem  bestimmten 
Augenblick  Pi, . .  •  ^,»4;  Qif  •  -  *  Q»  zwischen  den  angegebenen  Grenzen 
liegen  und  zugleicherzeit  F  zwischen  F  und  F+  dF. 

Die  rechteckigen  Klammem  dienen  hier  —  und  ebenso  in  späteren 
Formeln  —  wieder  dazu,  den  absoluten  Wert  der  eingeschlossenen  Größe 
anzudeuten. 

Wir  wollen  nun  unter  F  den  bestimmten  Wert  F^  verstehen,  welchen 
die  Funktion  am  Anfang  eines  Zusammenstoßes  hat,  und  unter  dF  die 
mit  dem  negativen  Vorzeichen  genommene  Änderung,  welche  während 
des  Zeitelementes  dt  stattfindet.    Also: 

.jp  (dF       ,   SF       .  .     dF  \  .. 

wodurch  (16)  in 

^ dp^  .  .  .  dp^^^dq^ ,  .  .  dq^[(o\St (17) 

übergeht. 

Es  ist  klar,  daß  bei  allen  Molekülpaaren,  für  welche  der  Anfangs- 

j  TT 

wert  von  F  zwischen  den  Grenzen  F^  und  F^—  -^  St  liegt,  die  Funk- 
tion im  Laufe  der  Zeit  St  den  Wert  F^  erreichen  wird,  und  daß  wir 
also  wirklich  in  (17)  die  gesuchte  Anzahl  der  Zusammenstöße  gefunden 
haben.  Der  Umstand,  daß  jPi, . . .  l>,_4,  ffi, .  . .  ^,  sich,  bevor  der  Stoß 
eintritt,  noch  etwas  ändern,  und  daß  sie  also  beim  Stoßanfang  nicht 
mehr  genau  zwischen  den  angegebenen  Grenzen  liegen,  eben  weil  sie 
zu  Anfang  des  Zeitelementes  St  dieser  Bedingung  genügten,  kann  un- 
berücksichtigt bleiben,  da  er  in  (17)  nur  eine  Änderung  von  der  Ord- 
nung Sfi  herbeiführen  kann. 
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Wir  haben  jetzt  noch  den  Wert  von  N  näher  zn  betrachten^  d.  h. 
den  Ausdruck  (15)  zu  berechnen.  Zu  diesem  Zwecke  fassen  wir  zu- 
nächst die  erste  Gruppe  von  Molekülen  ins  Auge^  die  Gruppe  nämlich, 
deren  Bewegungszustand  durch  (11)  festgeidetzt  ist;  die  Anzahl  dieser 
Teilchen  pro  Volumeneinheit  nennen  wir  a.  Soll  nun  in  Bezug  auf 
ein  Molekül  M,  welches  dieser  Gruppe  angehört,  der  Schwerpunkt 
eines  anderen  Teilchens  eine  solche  Lage  haben,  daß  x'—  Xj  y'—  y, 
/ — jer  zwischen  den  Grenzen 


Ä-.5    U^d  i),_ß+  dp,_5;   A-4  ™d  A-4+  rfA-4l    P,-8   ™d  i?,_8+  rfp,_ 


8 


eingeschlossen  sind,  dann  muß  offenbar  jener  Schwerpunkt  in  einem 
mit  dem  Molekül  M  fest  verbundenen  R^um  von  der  Größe 

liegen.  Es  gibt  nun  a  derartiger  BÄume  in  der  Volumeneinheit,  und 
wenn  wir  die  ebenfalls  pro  Volumeneinheit  genommene  Anzahl  der 
Teilchen  der  zweiten  durch  (12)  bestimmten  Gruppe  für  einen  Augen- 
blick mit  a   bezeichnen,  erhalten  wir 

«a'^A-6^A-4rfA-8 

für  die  Zahl  der  Molekülpaare,  um  die  es  sich  handelt.  Das  ist  der 
Wert  von  (15)  und  man  hat  also 

Wenn  man  dies  in  (17;  substituiert,  und  für  a  und  a   die  Werte 

«  =  /'(6l,  .  .  .  W^r)  öfÄ-  •  •  ^ftr-8  <i^i"  dQzr 

einsetzt,  ei^bt  sich  der  Ausdruck  (13). 

§  18.  Wir  können  das  gefundene  Resultat  noch  etwas  verall- 
gemeinem, wenn  wir  uns  einer  in  die  Lehre  von  einer  92-fachen  Mannig- 
keit,  oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  in  die  n-dimensionale  Geometrie 
gehörenden  Betrachtung  bedienen.^)     Gesetzt,  wir  haben  n  Größen 

X^y     X^,    .     .     .     X^j 

die  den  Zustand  eines  Systems  (oder  irgend  einen  Vorgang)  bestimmen, 
und  es  gebe  unzählig  viele  derartige  Systeme  (oder  Vorgänge),  bei 
welchen  die  x  allerhand  verschiedene  Werte  haben.  Wir  können  dann, 
indem  wir  die  Gesamtheit  der  Systeme  gleichsam  statistisch  betrachten, 
die  Anzahl  der  Fälle  ins  Auge  fassen,  in  welchen  x^,  x^, .  .  .  x^  inner- 
halb eines  gewissen  unendlich  kleinen  Spielraums  oder  Gebietes  liegen. 
Ein  solches  Gebiet  kann  in  verschiedener  Weise  begrenzt  sein  und  ver- 

1;  Vgl.  auch  den  folgenden  Artikel. 
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sciuedene  Größe  haben.  Eine  sehr  einfache  Begrenzung  erhalten  wir, 
wenn  wir  verlangen,  daß  die  Veränderlichen  zngleicherzeit  zwischen 
den  Werten 

Xi  und  x^+  dx^y  x^  und  x^  +  dx^^  •  •  •  ^w  ^°d  ^n  +  ^^n 

liegen  sollen,  wo  dx^^y  dx^y  . . .  dx^  gewisse  positive  Zuwächse  sind;  wir 
wollen  sagen,  daß  wir  es  dann  mit  einem  ,,nacli  den  x  begrenzten^ 
Gebiet  zu  tun  haben.  Indem  wir  nun  festsetzen,  daß  die  Größe  eines 
solchen  nach  dem  Wert  des  Produktes 

dXi  dx^  . .  •  dx^ 

beurteilt  werden  soll,  können  wir  auch  die  Größe  eines  in  beliebiger 
anderer  Weise  begrenzten  Gebietes  bestimmen.  Wie  man  in  der  drei- 
dimensionalen Geometrie  jeden  gegebenen  Raum  in  unendlich  viele 
rechtwinklige  Parallelepipede  zerlegen  kann,  wobei  die  an  den  Grenzen 
des  Raumes  übrigbleibenden  Teile  im  Verhältnis  zu  der  ganzen  Aus- 
dehnung verschwindend  klein  sind,  so  kann  man  auch  in  der  n- fachen 
Mannigfaltigkeit  (x^y  x^, .  , .  xj  jedes  beliebige  Gebiet  als  die  Summe 
unendlich  vieler  nach  den  x  begrenzten  Gebiete  auffassen. 

Unter  zwei  gleichen,  unendlich  wenig  voneinander  entfernten,  nach 
den  X  begrenzten  Bereichen  verstehen  wir  solche,  für  welche  die  Differen- 
tiale dx^y  dx^y . . .  dx^  gleiche  Werte  haben,  die  Anfangswerte  x^yX^y,..x^ 
aber  unendlich  wenig  voneinander  verschieden  sind.  Wenn  wir  uns  auf 
die  Größen  von  der  Ordnung  dx^  dx^ . . .  dx^  beschränken,  so  dürfen 
wir  sagen,  daß  solche  Gebiete  gleich  viel  Systeme  oder  Fälle  umfassen. 
Es  rührt  dies  daher,  daß  die  Umstände,  welche  darüber  entscheiden,  ob 
ein  System,  in  das  Gebiet  hineingehört  oder  nicht,  und  die  sich  mit 
den  Werten  der  x  ändern,  für  die  beiden  unendlich  wenig  auseinander 
liegenden  Spielräume  nur  unendlich  wenig  verschieden  sein  können. 
Wir  schließen  dann  weiter,  daß  auch  bei  beliebiger  Gestaltung  eines 
unendlich  kleinen  Spielraumes  die  Anzahl  der  von  demselben  umfaßten 
Fälle  seiner  Größe  proportional  ist.  Ist  diese  Zahl  für  ein  nach  den  x 
begrenztes  Gebiet  kdx^dx^ .  . .  dx^y  so  ist  sie  kdX  für  jedes  unendlich 
kleine  Gebiet  von  der  Größe  dl. 

Der  Ausdruck  (13)  bezieht  sich  auf  die  (25— -4)-fache  Mannigfaltig- 
keit (Pi, . .  •  i>,-4,  ^if '  '  Qs)}  und  zwar  stellt  er  die  Zahl  der  Stöße  dar, 
welche  in  ein  nach  den  p  und  q  begrenztes  unendlich  kleines  Gebiet 
dieser  Mannigfaltigkeit  hineingehören.  Setzen  wir  nun  die  Gh-enzen, 
innerhalb  welcher  die  Variablen  i>i,  ..!>,_ 4,  9if  -  -  •  Qm  ^^^^  bewegen 
dürfen,  in  anderer  Weise  fest,  d.  h.  begrenzen  wir  den  unendlich  kleinen 
Spielraum,  den  wir  für  diese  Variablen  offen  lassen  wollen,  in  anderer 
Weise,  so  dürfen  wir,  wenn  dX  die  Größe  des  Spielraumes  bedeutet, 
für  die  Zahl  der  Zusammenstöße  noch  immer  schreiben 

rfw  =  fii^y .  . .  m;^)  f{i\,  •  •  •  O  M  dXdt.    .     .     .     (18) 
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§  19.  Die  Größen;  welche  am  Ende  des  Zusammenstoßes  die  Kon- 
figuration der  beiden  Moleküle  bestimmen,  wollen  wir  mit 

oder  auch  mit 

bezeichnen,  ebenso  die  Geschwindigkeiten  der  Atome  nach  Ablauf  der 

Wechselwirkung  mit 

UV  W    Tl'  W 

oder 

Qlf   Qi)  •  •  •  Qir)  Csr  +  1»  '  '  'Qt (20) 

und  die  Werte  von 

x'—x,  y'—y,  z  —  z 
mit 

V        V        v 

•*^#-6;  -'^«-i;  •*^«-8* 

Da  die  Anfangswerte  der  die  Bewegungszustände  bestimmenden 
Variablen  nicht  für  alle  Molekülpaare  gleich  waren,  und  überdies  nicht 
alle  Zusammenstöße  unter  genau  denselben  Umständen  stattgefunden 
haben,  so  sind  auch  die  W^erte  der  P  und  Q  nicht  für  alle  Fälle  genAu 
dieselben.  Dürften  wir  sagen,  daß  am  Ende  des  Zusammenstoßes  die 
den  Bewegungszustand  bestimmenden  Variablen  für  das  erste  Molekül 
zwischen 

Äi  nnd  Äi+d,5i,...Z,.i  und  Z,.i  +  rfZ,.i,  C,  und  Di*+düi... 

...TT^  und  TT^+dTT^,    (21) 
für  das  zweite  zwischen 

Ä'i  und  Ä'i+  dÄ'i, . . .  Z;-i  und  Z'r-.^  +  dZ;-i,  V\  und  V\  +  dV\, . . . 

...TTVund  W'^+dW\.     (22) 

m.  a,W.  die  Größen  (19)  und  (20)  zwischen  den  Grenzen 

P,  und  Pi+dPi,     P,  und  Pg+dP,,...^,  und  ^,+  dÖ, 

und  zugleicherzeit  die  Differenzen 

x'—x,   y'—y 

zu  Ende  des  Zusammenstoßes  zwischen  den  Grenzen 

P,.5  und  P,.5  +  dP,.5,     P,.,  und  P,.,+  dP,.,     .     (23) 

liegen,  so  hätten  wir  es  jetzt  in  der  Mannigfaltigkeit  (P^, . . .  P,^^, 
Qv  '  -  Q^  ^^  einem  Gebiete  von  der  Größe 

dP,..,dP,^,dQ,,.,dQ, (24) 

zu  tun.  Im  allgemeinen  wird  nun  aber  das  Gebiet,  welches  die  neuen 
Bewegungszustände  und  gegenseitigen  Lagen  umfaßt,  nicht  gerade  nach 
den  Pj, ...  P,_4,  Qiy  "•  Qt  (vgl.  §  18")  begrenzt  sein.  Nichtsdestoweniger 
wird  es  eine  bestimmte  Größe  haben.  Diese  wollen  wir  mit  dA  be- 
zeichnen. 

Lörenti,  Wiitentchaftliche  Ahhandlnn^n.  10 
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Man  kann  femer  fSr  den  Schluß  des  Zusammenstoßes  eine  Größe  £1 
berechnen;  welche  der  Größe  o),  die  sich  auf  den  Anfang  bezieht,  ana- 
log ist. 

Sind  nämlich 

die  zu  Ende  der  Wechselwirkung  bestehenden  Werte  von 

dt^    dt^"     dt 
und  versteht  man  jetzt  unter  F  die  Funktion 

so  ist 

ß„£ii ^« _, ^^fVzis .     .     .     (25) 

Boltzmann  zeigt  nun,  daß  immer ^) 

[Ä]d^-[iD](ii (26) 

ist. 

§  20.  Wenn  wir  die  Bewegungszustände,  welche  die  beiden  Teilchen 

nach  dem  betrachteten  Zusammenstoße  besitzen,  mit  A  und  A'  bezeichnen, 

kann  der  Stoß  selbst  durch  das  Symbol 

\a,a'-\->[A,Ä'] (27) 

vorgestellt  werden. 

umgekehrte  Zusammenstöße  nach  dem  Schema 

iÄ,  Ä'  I  -^  [a,  a'] 

sind  nun  in  der  Regel  nicht  möglich,  wohl  aber  die  Zusammenstöße 

[A{-),Ä{-)\-^[a{-),a'{-)],     ....     (28) 

welche  wir  die  entgegengesetzten  von 

nennen  können. 

Wären  nun  am  Ende  der  Zusammenstöße  die  die  Bewegungszusiände 
bestimmenden  Variablen  zwischen  den  Grenzen  (21)  und  (22),  und  die 
Werte  von  x'—  x  und  y  —  y  zwischen  den  Grenzen  (23)  eingeschlossen, 
so  hätte  man  offenbar  für  den  Bewegungszustand  A  (— )  die  Grenzen 

Äiund  Ä,+  dÄi,  ...Z^_iund  Z^i+ dZ^.„  -t^^  und -(üi+ rfi/j),. .. 

-TT,  und -(TT.+  dW;), 
für  A\—)  die  Grenzen 

Ä>nd  Ä'i+dÄ'i,...  Z;_iund  ZU+dZi^i,  -U\  und  ^{TJ\+dU\),... 
-TTV  und  -  {W\+  dW;) 

1)  Siehe  den  folgenden  Artikel,  §§17  and  18. 
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und  für  die  Größen  x'—  x  und  y'—  y 

P._5  and  P..t,+  dP,_„     P,_,  und  P,_,+  dP,_^. 

Für  die  Anfangswerte  der  yerschiedenen  Größen  bei  den  entgegen- 
geset.zten  Zusammenstößen  bestände  dann  also  ein  Spielraum  von  genau 
derselben  Größe  wie  der  Spielraum  (24),  der,  was  die  Endwerte  bei 
den  Stößen  (27)  betrifft,  in  Betracht  kam.  Wir  dürfen  daraus  schließen, 
daß  auch  dann,  wenn  das  zuletzt  genannte  Gebiet  in  irgend  einer  an- 
deren Weise  begrenzt  ist,  das  Gebiet,  welches  die  Anfangs  werte  bei 
den  Stößen  (28)  umfaßt,  dieselbe  Größe  dA  hat. 

Die  Anzahl  der  entgegengesetzten  Zusammenstöße  in  der  Zeit  ät 
erhält  man  nun  aus  (13)  durch  geeignete  Änderung  der  Buchstaben. 
Sie  ist  nämlich 

dN^f(S,y . . .  Z,.i,  -Dl, . . .  -W,)nS\, . . .  Z'r-i,  -ü\...  -TTV) 

[Si^]dAöt    (29) 

Da  aber  zu  Anfang  der  jetzt  betrachteten  Stöße  die  Differential- 
quotienten von  Pj,  Pj, .  . .  P,_,  nach  der  Zeit  die  Werte 

haben,  so  findet  man,  analog  mit  (14) 

dF  ^  ,   dF  ^    ,  .      dF 


Äj«  —  ü:!! ^ ^^*-> 


wo  F  gleichbedeutend  ist  mit  F  in  (25).     Mithin  ist 

und  nach  (26) 

[ÄJ  dA  =  [o]  dl. 

Stellt  man  den  gemeinschaftlichen  Wert  beider  Größen  durch  dA 

vor,  so  wird 

dn  =  /-(gl, . . .  w,)  f{l\,...  w\)  dA  dt, 

dN^  t\Siy . . .  -W,)  f{S\, . . .  -W\)dAdt. 

§  21.    Bei  jedem  der  dn  Zusammenstöße  hat  nun  die  Größe  (p  für 
die  beiden  Moleküle  vor  der  Wechselwirkung  die  Werte 

ip{t,  £i, . . .  w;)  und  9  (<,  i\, . . .  w\), 

nach  der  Wechselwirkung  die  Werte 

q>  (t,  Su...  W;)  und  q>  (t,  S\, .  A  W',), 

80  daß  durch  diese  Zusammenstöße  die  Summe  2]q>  um 

{y(^Si,...Tr,)  +  <ip(^Ä\,...Trv)-9(<,6„...«;,) 

—  9 (^,  g'i, .  . .  w\) } rfw  =-  ^ dn 
zugenommen  hat. 

10* 
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Ebenso  ist  die  Zunahme  von  Z(py  welche  Ton  den  dN  Stößen 
herrührt, 

Wir  wollen  nun  die  Beschrankung  einführen,  daß  die  bis  jetzt  un- 
bestimmt gelassene  Funktion  (p  der  Bedingung 

genügt     Dann  wird  ^ ^ 

und  man  erhält  für  die  Zunahme  von  Stp,  welche  aus  den  dn  und  den 
dN  Stößen  zusammen  herrorgeht, 

i>\f{iy,...w,)f{^l\,...w';)-as„...-w;)fKS\,...-w\)\dA8t. 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  i>i,  ...  />,.<,  ^1;  .  •  .  Ö',  iiite- 
griert,  erhält  man,  wie  bei  der  analogen  Integration  im  Torhergehenden 
Abschnitte,  das  Vierfache  von  Ö^E(p.     Mithin  ist 

d,i:9>-id<r*[/(6i,...«;,)/(r,,.-«'V)-/(^,.--^r)/(Ä'i,...-»rV)]dA 

§  22.  Wir  wollen  femer  die  allerdings  nicht  beweisbare  Voraus- 
setzung machen,  daß  in  dem  Gase,  wenn  dasselbe  seinen .  stationären 
Zustand  angenommen  hat,  neben  jeder  Gruppe  von  Molekülen,  mit  dem 
Bewegungszustande  A,  eine  andere  ebenso  zahlreiche  bestehe,  deren 
Teilchen  gerade  den  entgegengesetzten  Bewegungszustand  [A  (— )]  ha- 
ben, wie  die  der  ersten  Gruppe.  Wir  nehmen  also  an,  daß  dieses 
gleichmäßige  Auftreten  der  Zustände  A  und  A  (— ),  wenn  es  in  irgend 
einem  Augenblicke  nicht  besteht,  durch  die  Zusammenstöße  von  selbst 
hervorgerufen  wird. 

Wir  können  uns  weiter  Zustände  des  Gases  denken,  welche  von 
dem  stationären  Zustande  abweichen,  aber  dennoch  jenes  gleichmäßige 
Vorkommen  zeigen;  wir  wollen  nun  annehmen,  daß  diese  Eigentümlich- 
keit fortwährend  bestehen  bleibt,  während  ein  solcher  abweichender 
Zustand  in  den  stationären  Zustand  übergeführt  wird. 

Kürzer  ausgedrückt,  wir  nehmen  an,  daß  im  stationären  Zustande 

/■(ll,----«'r)-/"(6l,-«'r) (31) 

sei,  und  daß,  wenn  in  einem  nicht  stationären  Zustand  diese  Relation 
besteht,  dieselbe  immerfort  bestehen  bleibe. 

Das  Gas  befinde  sich  nun  in  einem  willkürlichen  Zustand,  für 
welchen  die  Gleichung  (31)  gilt.  Wir  können  dann,  ohne  mit  der 
Voraussetzung  (30)  in  Widerspruch  zu  geraten,  den  speziellen  Fall  be- 
trachten, daß  ,        .^  . 

9  -  log/^(6i, .  . .  m;,) (32) 


unter  Oasmolekfllen.  149 

ist.     Dann  wird,  wenn  wir  znr  Abkürzung 


setzen; 


S,Z,p-\stJ\oii[f^)(fJ,-r,f,)dA.   .    .    .    (33) 


§  23.     Um  d^S(p  zu  berechnen;  setzen  wir  f&r  ein  frei  weiter- 
fliegendes Molekül 

dt  ~'  ^^    dt"^'"     dt  *«r-8> 

dUi  __   .         d^  -  dWr  2 

dt  ~'^'    dt  '^^^''"    dt    '^^r' 

Die  Änderung;  welche  fär  dasselbe  während  der  Zeit  dt  die  Große 
erleidet;  ist  diuin 

Man  erhält  hieraus  8^U(p,  indem  man  mit  der  Molekülzahl  einer 

Gfruppe 

f(t,  gl .  . .  m;^)  dgi . . .  dw^ 

multipliziert;  und  nach  i^.  .  ,w^  integriert. 

Betrachten  wir  gleich  den  speziellen;  durch  (32)  i^gegebenen  Fall. 
Das  erste  Glied  in  (34)  führt  dann  zum  Integral 


/ 


^dgj.  .  .dw^j 


dessen  Wert  0  ist;  weil  die  Zahl  der  Moleküle  sich  nicht  ändert. 
Das  zweite  Glied  gibt  uns 


/■ 


X,  g|  d|i . . .  dw^. 


Da  die  Größe  Xj  nicht  von  Si>  •  •  •  tr-i  ahhangt;  so  kann  die  Inte- 
gration nach  Ij  unmittelbar  ausgeführt  werden.  Weil  man  nun  an- 
nehmen muß;  daß  die  Funktion  f  für  die  äußersten  Werte,  welche  die 
Großen  ^^^ .  .  .  w^  haben  können;  verschwindet,  wird  auch  das  jetzt  be- 
trachtete Integral  gleich  Null. 

Gleiches  findet   man  für  die  Integrale;   welche   aus  den   übrigen 

die  Größen  x  enthaltenden  Gliedern  von  (34)  herrorgehen,  und  ebenso 

auch  für  die  darauf  folgenden  Glieder.   Es  sind  ja  die  Beschleunigungen  X, 

wie  wir  annehmen  wollen;  von  u^, .  ,  .  w^  unabhängig. 

Schließlich  erhalten  wir 

dj-Ey  — 0, 

und  wir  können  dann  weiter;  da  durch  die  Gleichung  (33)  der  vollständige 
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Wert  Ton  SU(p  gegeben  ist;  behaupten,  daß  im  stationären  Zustande 
fQr  jede  Art  von  Zusammenstoßen 

fj,-fxf, (35) 

sein  muß. 

Dieser  Bedingimg  genügt  Boltzmann,  indem  er  setzt 

f^Ce-^% (36) 

wo  C  und  h  positive  Konstanten  sind,  und  b  die  Summe  der  kine- 
tischen und  der  potentiellen  Energie  eines  Moleküls  bedeutet.  In  der 
Tat  wird  hierdurch  die  Gleichung  (35)  befriedigt,  da  die  Gesamtenergie 
der  beiden  Moleküle  durch  den  Stoß  nicht  geändert  wird.') 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  daß  für  die  in  (36)  aus- 
gedrückte Zustandsverteilung  unsere  Voraussetzung  (31)  wirklich  zutrifft. 

§  24.  Die  Gleichimg  (35)  enthält,  wie  auch  Boltzmann  fand,  die 
notwendige  Bedingung  für  den  stationären  Zustand.  Daß  die  Be- 
dingung auch  hinreichend  ist,  geht  nach  seiner  Ansicht  hervor  aus 
der  Betrachtung  der  Anzahl  einer  gewissen  Gruppe  von  Stößen  und 
der  Anzahl  der  umgekehrten  Stöße,  welche  er  als  möglich  voraussetzt. 
Diese  Zahlen  findet  er  gleich,  wenn  die  Relation  besteht. 

Nach  unseren  Betrachtungen  ist  (35)  auch  die  hinreichende  Be- 
dingung, sobald  man  nur  die  Hypothese  des  §  22  annimmt.  Denn 
aus  (35)  folgt,  daß  die  früher  mit  dn  und  dN  bezeichneten  Zahlen 
einander  gleich  sind,  und  daß  also,  wenn  in  der  Zeit  dt  eine  gewisse 
Anzahl  von  Molekülen  den  Bewegungszustand  A  verlieren,  ebenso  viele 
andere  den  Zustand  Ä  (— )  annehmen.  Natürlich  wird  es  dann  auch 
nebst  Molekülen,  welche  letzteren  Zustand  verlieren,  ebenso  viele  andere 
geben,  welche  den  Zustand  A  annehmen.  Ist  nun  P  die  Anzahl  der 
Teilchen,  welche  die  Bewegung  A  und  Q  die  Zahl  derjenigen,  welche 
die  Bewegung  A  (— )  besitzen,  so  ist  also 

P+  ^  =  konst. 

Da  aber  nach  der  Voraussetzung  des  §  22  immer 

ist,  so  muß  auch 

P=  konst. 

und  der  Zustand  stationär  sein. 

1)  Boltzmann  hat  später  in  seinen  Vorlesungen  über  Gastheorie  (Leipzig, 
1896,  1898)  das  Verteilnngsgesetz  (36)  in  anderer  Weise  begründet.  Siehe  auch 
seine  Abhandlung:  Neuer  Beweis  sweier  Sätze  über  das  Wärmegleichgewicht  unter 
mehratomigen  Grasmolekülen,  Wien.  Sitzungsber,  2.  Abt.,  95  (1887),  p.  163. 


vn. 

über  die  OrSße  yon  Oebieten  in  einer  f»-fachen  Mannigfaltigkeit. 

(1906.) 

§  1.     Es  seien 

n  yeiunderliche  Größen^  die^  an  und  ftir  sich  betrachtet;  viele  Werte, 
wir  können  uns  denken  alle  möglichen  positiven  und  negativen  Werte 
annehmen  können.  Aus  allen  diesen  Wertsystemen  können  wir  diejenigen 
herausgreifen,  welche  einer  gewissen  einschränkenden  Bedingung  unter- 
worfen sind,  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  in  einem  gewissen  Bereiche 
oder  Gebiete  liegen.  Es  soll  im  folgenden  von  der  Qröfie  derartiger 
Gebiete  die  Bede  sein. 

§  2.  Ein  Gebiet  kann  in  sehr  verschiedener  Weise  begrenzt  sein. 
Zum  Beispiel  kann  verlangt  werden,  daß,  wenn  x^^,  x^^y . , ,  x^q  gewisse 
feste  Werte  sind,  die  Summe 

(^i-^o)*+(^-^o)'+-"  +  (a;^-«,o)*     .    .    .    (1) 

unterhalb  einer  festgesetzten  positiven  Größe  a  bleiben  soll. 

§  3.  Eine  Begrenzung  sehr  einfacher  Art  erhalten  wir,  wenn  wir 
festsetzen,  daß  die  Veränderlichen  zugleicherzeit  zwischen  den  Grenzen 

Xi  und  Xi  +  Jxi,  x^  und  X2+  Jx^,  •  •  •  ^«  ^"id  x^-\-  Jx^ 

liegen.  Wir  sagen  in  diesem  Fall,  das  Gebiet  sei  nach  x^j  x^, . . .  x^ 
begrenzt,  und  nennen  ^x^,  zfx^, .  . ,  ^x^  seine  Elemente.  Diese 
Größen  sollen  stets  positiv  sein. 

§  4.  Ein  Gebiet  kann  in  vielfacher  Weise  in  Teile,  die  sich  an- 
einander schließen,  zerlegt  werden.  Zum  Beispiel  bestellt  der  in  §  2 
genannte  Bereich  aus  zwei  Teilen,  in  welchen  x^  positiv  bezw.  negativ 
ist;  jeder  Teil  zerfällt  wieder  in  zwei  Gebiete,  die  sich  durch  das  Vor- 
zeichen von  x^  voneinander  unterscheiden,  usw.  Auch  könnte  man  die 
Teilgebiete,  in  welchen  der  Ausdruck  (1)  >  und  <  ^a  ist,  betrachten. 

In  ahnlicher  Weise  läßt  sich  ein  nach  den  x  begrenztes  Gebiet 
in  kleinere  von  derselben  Beschaffenheit  zerlegen,  indem  man  z.  B.  das 
Element  z/^  in  eine  gewisse  Anzahl  kleinerer  Zuwächse  teilt. 
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§  5.  Der  Großen-  oder  Inlialtsbestimmung  eines  Gebietes  legen 
wir  die  Festsetzungen  zugrunde^  daß  die  Größe  eines  aus  yerscliiedenen 
Teilen  zusammengesetzten  Gebietes  der  Summe  der  Größen  der  ein- 
zelnen Teile  gleich  sein  soll,  und  daß  zwei  nach  den  x  begrenzte  Ge- 
biete;  deren  Elemente  gleich  sind^  als  von  gleichem  Inhalt  angesehen 
werden  sollen.  In  naheliegender  Weise  folgt  hieraus,  daß  die  Größe 
eines  nach  den  x  begrenzten  Gebietes  dem  Produkte  seiner  Elemente 
proportional  ist  und  durch  den  Zahlenwert  dieses  Produktes  dargestellt 
wird;  welm  wir  den  Inhalt  eines  solchen  Gebietes,  bei  dem  alle  Ele- 
mente die  Größe  1  haben ,  zur  Einheit  wählen.  Wir  hahen  hiermit 
auch  das  Mittel  gewonnen,  den  Inhalt  jedes  Gebietes,  dessen  Begrenzung 
gegeben  ist,  zu  bestimmen.  Ein  solches  kann  ja  immer  als  die  Summe 
unendlich  vieler  nach  den  x  begrenzten  Gebiete  aufgefaßt  werden. 

§  6.  Ein  Gebiet  J  wird  immer  dadurch  gekennzeichnet,  daß  die 
Größen  x^,  x^^ .  . .  x^  gewissen  Ungleichheiten  genügen.  Wenn  wir  nun 
in  diesen  letzteren  x^  durch  ^r^—  a,  wo  a  eine  Eonstante  ist,  ersetzen, 
so  definieren  die  neuen  Ungleichheiten  ein  Gebiet  J\  welches  alle  Wert- 
systeme der  X  enthält,  die  sich  von  den  in  J  eingeschlossenen  dadurch 
unterscheiden,  daß  x^  um  den  Betrag  a  größer  ist.  Wir  können  fUglich 
sagen,  das  gegebene  Gebiet  sei  in  der  Richtung  x^  um  die  Strecke  a 
verschoben.  Dabei  bleibt  der  Inhalt  ungeändert,  denn  wir  können  J 
in  unendlich  viele  nach  den  x  begrenzte  Gebiete  zerlegen,  die  an  der 
Verschiebung  teilnehmen  und  dabei  nach  §  5  keine  Größenänderung 
erleiden. 

Auch  in  jeder  der  Richtimgen  x^, .  .  .  x^  oder  in  mehreren  Rich- 
tungen zugleicherzeit  kann  ein  Gebiet  verschoben  werden.  Die  Größe 
bleibt  dabei  immer  ungeändert. 

§  7.  Es  seien  yi,  y%y  -  .  -  y^  lineare  Funktionen  von  x^^,  x^, .  .  ,  x^y 
so  daß 

(2) 


und  umgekehrt 


(3) 


mit  konstanten  Koeffizienten  a  und  h.  Wir  betrachten  ein  Gebiet,  in 
welchem  zugleicherzeit  y^,  y^»  •  •  •  y«  zwischen  den  Grenzen 

yi  und  y^-f  z/y^,  y,  und  y,  +  Jy^, ...  y^  und  y^+  Jy^ 

eingeschlossen  sind.  Wir  bezeichnen  dieses  als  ein  nach  den  y  be- 
grenztes Gebiet  und  nennen  die  als  positiv  vorausgesetzten  Größen 
Jy^j  Jy^y . . .  Jy^  seine  Elemente. 
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Für  den  Inhalt  J  dieses  Gebietes^  für  welches 

J=  (z/yi,  z/y„  . . .  ^yj (4) 

ein  geeignetes  Symbol  ist;  gelten  nun  folgende  von  Jacob i  herrührende 
Sätze. 

Führt  man  die  Determinanten 

und  2)'=  !    :  : 

I        *  * 

^ni;  •  •  •   ^«n  ^wl>  •  •  •   ^1 


2)  = 


«11,  .  .  .  Oj 


ein,  so  ist^) 


und 


nn 


J--  [S]  ^yi  ^y«  •  •  •  ^y« (5) 

eT'^  [D']  z/y^  z/y,  . . .  ^y„ (6) 


§  8.  Dem  Beweise  schicken  wir  die  fast  überflüssige  Bemerkung 
voraus  y  daß  man  in  den  Fällen  n  =»  2  und  n  »  3  das  oben  Gesagte 
mit  Hilfe  einer  geometrischen  Darstellung  erläutern  kann,  indem  man 
x^  und  x^^  bezw.  x^^  x^  und  x^  als  Koordinaten  eines  Punktes  betrachtet. 
Manche  Aussage  in  den  bisherigen  Paragraphen  erinnert  denn  auch  an 
Betrachtungen  der  Elementargeometrie  und  die  in  (5)  und  (6)  ausge- 
drückten Sätze  sind  als  Erweiterungen  bekannter  Theoreme,  den  Inhalt 
eines  Parallelogramms  oder  Parallelepipeds  betreffend,  zu  betrachten. 
Folgende  Beweisführung  ist  einem  Verfahren  der  dreidimensionalen 
Geometrie  nachgebildet,  dem  Verfahren  nämlich,  bei  welchem  man, 
ohne  etwas  an  dem  Inhalt  zu  ändern,  die  drei  Paare  sich  gegenüber 
stehender  Seitenflächen  eines  Parallelepipeds  nach  und  nach  durch 
Flächen,  welche  den  Eoordinatenebenen  parallel  laufen,  ersetzt 

Wir  benutzen  femer  den  Umstand,  daß  man  einen  Bezirk  auch 
zum  Teil  nach  den  x,  zum  Teil  nach  4en  y  begrenzen  kann,  wobei  wir 
immer  eine  Schreibweise  wie  (4)  anwenden  werden.    Also  bedeutet 

{Jx^, . . .  Jxj^,  Jyt+i, . . .  ^y„) 

ein  Gebiet,  das  hierdurch  gekennzeichnet  ist,  daß  x^, , .  .  x^,  sowie 
Vk-^if  '  '  '  Vn  zwischen  bestimmten  Grenzen,  die  um  Jx^,  .  .  .  Jx^y 
^Vh^u  . . .  dy^  auseinander  liegen,  eingeschlossen  sind.  Wir  verstehen 
dabei  unter  Jx  und  Jy  immer  positive  Großen  und  heben  noch  her- 
vor, daß  es,  was  den  Inhalt  betrifft,  nur  auf  die  Größen  dieser  Spiel- 
räume, nicht  aber  auf  die  Anfangswerte  ankommt.  Dies  folgt  aus  dem 
Satze,  daß  sich  der  Inhalt  bei  Verschiebung  des  Gebietes  nicht  ändert. 

§  9.  Wir  betrachten  nun  eine  Reihe  von  Gebieten,  von  welchen  das 
gegebene  (4)  das  erste  ist,  während  die  übrigen  die  folgenden  sind 

1)  Die  eckigen  Klammem  deuten  die  absoluten  Werte  an. 


154  Über  die  GiGfie  von  Gebieten 

Ji-  (^a?i,  z/y„  ^yj, . . .  ^yj, 
e7,=  {Jx^y  Jx^y  z/y„  . . .  ^yj, 

e7],=  (^5?!,  ^i!p2,  ^iCj,  .  .  •   -^^J- 

Hier  ist  jedesmal  ein  weiteres  ^y  durch  ein  /ix  ersetzt^  und  zwar 
behalt  jedes  jdy^  solange  es  in  der  Reihe  stehen  bleibt^  den  Wert^  den 
es  in  (4)  hatte;  und  hat  jedes  /Ix  f&r  alle  weiteren  Gebiete  denselben 
Wert;  wie  fQr  das  Gebiet^  wo  es  zuerst  erscheint.  Was  aber  diese 
Werte  betrifft,  so  setzen  wir  sie  folgendermaßen  fest. 

Unter  Jx^  verstehen  wir  die  mit  dem  positiven  Vorzeichen  ge- 
nommene Änderung,  welche  x^  erleidet,  wenn  bei  konstant  gehaltenen 
y^y^'-y^  die  Variable  y^  um  /ly^  zunimmt.  Für  diese  Änderung  hat 
man  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (3) 

Jx^^\^/Iy^ 
und  wir  setzen  also,  da  wir  alle  Elemente  mit  positivem  Vorzeichen 
nehmen  wollen,  ^         rr   t   ^  /w\ 

^^i-C^J^yi (7) 

Das  zweite  Element  Jx^  soll  die  wieder  mit  dem  positiven  Vor- 
zeichen genommene  Änderung  von  x^  sein  fQr  den  Fall,  daß  man, 
während  x^,  y^, . , ,  y,  ungeandert  bleiben,  die  Variable  y^  um  /fy^  zu- 
nehmen läßt.  Mit  Rücksicht  darauf,  daß  sich  dabei  auch  y^  ändern 
wird,  folgern  wir  aus  den  beiden  ersten  der  Beziehungen  (3) 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  /ly^  und  /ly^  auf,  so  kommt 

I   ^tU    ^1    I 

also 

^x^^^^^^Jy,, (8)* 

wo  wir,  wie  wir  das  auch  weiter  tun  werden,  den  absoluten  Wert  deafl 
Determinante  durch  Einschließung  in  Klammem  angedeutet  haben. 

Allgemein  soll  ^a;^  den  absoluten  Wert  der  Änderung  bedeutend 
die  Xj^  erfährt,  wenn  man  x^^  x^, . . .  ^it-i?  Vk-k-i^  - '  •  Vn  ungeandert  laßl^B 
der  Variablen  y^  aber  den  Zuwachs  /fy^  erteilt.  Um  ihn  zu  beetimmei^^ 
bedienen  wir  uns  der  k  ersten  der  Gleichungen  (3).     Diese  ergeben 

0-^1  ^yi+--        +hk^ykf 


Jxj,^  6»!  /Iy^+  ...       -f  6*4  z/y^, 
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und  hieraus  folgt,  durch  Auflösung  nach  den  /iy, 


^Vk 


• 

•         • 

l)  1»  •  • 

^11.1  • 

•  \k 

^*r  • 

•  •  hk 

JXf,. 


Wir  haben  daher  zu  setzen 


^11»  •  •  •  ^1* 


^Xt 


L&jtl,  ...  6 


kk 


r^u' 


'!(*-!) 


>^(t— 1)1'  •  •  •  ^ 


(»-1)(*-1)J 


^Vk 


(9) 


§  10.    Um  die  Gleichheit  aller  Gebiete  J^  Jw  -  -  J^  ^^  beweisen, 
brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  daß 

Nun  sind  bei  diesen  beiden  die  Grenzen,  was 


^i>  •  •  •  ^*-i7    y*+i; 


(10) 


betrifft,  genau  dieselben.  Was  aber  Xj^  anbelangt,  so  geht  diese  Variable, 
wenn  wir  die  Größen  (10)  festhalten,  bei  J^.^  von  einem  gewissen  von 
dies^  Gh-ößen  abhängigen  Wert,  den  wir  q  nennen  wollen,  bis  zu  dem 
Werte  q  +  ^x^]  daß  letzteres  richtig  ist,  folgt  eben  aus  der  Weise,  wie 
wir  4dx^  deiSniert  haben.  In  J^  dagegen  sind  die  äußersten  Werte  von 
Xj^:  q  und  g'+  ^^ly  wo  g'  ein  beliebiger  von  den  Größen  (10)  unab- 
hän^er  Wert  ist.  In  möglichst  kurzer  Bezeichnung  schreiben  wir 
daher 

Bei  dieser  und  den  weiterai  Formeln,  wo  nur  die  Begrenzung  in 
Bezug  auf  x^  angegeben  wird,  ist  fortwährend  an  dieselbe  Begrenzung 
in  Bezug  auf  die  Größen  (10)  zu  denken. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  was  uns  freisteht,  daß  die  Differenz  q  —  q 
des  konstanten  q  und  des  variablen  q  fftr  alle  in  Betracht  kommenden 
Werte  jener  Ghrößen  positiv  ist,  und  betrachten  das  Gebiet 

Dieses  läßt  sich  in  zweierlei  Weise  zerlegen.     Einmal  ist 

{q,  g'+  ^x^\  -  \q,  (i\  +  \q,  ?  +  ^x^\  ^  \q,  i]  +  J^ 
und  zweitens 

-•^*.i  +  {j  +  ^^*;j'+^a:4}. 
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Folglich  gilt 

Jk+iQjQl'-Jk^l+ii  +  ^^ky  9  +  ^^k]      '     •     •     (11) 

Man  sieht  leicht,  daß  alle  in  dem  Gebiet  [q,  q]  liegenden  Wert- 
systeme  in  die  in  dem  Gebiet  [q  +  Jx^y  q'+^x^]  einge8chlo83en6n 
übergehen,  wenn  man,  bei  konstant  gehaltenen  x^, . . .  x^^^y  Vk^if  *  *  *  Ifnf 
die  Werte  yon  x^  um  ^Xj^  zunehmen  läßt.  Wegen  der  linearen  Be- 
ziehungen zwischen  den  x  und  den  y  erleiden  dabei  auch  x^^^^ . . .  x^ 
gewisse  für  alle  Wertsysteme  gleiche  Änderungen.  Das  eine  Gebiet  ent- 
steht also  aus  dem  anderen  durch  eine  Verschiebung,  es  ist 

und  also  auch  nach  (11),  wie  zu  beweisen  war 

§  11.  Da  somit  alle  Gebiete  Jy  J^, . . .  J^  gleich  sind,  und  das 
letzte  nach  den  x  begrenzt  ist,  so  daß  sein  Inhalt  durch  das  Produkt 
der  Elemente  Jx^, . . .  ^x^  gegeben  ist,  so  hat  man  auch 

e7=  z/a?!  ^Q^  .  .  .  ^X^, 

Führen  wir  nun  hier  für  Jx^  und  z/a?,  die  Werte  (7)  und  (8)  ein, 
und  ebenso  für  die  weiteren  Elemente  die  nach  der  Formel  (9)  be- 
rechneten, so  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung  (6). 

Um  die  Formel  (5)  zu  beweisen,  hat  man  den  umgekehrten  Weg 
zu  gehen.     Indem  man  mit  einem  Gebiete 

(^a?!,  Jx^y . . .  z/arj (12) 

anfängt  und  hier  Schritt  für  Schritt  die  Begrenzungen  nach  den  x 
durch  solche  nach  den  y  ersetzt,  was,  ähnlich  wie  oben,  ohne  Änderung 
des  Inhalts  geschehen  kann,  zeigt  es  sich,  daß  ein  Gebiet  wie  (12)  und 
ein  Gebiet  /  .        ^  ^    \ 

(^yi;  ^y»,  •  •  •  ^yJ 

gleichen  Inhalt  haben,  wenn  zwischen  den  Produkten  der  Elemente  die 

Beziehung 

^Vx ^y»  •  •  •  ^Vn"^  [D]Jx^  Jx^ . . .  Jx^ 

besteht.     Daraus  folgt  die  Gleichung  (5). 

Zugleich  ist  damit  bewiesen,  daß  [DD']  » 1  ist,  in  Übereinstimmung 
mit  dem  Satze  der  Determinantentheorie,  nach  weichem  DD'=^  1. 

§  12.  Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergibt  sich,  wenigstens 
was  die  absoluten  Werte  betriffb,  noch  ein  anderer  bemerkenswerter 
Satz.  Um  zu  diesem  zu  gelangen,  denken  wir  uns  n  neue  Variablen 
^1}  ^99  •    '  ^n}  ^^^  JiBch  den  linearen  Gleichungen 

^1  ==  öi'+  ö^ii  yiH h  öi»  y«, 


^n'=-  <+  «»1  yi+  •  •  •  +  ««"  Vf 
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Yon  tfif '  * '  tfn  abhängen,  und  also  auch,  wenn  man  (2)  heranzieht^  etwa 
in  der  Form 

^1  =  «1  +  »11    a?!  H h  (hn  ^nf 


in  den  x  ausgedrückt  werden  können.     Zur  Unterscheidung  bezeichnen 
wir  jetzt  die  früher  D  genannte  Determinante  mit  D^^  und  setzen  in 


ähnlicher  Weise 

an,  ...  ai„ 


ttni, . . .  a 


nn 


und  D 


«11,  ...  «1» 


//  // 

^«1;  •  •  •  t»«» 


Wir  können  uns  nun  drei  Gebiete  J^,  J^,  J,  denken,  die  nach  den  Xj 
den  y  und  den  z  begrenzt  sind,  so  daß  sie  durch  (z/a;^,  . . .  ^^J, 
(z/y^, . . .  -^yj,  (^^1, .  • .  ^O  vorgestellt  werden  können.  Die  Größe 
der  Elemente  möge  dabei  so  gewählt  werden,  daß  diese  Gebiete  gleichen 
Inhalt  haben.     Dann  ist  nach  dem  Gefundenen 

^^1  •  •  ^^«-  fp-j  ^yi  •  •  •  ^y«- 

Ebenso  hat  man 

z/a:j  . . .  z/a;^-  p-~  ^ir^  . . .  z/if^ 

und  man  kann  in  derselben  Weise  zeigen,  daß 

^Vx-  ^y„-=  1^  z/^i . . .  Jz^. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

§  13.  Es  ist  weiter  folgendes  zu  bemerken.  Wir  haben  §  5  in 
willkürlicher  Weise  festgesetzt,  daß  ein  nach  den  x  begrenztes  Gebiet, 
dessen  Elemente  sämtlich  die  Größe  1  haben,  den  Inhalt  1  hat;  wir 
wollen  sagen,  wir  haben  den  Inhalt  der  betrachteten  Gebiete  nach 
dem  ^-Maß  bestimmt.  Ebensogut  hätten  wir  nun  aber  auch  den  In- 
halt eines  nach  den  y  begrenzten  Gebietes  mit  den  Elementen  1  zur 
Einheit  wählen  können;  das  könnte  man  das  y-Maß  nennen.  Die 
beiden  Einheiten  sind  voneinander  verschieden,  und  zwar  besteht  zwi- 
schen denselben  ein  solches  Verhältnis,  daß,  wenn  dasselbe  Gebiet  im 
a;-Maß  die  Größe  J^^^,  im  y-Maß  dagegen  die  (jröße  J^^  hat, 

''c')  ^  [5]  "^(y) (^^) 

ist.  Man  kann  dies  sofort  daraus  ableiten,  daß  das  Gebiet  (4)  im 
a;-Maß,  wie  wir  fanden,  den  Inhalt  (5),  im  y-Maß  dagegen  den  Inhalt 
z/y^ . . .  ^y^  hat. 
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§  14.  Wenn  wir  nur  nnendlich  kleine  Änderungen  der  Variablen 
betrachten^  können  wir  die  Beschränkung  auf  lineare  Relationen  zwischen 
den  X  und  den  y  fallen  lassen;  es  können  ja  die  letzteren  Ghx)ßen,  auch 
wenn  sie  beliebige  stetige  Funktionen  der  x  sind,  innerhalb  eines  un- 
endlich kleinen  Bereiches  als  lineare  Funktionen  betrachtet  werden. 
Die  Koeffizienten  a^i,  a^^,  usw.  in  den  Gleichungen  (2)  sind  dabei  die 
partiellen  Differentialquotienten 

^^-»     -^»    usw 

dx,'  dx,'  ^^^' 

und  die  Determinante  D  wird  zur  sogenannten  Funktionaldeterminante 

-^^i  . .  .  ^y.\\ 

dx^^         dx^ 


D- 


^Vn         dy. 


dx^'*         dx^ 
wofür  wir  kürzer  schreiben  wollen 

jy^djyx,  •"  yn) 
d{Xi,  ,  .  .  x„) 

Ebenso  wird  TY  die  Funktionaldeterminante  der  x  nach  den  y 

2)'«  ^(^1,  ...  x„) 

^(yi,  •  •  •  y«)* 

Unsere  Sätze  nehmen  jetzt  folgende  Form  an.  Wenn  wir  einen 
unendlich  kleinen  Spielraum  nach  solchem  Maß  messen,  daß  ein  nach 
den  X  begrenztes  Gebiet  mit  den  Elementen  dx^y . . .  dx^  die  Größe 
dx^ . . .  dx^  hat  (o^-Maß),  so  hat  ein  nach  den  y  begrenztes  Gebiet  mit 
den  Elementen  dy^, . . .  dy^  die  Größe 

Hat  aber  dasselbe  unendlich  kleine  Gebiet  im  rc-Maß  die  Größe  J^^^y  nach 
dem  y-Maß  aber  die  Größe  J^^  dann  ist 

La(Äi, . . .  x^A 

Nebenbei  gehmgen  wir  zu  den  Sätzen 

L^(yii  •  •  •  y«)^(«ii . . .  a:jj 

und,  wenn  ^i;  • .  .  ^^  Funktionen  der  y  und  also  auch  der  x  sind, 

ra(yi,  . . .  yj  ^(^i, » •  ■  O  ^ (g, , . . .  a: Jn  _^  - 
L3(«i, . . .  «J8(yi,. . .  yj  ^(ifi,  . . .  O-J""   * 

§  15.  Es  möge  noch  ein  Theorem  angeführt  werden,  das  einem 
bekannten  Satze  der  Stereometrie  analog  ist. 
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Nachdem  wir  eine  beBtimmte  Einheit  gewählt  hatten,  fanden  wir 
für  die  Größe  eines  unendlich  kleinen  nach  den  x  begrenzten  Gebietes 
in  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit  (x^,  x^, . , ,  x^) 

dx^dx^ . . ,  dx^^idx^ (15) 

Wir  können  dies  auffassen  als  das  Produkt  von  dx^  mit  dem  in 
geeignetem  Maß  ausgedrückten  Inhalt  dx^  . . .  dx^^^  eines  Gebietes  in 
der  (n  —  l)-fachen  Mannigfaltigkeit  (x^^ , . .  ic„_i);  also  wenn  wir  dieses 
letztere  mit  J(""^)  und  das  Gebiet  (15)  mit  J^"^  bezeichnen, 

J(^)^Ji^-'^)dx^ (16) 

Nach  dem  erwähnten  Satze  bleibt  nun  diese  Beziehung  auch  dann 
bestehen,  wenn  man  unter  J^^"'^'^  ein  in  beliebiger  Weise  begrenztes 
Gebiet  in  der  Mannigfaltigkeit  (^i,  • . .  ^„_i)  versteht  und  unter  e/^"^  ein 
Gebiet,  das  in  Bezug  auf  x^, . , ,  x^^^  in  derselben  Weise  wie  J^^~^\ 
und  dann  außerdem  noch  nach  x^  begrenzt  ist.  Man  sieht  das  leicht, 
wenn  man  erwägt,  daß  man  in  diesem  Fall  das  Gebiet  J^"'^)  in  kleinere 
Gebiete,  die  nach  x^y . .  ^n~\  begrenzt  sind,  zerlegen  kann,  und  daß 
jedem  dieser  Gebiete  ein  Teil  von  J^^^  der  nach  x^ , .  ,  x^  begrenzt  ist, 
entspricht.  Da  nun  für  jeden  Teil  von  J^^"^^  und  dem  dazu  gehörigen 
Teil  von  J^")  eine  Formel  wie  (16)  gilt,  muß  die  Gleichung  auch  für 
die  ganzen  Gebiete  richtig  sein. 

Wollen  wir  nun  endlich  bei  dem  Gebiete  J^^^  die  Begrenzung  nach  x^ 
durch  eine  Begrenzung  nach  irgend  einer  Größe  y^j  die  eine  Funktion  von 
x^j , , ,  x^  ist,  ersetzen,  so  verwandelt  sich,  wie  man  leicht  sieht,  (16 )  in 

^"^"^'~'rilj (^') 

Diese  Formel  folgt  übrigens  auch  direkt  aus  dem  §  14  Gefundenen^ 
wenn  wir  annehmen,  daß  yi, . . .  y^_i  nur  von  arj, . . .  x^^^j  nicht  aber 
von  x^  abhängen.     In  der  Funktionaldeterminante 

d(Xi^ . . .  x„) 

haben  dann  die  in  der  letzten  Kolumne  stehenden  Elemente 
den  Wert  0,  so  daß 

^(yi»  ■  ■ '  yJ  _^iyt^'  -  -  yn-i)  ^Vn 

d{Xi,  ,  ,  .  x„)       d{x^,  .  .  .  a;^_i)    dx^ 

wird.     Für  die  Größe  eines  nach  den  y  begrenzten  Gebietes  mit  den 
Elementen  dy^j .  . .  dy^^^,  dy^  läßt  sich  daher  schreiben 

r^(yiy"'  yJi       ["^(yn-  •  •  yn-i)!  X^yni 

\jb{x^,.  .  .  x^)J  ld{x,,.  .  .  x„.{)J    Idx^J 
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In  dem  letzten  Ausdruck  bedeutet  der  erste  Faktor  den  Inhalt  J^*^^^ 
eines  in  beliebiger  Weise  begrenzten  Gebietes  in  der  Mannigfaltigkeit 
{Xiy . .  .  x^_i)  und  da  J^''^  was  diese  Mannigfaltigkeit  betrifft,  in  der- 
selben Weise  begrenzt  ist  (nämlich  nach  ^i, . . .  Vn^i)}  ^^^  außerdem 
nach  y^^  so  sind  wir  gerade  wieder  zu  der  Formel  (17)  gekommen. 

§  16.  In  den  Anwendungen  kommt  oft  der  Fall  vor,  daß  die 
Variablen  y^,  y%}  •  •  •  y„  ^^^  unendlich  wenig  von  x^j  x^y  . . .  x^  ver- 
schieden sind 

Ist 

yi=^i+^n  y2  =  ^»  +  %,---y«=^n  +  ^«7 

wo  ri^y  Vif  * '  Vn  luiendlich  kleine  von  x^,  x^f  -  -  -  x^  abhängige  Größen 
von  derselben  Ordnung,  wir  wollen  sagen  von  der  ersten  Ordnung,  sind, 
dann  sind  in  der  Funktionaldeterminante 

die  auf  der  Hauptdiagonale  stehenden  Elemente 

dx,       ^^dx,'dx^       ^^  dx^'"'  dXn  ^  CXn'  ^^^ 

während  alle  übrigen  Elemente  imendlich  klein  siud.  Beschränkt  man 
sich  also  auf  die  Ghrößen  erster  Ordnung,  so  reduziert  sich  die  Determi- 
nante auf  das  Produkt  der  Größen  (18),  und  man  erhält 

Die  Funktionaldeterminante  hat  somit  den  Wert  1,  sobald  jedes  rj 
unabhängig  ist  von  dem  entsprechenden  x,  also  rj^  von  x^,  rj^  von  x^  usw. 

§  17.  Wir  sind  jetzt  imstande  die  von  Boltzmann  herrührende 
Gleichung  (26)  der  vorstehenden  Abhandlung  (p.  146)  zu  beweisen. 

Zu  diesem  Zwecke  fassen  wir  den  Vorgang  eines  Zusammenstoßes 
etwas  näher  ins  Auge.  Obgleich  wir  in  unseren  Betrachtungen  die 
Dauer  der  Wechselwirkung  stillschweigend  als  sehr  kurz  vorausgesetzt 
haben,  nimmt  dieselbe  in  Wirklichkeit  eine  gewisse  Zeit  r  in  Anspruch, 
während  welcher  sich  die  Größen  ft, . . .  ft_6  nnd  Qi,  -  -  -  Qg,  welche 
die  Konfiguration  der  Moleküle  und  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Atome  charakterisieren,  sowie  auch  die  Größen  p,_5,  ft_4,  P,-»,  welche 
die  gegenseitige  Lage  der  Schwerpunkte  bestimmen,  kontinuierlich  än- 
dern. Wir  wollen  die  Werte  dieser  Variablen  für  irgend  einen  Zeit- 
punkt t  mit  ungestrichenen  Buchstaben,  die  Werte  für  die  Zeit  t  +  dt 
aber  mit  den  entsprechenden  gestrichenen  Buchstaben  p^, . . .  s'«  be- 
zeichnen. 

Wir  betrachten  nun  eine  sehr  große  Zahl  von  Zusammenstößen, 
die  sich,   was  die  Konfiguration  der  Moleküle,  die  Geschwindigkeiten 
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der  Atome,  die  gegenseitige  Lage  der  Schwerpunkte  und  den  Zeitpunkt, 
in  dem  die  Wechselwirkung  anfängt,  betrifft,  unendlich  wenig  Ton- 
einander  unterscheiden.  Zur  Zeit  t  ist  dann  den  Größen  p  und  q  ein 
gewisser  Spielraum  J  offen  gelassen,  und  ebenso  liegen  zur  Zeit  t  +  dt 
die  Variablen  p  und  q'  in  einem  Gebiete  J',  und  zwar  wollen  wir  die 
Größe  von  J  in  p,  g-Maß,  und  die  von  J'  in  p\  q-Msü  angeben.  Hier- 
mit ist  gemeint,  daß  wenn  J  gerade  nach  den  p  und  q  begrenzt  wäre, 
e7—  dpi . . .  dq^  sein  würde;  ebenso  hätte  man  eT^  dp^  . . .  dg/,  wenn 
das  zweite  Gebiet  nach  den  Größen  p^', . . .  g/  begrenzt  wäre. 

Offenbar  liegt  hier  der  bei  der  Gleichung  (14)  vorausgesetzte  Fall 
vor,  daß  dasselbe  unendlich  kleine  Gebiet  nach  zwei  verschiedenen 
Maßen  angegeben  wird,  und  ist  also 


L^CPi,  ...  20  J 


Die  hier  stehende  Funktionaldeterminante  hat  nun  aber,  wie  aus 
dem  in  §  16  Gesagten  hervorgeht,  den  Wert  1,  wenn  wir  annehmen, 
daß  die  bei  dem  Zusammenstoß  wirkenden  Ej*äfte  nur  von  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Atome  und  nicht  von  den  Geschwindigkeiten  ab- 
hängen.    Man  hat  nämlich  für  jedes  p  und  jedes  q 

p'^p  +pdt,    3  =  q  +  qdt 

Da  die  p  relative  Koordinaten  sind,  so  sind  die  p  relative  Geschwindig- 
keiten, die  sich  sämtlich  in  den  Geschwindigkeiten  g^y  -  •  •  Qt  Ausdrücken 
lassen  und  dann  die  p  nicht  enthalten.  Andererseits  sind  die  q  Be- 
schleunigungen; diese  hängen  mit  den  Ej*äften  zusammen  und  werden 
also  nach  unserer  Voraussetzung,  unabhängig  von  den  Werten  der  g, 
durch  die  relativen  Koordinaten  p  bestimmt.  Jedes  p  dt  ist  somit  von 
dem  entsprechenden  p,  und  jedes  qdt  von  dem  entsprechenden  q  un- 
abhängig. 

§  18.     Es  zeigt  sich  also,  daß 

d.  h.  daß  der  Spielraum,  der  die  gleichzeitig  bestehenden  Werte  von 
A;  •  •  •  ft-8i  Qif  • ' '  Qs  umfaßt,  wenn  wir  ihn  für  jeden  Augenblick  in 
p,  g-Maß  ausdrücken,  sich  im  Laufe  der  Wechselwirkung  nicht  ändert. 
Folglich  haben  wir  auch 

Jn-Jm (19) 

wenn  t^  die  Zeit  ist,  wo  der  erste  der  betrachteten  Stöße  anfängt,  und 
^1  die  Zeit,  wo  der  letzte  derselben  zu  Ende  gekommen  ist. 
Wir  wollen  nun  das  Gebiet  «/ji,  was  die  Variablen 

Ä;    ••A-4;  ?i,  •••  «, (20) 
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anbelangt,  in  beliebiger  Weise  begrenzen,  so  daß  wir  es  mit  einem  ge« 
wissen  Bezirke  dX  ia  der  Mannigfaltigkeit  (20)  zu  ton  haben;  dem  ent- 
spricht zu  der  Zeit  ^  ein  bestimmtes  Gebiet  dA  in  der  MannigfiEdtigkeit 

Die  noch  fehlende  Begrenzung  von  J^^  soll  nicht  etwa  nach  der 
Variablen  jp,«8,  sondern,  was  einfacher  ist,  nach  der  in  der  vorigen  Ab- 
handlung  (p.  141)  eingeführten  Größe  F  vorgenommen  werden.  Wir 
setzen  als  die  eine  Grenze  den  Wert  Fq  fest,  der  den  Anfang  eines 
Zusammenstoßes  charakterisiert,  als  die  andere  Grenze  aber  Fq+ dF, 
wobei  wir  dF  positiv  oder  negativ  wählen,  je  nachdem  zu  Anfang  der 
Wechselwirkung 

/dF\         [dF       ,dF,  i     ^F  \  .QON 

negativ  oder  positiv  ist.     Nach  der  Formel  (17)  ist  dann 

'^n-dX^ (23) 

Der  zuletzt  angenommenen  Begrenzung  des  Bezirkes  J^^  entspricht 
nun  auch  eine  ganz  bestimmte  Begrenzung  von  c7)|y  die  wir  der  bereits 
in  dA  enthaltenen  hinzuzufügen  haben.  Um  sie  zu  finden,  achten  wir 
auf  die  Stöße,  welche  mit  bestimmten  Werten  der  Größen  (20)  ein- 
setzen. Diese  finden  alle  in  genau  derselben  Weise  statt  und  enden 
also  mit  denselben  Werten  der  Variablen  (21);  sie  unterscheiden  sich 
nur  dadurch  voneinander,  daß  sie  zu  verschiedenen  Zeiten  anfangen. 
Da  die  Dauer  für  alle  gleich  ist,  so  kommen  sie  auch  zu  verschiedenen 
Zeiten  zu  Ende,  und  zwar  liegen  die  Endzeiten  ebenso  weit  auseinander 
wie  die  Anfangszeiten. 

Während  für  diejenigen  Molektilpaare,  für  welche  zu  der  Zeit  t^ 

die  Fimktion  F  gerade  den  Wert  Fq  hat,  die  Wechselwirkung  eben  zu 

dieser  Zeit  beginnt,  wird  für  die,  welchen  der  Wert  Fq  +  dF  zukommt, 

noch  eine  Zeit  ^F 

"^^         (24) 


\dt)a 


verstreichen,  bevor  der  für  die  Wechselwirkung  entscheidende  Wert  von 
F  erreicht  ist.  Folglich  liegen  auch  zu  der  Zeit  ^  für  die  verschie- 
denen Molekülpaare,  welche  bestimmte  Werte  von  P^, . . .  P,.^,  öi?  •  •  •  C« 
haben,  die  seit  dem  Ende  des  Zusammenstoßes  verflossenen  Zeiten  in 
einem  Intervall  von  der  Länge  (24),  und  die  Werte  von  F,  die  alle 
unendlich  wenig  von  dem  das  Ende  charakterisierenden  Werte  ver- 
schieden sind,  in  einem  Intervall  von  der  Größe 

dF     /dF\ 
\dt)ti 


dF,, 


Adt)ti 


(25) 
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Bei  Vemachlässigting  yon  Großen,  die  in  J,,  Glieder  bringen  wür- 

den  Wert  yerstehen,  der  gleich  nach  Beendigung  der  Wechselwirkung 
besteht;  auch  ist  es  erlaubt,  die  Grröße  dF^^  für  alle  in  Betracht  kom- 
menden Werte  der  Variablen  (21)  als  gleich  anzusehen.  Man  ersieht 
hieraus,  daß  das  Gebiet  J^^  dadurch  charakterisiert  ist,  daß  die  äußersten 
bei  bestimmten  Pi,  • . .  P,«4,  öi>  •  •  •  ö,  vorkommenden  Werte  von  F 
um  dF^  auseinander  liegen.  Wir  dürfen  daher  den  Inhalt  nach  der 
Begel  berechnen,  die  für  ein  nach  F  begrenztes  Gebiet  gilt,  und  finden, 
mit  abermaliger  Benutzung  der  Formel  (17), 

[dF,,] 


ti 


dA 


Lap.-J<2 


(26) 


Es  erübrigt  nur  noch,  die  gefundenen  Werte  (23)  und  (26)  in  (19) 
einzusetzen.    Mit  Rücksicht  auf  (25)  erhalten  wir 


r  dF  -^ 

r  ^^  1 

dt 

dF 

dA^ 

dt 

dF 

Lap,.J 

<9 

L^ft-sJ 

dX, 


n 


was  gerade  die  zu  beweisende  Gleichung  ist.    Für  die  Zeit  \  gilt  näm- 
lich (22)  und  ebenso  für  die  Zeit  t^ 

dF       dF  ^    ,    BF  ^    ,  .     dF 


dt 


^+  rw^+ 1- 


B 


«-8 


(ygL  oben  p.  146);  die  mit  dA  und  dX  multiplizierten  Faktoren  sind 
also,  was  früher  mit  [«$2]  und  [cd]  bezeichnet  wurde. 
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vm. 

über  die  Entropie  eines  Oases. 

(Umarbeitung  der  Abhandlung:    Over  de  entropie  eener  gasmassa,  Amsterdam, 

Zittingsverslag  Akad.  v.  Wet.  5  [1896],  p.  262.) 

Der  bekannte;  zuerst  von  Boltzmann  bewiesene  Satz  der  kine- 
tischen Gastheorie^  nach  welchem  sich  eine  gewisse  von  der  Molekular- 
bewegung abhängige  Funktion  H  angeben  läßt,  die  infolge  der 
Zusammenstöße  nur  abnehmen  kann^  erinnert  sofort  an  das  Entropie- 
gesetz und  man  findet  denn  auch,  daß  f£lr  stationäre  Zustände  des 
Oases  der  Entropiewert  mit  dem  Werte  der  Größe  —  H  nahe  zusammen- 
hängt. Daß  letztere  Größe,  ihrer  Bedeutung  nach,  sich  auch  bei  un- 
endlich langsamen  Zustandsänderungen  notwendig  wie  die  Entropie  yer- 
halten  muß,  möge  im  folgenden  gezeigt  werden. 

§  1.  Wir  betrachten  eine  Gasmasse,  deren  Moleküle  yoUkommen 
glatte  und  starre,  elastische  Kugeln,  jede  mit  der  Masse  m,  sind,  und 
denken  uns  in  einer  Hilfsfigur,  von  einem  festen  Punkte  0  aus,  eine 
große  Zahl  von  Vektoren  gezogen,  deren  jeder  die  Geschwindigkeit  eines 
Moleküls  in  Richtung  und  Größe  darstellt.  Die  Endpunkte  dieser  Vek- 
toren nennen  wir  Geschwindigkeitspunkte,  so  daß  jedes  Molekül  seinen 
Geschwindigkeitspunkt  hat. 

Es  seien  femer:  6  eine  ruhende  geschlossene  Fläche  in  der  Gas- 
masse, S  der  von  derselben  eingeschlossene  Raum,  d6  irgend  ein  Flächen- 
und  dS  ein  Volumenelement.  Mit  dk  bezeichnen  wir  ein  Raumelement 
in  der  Hilfsfigur,  dem  Geschwindigkeitsdiagramm,  wie  diese  heißen  möge, 
mit  Xy  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Gasmasse,  \md  mit  6,  tj,  t 
die  auf  0  bezogenen  Koordinaten  eines  Punktes  in  dem  Geschwindigkeits- 
diagramm, so  daß,  wenn  letzterer  gerade  ein  Geschwindigkeitspunkt  ist, 
5,  iy,  5  die  Geschwindigkeitskomponenten  des  betreffenden  Moleküls  sind. 

Für  die  Anzahl  der  Moleküle,  welche  sich  zur  Zeit  t  in  einem  Ele- 
mente dS  am  Punkte  {x,  y,  z)  befinden,  und  deren  Geschwindigkeits- 
punkte in  dem  Elemente  dX  am  Punkte  (J,  iy,  g)  liegen,  können  wir 

nun  schreiben^) 

F{%,n,t,x,y,e,t)dXdS, (1) 

1)  Siehe  diese  Sammlung,  p.  75. 


über  die  Entropie  eines  Gases.  165 

wo  die  Funktion  F  von  dem  Zustande  des  Gases  abhängt  und  ihrer- 
seits diesen  Zustand  vöUig  bestimmi  Ist  sie  bekannt,  so  kann  man 
die  Anzahl  n  der  Moleküle  pro  Yolumeneinheit,  sowie  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit (uj  V,  w)  der  in  einem  Element  dS  liegenden  Teilchen 
berechnen  nach  den  Formeln 

fPäk^n, (2) 

fpidk^nu,    fPridk^nv,    fF^dX^nw,     .     .     (3) 

in  welchen  über  den  ganzen  Raum  des  Geschwindigkeitsdiagramms  zu 
integrieren  ist.  Das  Resultat  kann  von  x^  y,  z,  t  abhängen.  Wir  nehmen 
indes  an^  daß  die  Molekülzahl  n  sich  nur  unendlich  langsam  von  Punkt 
zu  Punkt  ändert.  Was  die  Geschwindigkeiten  Uy  Vy  w  betrifft,  so  mögen 
diese  an  allen  Stellen  unendlich  klein  sein. 

Die  Gruppe  von  Molekülen,  deren  Anzahl  durch  den  Ausdruck  (1) 
gegeben  wird,  wollen  wir  kurz  die  Gruppe  (1)  nennen. 

§  2.  Die  Funktion  F  genügt  einer  Gleichung,  welche  man  als  die 
Grrundformel  für  alle  Probleme,  die  das  Molekülsystem  uns  bietet,  betrach- 
ten kann.  Oben,  p.  75 — 77,  wurde  bereits  gezeigt,  auf  welchem  Wege 
man  zu  derselben  gelangen  kann.  Indes  muß  die  Ableitung  hier  kurz 
wiederholt  werden,  da  wir,  was  die  äußeren  Kräfte  betrifft,  jetzt  eine 
etwas  allgemeinere  Voraussetzung  zugrunde  legen  wollen.  Wir  denken 
uns  nämlich,  daß  die  Kraft  zwar  für  alle  Moleküle  einer  bestimmten 
Gruppe  wie  (1)  gleiche  Richtung  und  (Jröße  hat,  daß  sie  aber  von 
einer  Gruppe  zur  anderen  in  irgend  einer  Weise  variieren  kann;  auch 
möge  sie  sich  im  Laufe  der  Zeit  ändern.  Die  Komponenten  X,  F,  Z 
der  durch  die  äußere  Kraft  verursachten  Beschleunigung  eines  Moleküls 
sind  somit  als  Funktionen  von  |,  ij,  ^,  Xy  t/,  Zy  t  zu  betrachten. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  was  im  Laufe  eines  Zeitelementes  dt  aus 
der  Gruppe  (1)  wird,  die  wir  für  den  Augenblick  t  ins  Auge  gefaßt 
haben.  Abstrahieren  wir  dabei  zunächst  von  den  Zusammenstößen, 
so  dürfen  wir  sagen,  die  Teilchen  befinden  sich  zur  Zeit  t -{- dt  in 
einem  Yolumenelemente  dS'  enn.  Punkte  (x  +  ^dty  y  +  rjdt,  z  +  ^dt)y 
während  ihre  Geschwindigkeitskomponenten  in  ein  Element  dk'  ge- 
kommen sind,  das  an  einem  Punkte  mit  den  Koordinaten 

r=  S  +  Xdty    r(=^  ri  +  Ydty^  t=^t;  +  Zdt    .     .     .     (4) 
liegt. 

Man  sieht  leicht,  daß 

dS'^dS (5) 

und 

dk'-^^dky (6) 

wenn  ^  die  Funktionaldeterminante  der  Größen  (4)  nach  I,  17^  (  be- 
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deutet.  Da  wir  uns  auf  Glieder  von  der  Ordnung  dt  beschianken 
dürfen;  so  ist 

zu  setzen. 

Wir  haben  nun  ferner  auch  die  Zusammenstoße  zu  berücksichtigen. 

Bezeichnen  wir  mit 

adXdSdt 

die  Anzahl  derselben,  in  der  Zeit  dt,  bei  welchen  yor  dem  Zusammen- 
treffen eins  der  Teilchen  zu  der  Gh-uppe  (1)  gehört,  mit 

bdXdSdt 

aber  die  Anzahl  der  Stöße,  bei  welchen  dies  nach  dem  Zusammen- 
treffen der  Fall  ist,  so  kommen  wir  zum  Schluß,  daß  zur  Zeit  t  +  dt 
in  dem  Elemente  dS' 

F{l,ri,i,  x,y,z,i)dXdS+(b-a)dXdSdt    ...     (8) 

Teilchen  enthalten  sind,  die  ihre  Geschwindigkeitspunkte  im  Elemente  dX' 
an  dem  durch  (4)  bestimmten  Ort  haben.  Der  Ausdruck  (8)  muß  also 
denselben  Wert  haben  wie 

F{l+Xdt,  fi+Ydt,  i  +  Zdty  x  +  ^dt,  y  +  rjdt,  e  +  tdt,  t+dt)dX'dS\ 

wofür  wir,  mit  Rücksicht  auf  (5),  (6)  und  (7),  auch  schreiben  dürfen 

F{1,  f},  t,  X,  y,  e,  0  dA  rfS  +  (If  +  ^  +  |f)  FdX  dSdt 

^F{l,n,i,x,y,e,t)dkdS 
Daraus  folgt  die  gesuchte  Gleichung 


dF 

dt 


.dF      JF         dF      d{XF)       d(TF)       djZF)       .,         .      .. 


§  3.     Die  Gh-öße  H,  deren  Änderung  mit  der  Zeit  wir  jetzt 
untersuchen  haben,  definieren  wir  durch  die  Gleichung 


H^ffFlogFdXdS, 


wo  das  doppelte  Integrationszeichen  bedeuten  soll,  daß  sowohl  übei^* 
den  ganzen  yon  der  Flache  6  eingeschlossenen  Raum  S  als  auch  übe^^ 
die  YoUe  Ausdehnung  des  Geschwindigkeitsdiagramms  integriert  werdecs- 
muß.  Wir  können  auch  sagen,  es  handle  sich  um  die  Summe  allff^r* 
Werte,  die  man  erhält,  wenn  man  für  jedes  Molekül  logi^  mit  dexx. 
demselben  zur  Zeit  t  zukommenden  Werten  von  1,1?,^,  x,y,M  bildet. 
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Bei  der  Bereclmung  von  -^  beachten  wir,  daß  für  festgehaltene 
Werte  von  |,  i/,  f,  o:,  y,  z, 

Außerdem  setzen  wir 

ffFdXdS^N, 

welche  Oröße  offenbar  die  Anzahl  der  Moleküle  bedeutet,  welche  zur 
Zeit  t  in  dem  betrachteten  Raum  liegen. 
Es  ist  dann  zunächst 


dB 
dt 


-^ff(l  +  logF)^-^dUS^^^+fßogF^^-^dXdS    (10) 

und  hier  zerfällt  das  letzte  Glied,  wenn  wir  den  Wert  (9)  einführen,  in 
mehrere  Integrale,  in  deren  drei  ersten  man  die  Integration  nach  x,  y 
oder  e  völlig  durchführen  kann,  da 

logJ'||'=^(J'logF-20.    "BW. 

Man  erhält  in  dieser  Weise  für  die  Summe  jener  drei  Integrale, 
wenn  man  die  Richtungswinkel  der  an  der  Fläche  6  nach  außen  ge- 
zogenen Normale  a,  /3,  y  nennt, 

—  r /(g cos a  +  1?  cos /J  +  f  cos y)  (-FlogjP— jP)  dXdö 

=•— /   /(|cosa  +  i2  cos/3  +  i  (io%y)  FlogFdkdö  —  -^ y 
wobei  ich  den  Satz  benutzt  habe,  daß 


//' 


dN 
(I  cos  a  +  ^  cos  /J  +  g  cos  y)  FdX  ^^  =  ""  "^  * 


Es  geht  dies  daraus  hervor,  daß  für  die  Moleküle,  deren  Oeschwin- 
digkeitspunkte  in  c^A  liegen  und  deren  Anzahl  pro  Yolumeneinheit  Fdk 
beträgt,  |  cos  a  +  i?  cos  /3  +  6  cos  y  die  Komponente  der  Geschwindigkeit 
nach  der  Richtung  der  Normale  ist.  Die  Anzahl  der  zu  jener  Gruppe  dk 
gehörigen  Moleküle,  welche  in  der  Zeit  di  das  Element  dö  durchsetzen, 
mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen  genommen,  je  nachdem 
die  Bew^ung  nach  außen  oder  nach  innen  stattfindet,  ist  infolgedessen 

(I  cos  a  +  ri  cos  ß  +  i  cos  y)  FdX  dö  dt 

Was  die  den  Gliedern 

d(XF) 


usw. 


entsprechenden  Teile  des  letzten  Integrals  in  (10)  betrifft,  so  lassen 
sich  diese  mittels  partieller  Integration  nach   i^  rj  oder  ^  umformen. 
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Die  integrierten  Glieder  yerschwinden  dabei  wegen  der  raschen  Ab- 
nahme von  F  für  unendlich  große  positive  oder  negative  Werte  der 
Geschwindigkeitskomponenten  nnd  man  hat 

"ff-fP-  log  FdXdS -ffx -^-  dl dS,  usw. 
Schließlich  wird 

^  ^  ^  f  f(i  coBa  +  ri  coB ß  +  i  Gosy)  FlogFdXdö 

+  f  f(b^a)\ogFdXdS (11) 

§  4.  Bevor  wir  die  noch  übrig  gebliebenen  Integrale  näher  be- 
sprecheU;  wollen  wir  noch  etwas  an  der  Fassung  des  Problems  ändern. 
Während  nämlich  im  Vorhergehenden  die  Fläche  6  als  ruhend  voraus- 
gesetzt wurde,  wollen  wir  jetzt  annehmen,  daß  jeder  Punkt  derselben 
sich  mit  der  an  der  betreffenden  Stelle  bestehenden  mittleren  Geschwin- 
digkeit des  Gases  verschiebt,  und  daß  also  die  Fläche  fortwährend  gleich 
viel  Moleküle  umschließt.  Berechnet  man  in  dieser  Voraussetzung  für 
jeden  Augenblick  die  Größe  H  für  den  von  der  Fläche  begrenzten 
Raum,  dann  erhält  man  für  den  Differentialquotienten  nach  der  Zeit 
einen  Wert,  der  von  dem  bis  jetzt  betrachteten  verschieden  ist,  und 
den  wir  daher  zur  Unterscheidung  mit 

bezeichnen  wollen. 

Hatte  nun  die  bewegliche  Fläche  zur  Zeit  t  die  Lage,  die  im 
obigen  a  genannt  wurde,  dann  erreicht  sie  zur  Zeit  t  +  dt  eine  andere, 
unendlich  wenig  davon  entfernte  Lage  6\  Die  Schicht  zwischen  o  und  a' 
läßt  sich  in  Elemente  zerlegen,  für  deren  Größe  wir  schreiben  können 

{u  cos  a  +  v  cos  ß  '\-  w  cos  y)  d6  dty 

imd  zwar  ist  dieser  Ausdruck  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  das 
betreffende  Element  außerhalb  oder  innerhalb  6  liegt.  Daraus  folgt 
für  die  Differenz  der  Werte,  welche  sich  für  H  ergeben,  wenn  man 
einmal  6*  und  dann  6  als  Grenze  des  Integrationsgebietes  nimmt, 

dtJj(ucoBa  +  t?cos/J  +  w  cos  y)  F  log  Fdldö, 


was,  mit  dt  dividiert,  den  Wert  von 

fdH\      dB 
dt 


m- 
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liefert.     Der  neue  Differentialquotient  Iiat  demnach  den  Wert 

+  C  C(b-d)logFdXdS * (12) 

Wir  fQgen  hinzu  ^  daß,  wie  man  leicht  sieht;  und  wie  sich  auch 
aus  (2)  und  (3)  folgern  läßt^ 

f[(u  -  I) cos a  +  {v-ri)coBß  +  (;w  —  t) cos y] FdX  =  0.      (13) 

§  5.  Wir  wenden  uns  jetzt  den  Vereinfachungen  zu,  welche  in 
dem  Ausdruck  (12)  möglich  sind,  wenn  das  Gas  sich  nur  sehr  wenig 
von  einem  stationären  Zustande  entfernt. 

In  einem  Elemente  dS  haben  zur  Zeit  t  die  Anzahl  n  der  Mole- 
küle pro  Yolumeneinheit  und  die  mittlere  kinetische  Energie  der  neben 
der  Strömungsgeschwindigkeit  bestehenden  Molekularbewegung;  d.  h.  der 
Mittelwert  h  von 

lw[(i  -u)«+  (iy  -  vy+  ix-^w)^, 

ganz  bestimmte  Größe.  Beständen  nun  diese  Werte  yon  n  und  Tc  in 
einem  ruhenden  im  statioiuiren  Zustand  befindlichen  Gase,  dann  hätte 
nach  dem  Maxweirschen  Gesetz  die  Funktion  F  die  Gestalt 

F. -Ce- '«*  +  '■+", (U) 

0-»]/^,      (15) 

und  von  dieser  Funktion  F^  soll  nun  F  nur  unendlich  wenig  ver- 
schieden sein.     Man  bemerke,  daß 

jF^dX^n, 

flF^dk^O,      ßiF.dX^^O,     ßF.dk^O 
und  also 

J[(u  —  i)  cos  a  +  {v  —  rj)  cos  ß  +  (w  —  f)  cos  y]FQdX 

=  n  (u  cos  a  -f  t?  cos  ß  +  w  cos  y). 
Setzt  man  nun 

F^F^  +  f{l^,ri,t,x,y,z,t), (16) 

80  ist,  wie  aus  der  soeben  erhaltenen  Gleichung,  in  Verbindung  mit  (13) 
folgt, 

J[{u  —  I)  cos a  +  (v  —  fjDoosß  +  {w  —  g)  cos y]fdX 

=  —  w  (m  cos  a  +  t?  cos  |S  +  w;  cos  y).     (17) 
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§  6.     Die  Größen 

dtfalogFdk    und  dtfblogFdk 

bedeuten  offenbar  die  Summen^  f&r  alle  in  der  Volumeneinheit  einen 
Stoß  erleidenden  Moleküle,  der  Werte  von  logjP,  welche  den  Anfangs-, 
bzw.  den  EudgescliFindigkeiten  entsprechen.  Das  letzte  Glied  in  (12) 
hängt  daher  aufs  engste  mit  der  oben,  p.  138,  betrachteten  Änderung 
Yon  H  infolge  der  Zusammenstöße  zusammen  und  läßt  sich  in  der 
dort  angegebenen  Weise  berechnen.  Man  gelangt  dabei  zu  einem  In- 
tegral, in  welchem  jedes  Element  einen  Faktor  yon  der  Gestalt 

^os(^^)(F,F,-F\F',) (18) 

enthält,  und  zwar  läßt  sich  die  Bedeutung  der  Symbole  F^,  F^,  F\,  F\ 
in  folgender  Weise  angeben. 

Sind  bei  irgend  einem  Zusammenstoße  (1^,  %,  gj  und  (|„  7i^,  ^)  die 
beiden  Anfangs-,  (|'i,  ri\y  g'^)  und  (|'g,  iy'„  g',)  aber  die  Endgeschwindig- 
keiten, dann  sind  jP^,  jP^,  F^,  F\  die  diesen  vier  Wertsystemen  ent- 
sprechenden Werte  der  Funktion  F, 

Das  Eigentümliche  des  Maxwell'schen  Gesetzes  liegt  nun  darin, 

daß  es  die  beiden  Faktoren  in  (18)  zum  Verschwinden  bringt,  indem 

es  die  Gleichung 

F^F^=^F\F\ 

zur  Folge  hat.  Wir  dürfen  daraus  schließen,  daß  bei  der  vorausgesetzten 
Abweichung  von  jenem  Gesetz  beide  Faktoren  unendlich  klein  werden. 
Somit  dürfen  wir  von  dem  letzten  Gliede  in  (12)  absehen;  es  wird  ja 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung. 

§  7.  In  dem  ersten  Gliede  von  (12)  setzen  wir,  da  die  Funktion  f 
in  (16)  unendlich  klein  ist, 

i^log  J'-Flog 2^0  + /■  =  -P'logC  -  If  (S*  +  V  +  g»)F+ /; 
und  es  ergibt  sich  dann,  mit  Rücksicht  auf  (13)  und  (17) 

-  if  jyi(^-S)  cos«  +  (v-i?)  cos/S  +  {w-i)  cosy]  (|*-f  i?«+  g«) FdX dö 

—  /  n  (u  cos  tt  +  V  cos  ß  +  w  cos  y)  dö.      (19) 

Der  erste  Teil  dieses  Ausdrucks  hat  eine  einfache  Bedeutung.  Da 
nämlich  ein  Element  der  sich  bewegenden  Fläche  in  der  Zeit  dt  von 

[(6  —  w)  cos  a  +  (rj  —  v)  cos  /S  +  (6  —  w?)  cos  y)]  Fdk  d(fdt 

Molekülen  der  Gruppe  (1)   durchsetzt  wird,  und  jedes  dieser  Teilchen 

eine  kinetische  Energie 

im(5*+i?«+e*) 
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mit  sich  fährt^  so  liaben  wir  es  mit  dem  mit  —  ^j-  multiplizierten  und 

mit  dt  dividierten  Betrag  an  kinetischer  Energie  zu  tun^  welcher  in 
der  Zeit  dt  durch  die  Fläche  hindurch  mehr  nach  innen  als  nach  außen 
getragen  wird.  Schreiben  wir  für  diesen  Betrag  dT,  dann  verwandelt 
sich  (19)  in 

--  ^-jT  —  f  n(uco9cc  +  vcosß  +  WQ08y)d(f. 

§  8.  Was  endlich  das  zweite  Integral  in  (12)  anbelangt^  so  dürfen 
wir  in  demselben  einfach  F  durch  die  Funktion  Fq  ersetzen;  wir  be- 
trachten ja  auch  die  äußeren  Kräfte  als  unendlich  klein.  Wir  substi- 
tuieren also 

wobei  wir  scUießlich,  was  offenbar  gestattet  ist,  wieder  F  statt  F^ 
schreiben  wollen.    Das  Resultat  lautet  dann 

-  iiff^  (^S  +  Yv+ zi)  Fdk  ds. 

Man  sieht  sofort,  daß  das  hier  auftretende  Integral  die  für  die  Zeit- 
einheit berechnete  Arbeit  aller  auf  die  Teilchen  wirkenden  äußeren 
Kräfte  (fnX,  mY,  mZ)  bedeutet. 

Wäre  nun  die  äußere  Kraft  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit 
der  Moleküle,  so  hätte  dieses  Integral  den  Wert 


fm (Xu  +  Tv  +  Zw)  ndS, 


was  eine  Größe  zweiter  Ordnung  ist.  Die  Arbeit  kann  aber  von  der 
ersten  Ordnung  sein  und  auch  für  m  «=  v  =  m;  —  0  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  haben,  sobald  die  Kraft  für  Moleküle  verschiedener 
Geschwindigkeit  nicht  gleich  ist.  Z.  B.  ergibt  sich  ein  positiver  Wert, 
wenn  für  jedes  Molekül  die  Kraft  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  hat. 

Derartige  die  Molekularbewegung  direkt  affizierende  Kräfte,  welche 
etwa  im  Fall  der  Absorption  strahlender  Wärme  existieren  könnten, 
würden  das  Gas  „erwärmen^',  und  man  kann  daher  die  Energie,  welche 
sie  dem  System  erteilen,  füglich  als  eine  zugeführte  Wärmemenge  auf- 
fiussen.  Für  diese  Wärmezufuhr,  in  Arbeitseinheiten  ausgedrückt  und 
für  das  Zeitelement  dt  genommen,  wollen  wir  das  Zeichen  dQf  ein- 
führen, wobei  der  Index  i  daran  erinnern  soll,  daß  es  sich  jetzt  um 
eine  dem  Innern  des  Körpers  mitgeteilte  Wärme  handelt 

Zusammenfassend  erhalten  wir,  wenn  wir  jetzt  die  Klammem  um 

-^  in  (12)  fortlassen, 

dH'^  —  ^(dT+dQ^)  —  dt  I n{uco9a  +  VC08 ß  +  wcoBy)  d(f.  (20) 
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§  9.  Um  zu  dem  Satze  za  gelangen,  den  wir  beweisen  wollen, 
stellen  wir  uns  jetzt  vor,  das  Gas  sei  Ton  einer  festen  Hülle  S  ein- 
gescUossen,  von  welcher  es  einen  Druck  erleidet  und  mit  der  es,  in- 
folge einer  unendlich  kleinen  Temperaturdifferenz,  Wärme  austauschen 
kann.  Die  verwickelten  und  der  mathematischen  Behandlung  unzugäng- 
lichen Verenge,  welche  dabei  stattfinden,  bleiben  auf  eine  sehr  dünne, 
sich  der  Wand  anlagernde  Schicht  beschränkt,  und  wir  können  daher 
annehmen,  daß  die  Fläche  6,  Ton  der  in  unseren  Formeln  die  Rede  ist, 
ganz  nahe  an  der  Wand  liegt.  Wir  denken  uns,  daß  sie  den  Be- 
wegungen dieser  letzteren,  wenn  solche  bestehen,  folgt,  und  daß  dabei 
ihre  Entfernung  Ton  der  Wand  fortwährend  eine  sehr  kleine  Größe  z/ 
behält.  Es  wird  dann  auch  der  Bedingung  genügt  (§  4),  daß  die 
Fläche  sich  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  (UyV,w)  des  Gases  be- 
wegen soll.  Wegen  der  kleinen  Dicke  der  zwischen  6  und  2J  liegenden 
Schicht  dürfen  wir  nämlich  annehmen,  jedes  Element  derselben  ent- 
halte fortwährend  gleich  viel  Moleküle;  es  muß  also  jedes  Element  dö 
(dessen  Dimensionen  wir  uns  sehr  groß  gegen  ^  denken)  in  beiden 
Sichtungen  von  gleich  viel  Molekülen  durchsetzt  werden.  Die  Großen 
Uf  Vy  w  in  Gleichung  (20)  können  wir  nun  auch  als  die  Geschwindig- 
keiten eines  Punktes  der  Hülle  2J  betrachten. 

Wir  sind  jetzt  imstande,  auch  den  Wert  des  letzten  Integrals  in 

(20)  anzugeben.    Nach  der  Grundgleichung  der  Gastheorie  hat  man  für 

den  Druck  des  Gases 

p-inJc, (21) 

SO  daß  wir  n  durch  ^  ersetzen  dürfen.  Sieht  man  nun  von  den  Än- 
derungen ab,  die  k  von  Punkt  zu  Punkt  erleidet,  was  wegen  der  un- 
endlich kleinen  Werte  von  w,  v,  w  gerechtfertigt  erscheint,  und  bezieht 
man  die  Integration  auf  die  Hülle  2J,  so  wird  das  letzte  Glied  in  (20) 

3        /*  8 

—  r-T.  dt  j p(ucosa  +  veosß  +  wcosy)dU'^^  dAy 

wenn  dA  die  Arbeit  des  auf  das  Gas  ausgeübten  Druckes  bedeutet. 
Unsere  Gleichung  wird  infolgedessen 

dH=^^-j^{dA-dT-dQ^. 

Es  sei  femer  dQ^  die  Wärmemenge,  welche  von  der  Wand  auf 
das  Gas  übergeht  (äußere  Wärmezufuhr),  dq^  die  mit  dQ^  vergleichbare 
Wärmezufuhr  in  dem  Räume  der  Grenzschicht,  und  dE  die  Änderung 
der  in  letzterer  enthaltenen  Energie.  Dann  ist,  da  die  Schicht  die 
Energie  dT  an  das  innere  G^s  abgibt, 

dE^dA  +  dQ^+  dq^-  dT, 
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und  also 

dH=  ^{dE  -  dQ,-  dQ,  -  dq,). 

Die  in  der  Grenzschicht  enthaltene  Gasmenge  ist  nun  so  klein  im 
Vergleich  zu  der  Gesamtmenge^  daß  wir  Ton  ihrer  Energie,  also  auch 
Yon  der  Änderung  dE  absehen  dürfen.  Auch  dürfen  wir  sagen,  es  be- 
ziehe sich  dH  nicht  bloß  auf  den  Ton  6  eingeschlossenen  Baum,  son- 
dern auf  das  ganze  Volum.     Schließlich  beachten  wir,  daß  die  Summe 

dQa+dQ^+dq, 

die  gesamte  dem  Gase  zugeführte  Wärmemenge  dQ  vorstellt,  imd  daß 
die  mittlere  kinetische  Energie  eines  Moleküls  der  absoluten  Tempe- 
ratur d"  proportional  ist,  so  daß 

k^fid', (22) 

wenn  ft  eine  Eonstante  bedeutet.  Bei  Einführung  dieser  Werte  er- 
gibt sich 

Die  mit  der  Temperatur  dividierte  zugeffihrte  Wärmemenge  stellt  sich 
also  wirklich  als  ein  vollständiges  Differential,  und  zwar  als  das  Diffe- 
rential der  Funktion 

heraus.  Letztere  Funktion  spielt  somit  bei  den  betrachteten  Zustands- 
änderungen  die  Rolle  der  Entropie. 

§  10.  Zum  Schluß  möge  noch,  obgleich  es  nach  dem  Vorher- 
gehenden eigentlich  überflüssig  ist,  der  Wert  von  —^[iH  für  ein  im 
stationären  Zustande  befindliches  Gas  berechnet  und  mit  der  bekannten 
Formel  für  die  Entropie  verglichen  werden. 

Aus  (14)  folgt 

fF,logF,dk^logcjF,dk--yiJ(i'+ri'+t^F,dk, 

also,  mit  Rücksicht  darauf,  daß 

^mf(i'+rj'+t')F,dk 
die  kinetische  Energie  nk  pro  Volumeneinheit  bedeutet, 

fF,logF,dX  «  n(log  C  -  I). 
Hieraus  ergibt  sich  für  die  ganze  Masse 

Wir  bezeichnen  nun  mit  v  das  Volum  imd  substituieren  in  (15) 
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Dann  erhalten  wir,  indem  wir  alle  additiven  Eonstanten  in  eine  e 
zige  C  zusammenziehen 

Anderseits  ist,  wenn  man  von  der  Zustandsgleichnng 

ausgeht  und  die  innere  Energie  mit  cd"  bezeichnet ,  wo  c  eine  E< 
staute  ist,  das  Differential  der  Entropie 

und  die  Entropie  selbst 

JBlogT+clog'Ö'  +  C". 

Dieser  Ausdruck  stimmt  nun  wirklich  mit  (23)  fiberein,  da  na 
(21)  und  (22) 

und  somit 

ist,  während  anderseits  die  Energie  des  Oases  den  Wert 

und  also  der  mit  c  bezeichnete  Koeffizient  die  Große  fiN  hat. 


IX. 

Sur  la  tli^orie  mol^cnlaire  des  dissolntions  dünnes. 

(Archives  näerlandaises,  25  [1892],  p.  107.) 

Les  lois  relatiyes  ä  la  pression  osmotique  d'une  solutioA  ^tendue 
et  aux  ph^Domenes  qni  b'j  rattachent  sont  si  simples^  qu^on  est  natu- 
rellement  conduit  ä  essayer  de  les  deduire  directement  de  la  throne 
cin^tique,  sans  se  seryir  de  la  thermodynamique.  Les  r^soltats  d'une 
etude  entreprise  dans  cette  direction  offiriront  peut-Stre  quelque  int^rSt, 
qnoique  je  n'aie  pas  atteint  compl^tement  le  but  propos^. 

I.  Inflnence  de  foroes  extirienres  snr  la  ooncentration. 

§  1.  Dös  que  la  pression  osmotiqae  est  connue  pour  differents 
degr^  de  concentration^  on  peat^  an  moyen  de  la  seconde  loi  de  la 
thermodynamiqne^  calcnler  les  differences  de  ooncentration  produites 
par  des  forces  ext^rienres^  telles  que  la  pesanteur.  Je  commencerai 
par  faire  ce  calcul^),  apres  quoi  je  chercherai  jusqu'ä  quel  point  la 
ih^orie  moleculaire  peut^  ä  eile  seule^  rendre  compte  des  r^sultats  que 
nous  obtiendrons. 

Pour  simplifier;  j'admettrai  que  les  forces  exterieures  soient  diri- 
g^es  yerticalement,  de  haut  en  bas^  et  qu^elles  aient  la  m^me  inten- 
sit^  en  tous  les  points  d'un  plan  horizontal  Nous  supposerons  d'ail- 
lenrs  qu'elles  varient  avec  la  hauteur  et  que,  pour  Funit^  de  masse  du 
dissolyant  et  l'unit^  de  masse  du  corps  dissous,  elles  aient  des  inten- 
sit6s  diffi^rentes.  Designons  par  Ä  le  dissolvant  ou  le  ,4i<l^<^^'^  P^  -^ 
le  Corps  dissous,  le  corps  ^^^tranger^^ 

Soit  maintenant  un  vase  ä  parois  tres  minces  et  semipermeables, 
rempli  de  la  dissolution  tres  diluee  qu'on  veut  consid^rer,  et  complöte- 
ment  immerg^  dans  une  masse  du  dissolvant  pur.  Ge  Systeme  ^tant 
maintenu  ä  une  temp^ture  constante,  il  s'^tablit,  comme  nous  Fap- 


1)  Le  r^Boltat  anqnel  nous  parviendrons  n'est  pas  nouveau;  on  le  tronve, 
par  exemple,  qnoique  sons  nne  antra  forme,  dans  le  mämoiie  de  M.  van  der  Waals 
■nr  la  „Th^rie  moläcnlaire  d^nne  snbstance  composäe  de  denx  mati^res  diffi^rentes*^ 
Aich.  näerl.,  24  (1891),  p.  1.  Yoir  aussi:  Yan  der  Waals,  Die  Eontinnität  des 
m  und  flüssigen  Znstandes,  T.  2. 
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prend  la  seconde  loi  de  la  thermodjnamiqae,  un  etat  d'equilibre  que 
nous  allons  examiner. 

§  2.  Donnons  au  vase  la  forme  d'un  cylindre  ä  axe  vertical  et 
k  base  de  grandear  1^  et  appelons: 

p  et  p'  les  pressions  existant  dans  le  liquide  exterieur^  au  niveau 
des  bases  införieure  et  superieure  du  cylindre; 

P  et  P'  les  valeurs  de  la  pression  osmotique  en  ces  points,  ya- 
leurs  qui  seront  differentes  si  la  concentration  change  dans  le  sens 
vertical; 

Fj^  la  force  exterieure  totale  qui  agit  sur  le  contenu  du  cylindre; 
F^  la  force  exterieure  pour  la  portion  du  liquide  ambiant  qui  est  con- 
tenue  dans  un  espace  cylindrique  de  m^me  grandeur  que  le  vase  et 
compris  entre  les  mdmes  plans  honzontaux. 

Les  conditions  de  T^quilibre  sont  alors:  pour  le  liquide  exterieur 

et  pour  la  dissolution^  dans  laquelle  la  pression,  en  bas  et  en  haut, 
doit  aToir  les  valeurs  j>  +  P  et  jp'+  P', 

(p +p) -(!)'+ PO --f;. 

De  ces  deux  equations  il  resulte 

p-p'=j;-j;. 

J'admets  que  les  liquides  dont  il  s'agit  soient  incompressibles.  A 
la  temp^rature  choisie,  le  vase  pourrait  alors  contenir  une  quantit^  par- 
faitement  d^terminee  M,  du  dissolvant  pur.  S'il  est  rempli  de  la  Solu- 
tion, il  contient  une  quantite  moindre  M\  du  dissolvant,  et  Ton  peut 
se  repr^senter  la  dissolution  comme  resultant  de  ce  que  le  corps  etranger 
est  venu  prendre  la  place  de  la  quantite  M—M'  du  liquide.  Gette 
quantite  sera  dite  la  quantite  „deplacee^^  du  dissolvant.  Si  maintenant 
la  force  exterieure  qui  agirait  sur  cette  quantite  est  f^y  et  si  les 
moiecules  du  corps  dissous  contenues  dans  le  cylindre  sont  soumises 
k  la  force  exterieure  totale  f^,  on  aura  evidemment 

de  Sorte  que  la  condition  d'equilibre  devient 

p-p'^f^-f, (1) 

§  3.  M.  van  'i  Hoff  a  montre  que  la  pression  osmotique  d'une 
Solution  diluee  est  egale  ä  la  pression  exercee,  ä  la  m§me  temperature, 
par  un  gaz  dont  le  nombre  de  moiecules,  par  unite  de  volume,  est 
egal  ä  celui  du  corps  dissous,  ä  la  concentration  qu'il  a  dans  le  liquide. 
Pour  abreger,  je  nommerai  cette  pression  la  „pression  gazeuse^';  ä  cha- 
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que  degre  de  concentration  eile  a  nne  yaleur  determinee  et;  si  G  et  G' 
sont  les  yalenrs  relatives  ä  la  couche  inferieure  et  ä  la  couche  supe- 
rieure  de  la  Solution  contenue  dans  notre  cylindre,  on  a,  en  vertu  de  (1), 

G-G'=t-f, (2) 

On  comprend  facilement  que  cette  equation  reste  encore  applicable 
lorsqu'il  n'y  a  aucune  paroi  semi-permeable  et  que  la  Solution  occupe 
un  espace  de  grandeur  et  de  forme  quelconques.  A  Fetat  d'equilibre, 
la  concentration  a  la  m^me  valeur  en  tous  les  points  d'un  plan  hori- 
zontal; et  la  difference  de  ses  valeurs  en  deux  pareils  plans  est  deter- 
minee par  la  formule  (2).  G  et  G'  sont  alors  les  pressions  gazeuses  qui 
correspondent  aux  concentrations  dans  ces  plans  ^  et  par  f^  il  faut  en- 
tendre  la  force  qui  agit  sur  la  quantite  du  Corps  B  qui  se  trouve  dans 
un  cylindre  G  compris  entre  les  deux  plans  et  ayant  une  base  ^gale 
ä  1.  D'autre  part,  f^  est  la  force  qui  agirait  sur  le  liquide  qui  a  6te 
deplace  par  la  quantite  nommee. 

Nous  admettrons  maintenant  la  regle  exprim^  par  l'equation  (2) 
et  nous  chercherons  ä  en  rendre  compte  au  moyen  de  la  theorie  mole- 
culaire.  Dans  cette  explication^  il  ne  sera  plus  question  de  parois  semi- 
permeables. 

§  4.  Soit  S,  au  sein  de  la  Solution^  une  surface  fermee  quel- 
conque.  Je  dirai  qu'une  molecule  appartient  ä  Fespace  limite  par  i8> 
des  que  son  centre  de  gravite  s'y  trouve;  cela  pose,  cet  espace  ren^ 
fermera  ä  chaque  instant  un  nombre  parfaitement  determine  de  mole- 
cules  de  B,  A  Fetat  d'^quilibre,  ce  nombre  restera  constant,  bien  qu'il 
y  ait  continuellement  des  molecules  qui  sortent  de  l'espace  et  d'autres 
qui  y  entrent.  Une  seconde  condition  d'equilibre  consiste  en  ce  que^ 
au  total;  les  molecules  B  situ^es  ä  Tinterieur  de  la  surface  S  ne  posse- 
dent;  ni  dans  un  sens  ni  dans  Fautre,  une  quantite  de  mouyement  r^sul- 
tante.  Or,  la  quantite  de  mouvement  qui  existe  ä  Finterieur  de  8j  — 
il  ne  s'agit  toujours  que  des  molecules  B,  —  pourrait  varier,,  d'abord  parce 
que  les  centres  de  gravite  d'un  certain  nombre  de  molecules  traversent 
la  surfacO;  et  ensuite  par  Faction  de  forces  d'origine  differente.  La 
somme  alg^rique  de  toutes  les  variations  devra  §tre  nulle. 

§  5.  Supposons  d'abord  une  Solution  libre  de  tonte  action  de 
forces  exterieures  et  par  consequent  homogene.  Un  plan  quelconque 
ayant  Funite  de  surface  est  travers^  dans  Funite  de  temps  par  un  cer- 
tain nombre  de  molecules  de  la  substance  dissoute  B,  dont  les  unes 
se  meuvent  dans  un  sens,  —  disons  du  cote  n^gatif  vers  le  cote  posi- 
tif,  —  les  autres,  en  nombre  egal,  dans  le  sens  contraire.  Les  pre- 
mi^res  poss^ent  ensemble  une  quantite  de  mouvement  a,  normale  ä 
la  surface  et   dirigee  vers   le   cote  positif;   les   secondes   une   quantite 
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egale,  mais  dirigee  en  sens  oppose.  En  somme,  la  qaantite  de  mouve- 
ment  s^accroit  donc,  du  cöte  positif,  de  2a.  Comme  le  meme  change- 
m^it  se  prodnirait  si  aucune  particule  materielle  ne  traversait  le  plan, 
mais  si  tme  pression  2  a  agissait  sur  la  matiere  B  situee  du  cöte  positif^ 
je  donnerai  ä  cette  qnantite  2  a  le  nom  de  „pression  cinetique*^  du  corps 
dissouB.  Sa  yaleur  numerique  K  est  toujours  les  deux  tiers  de  celle 
de  Fenergie  cin^tique  que  les  molecules  B  contenues  dans  Tunite  de 
volume  possedent  en  yertu  du  mouvement  de  leurs  centres  de  gravit^.^) 


1)  La  dämonstration  saiyante  fera  ressortir  la  g^n^ralit^  de  ce  thäor^me  connu. 

Dans  nn  espace  tr^s  ätendu,  menons  un  grand  nombre  de  droites  parallMes 
et  Egales,  dont  les  points  de  däpart  soicnt  distribuäs  uniform^ment,  et  demandons- 
nous  combien  de  ces  droites  sont  coup^s  par  nne  portion  d'an  certain  plan,  de 
la  grandeur  1. 

Soient  n  le  nombre  des  points  de  d^part  dans  Tunitä  de  volume,  {  la  Ion- 
guenr  des  droites,  9  Tangle  aign  qu^elles  fönt  avec  la  normale  au  plan  choisi. 
Ce  plan  ätant  renconträ  par  toutes  les  droites  dont  les  points  de  d^part  se  trou- 
yent  dans  im  cjlindre  de  volume  l  cos  <p ,  le  nombre  cherchä  est  n  2  cos  9. 

Que  Ton  se  repräsente  maintenant  Tensemble  des  chemins  parcoorus,  dans 
an  temps  infiniment  petit  dt,  par  les  centres  de  gravitä  des  moläcules  du  corps 
dissous.  En  tant  que  ces  äläments  sont  coupäs  par  nn  plan  tel  que  celui  dont  il 
yient  d*6tre  parlä,  les  molecules  en  question  contribuent  ä,  la  pression  cinätique  K 
peipendiculaire  ä  ce  plan. 

De  tous  ces  äläments  de  trajectoires  je  ne  consid^re  d'abord  qu'im  seul 
groupe,  savoir,  celni  des  äläments  däcrits  dans  une  direction  däterminäe  et  avec 
one  vitesse  däterminäe  v. 

Ce  gronpe  präsente  avec  le  plan  des  intersections,  au  nombre  de  nv  cos  9  dt, 
et  donne  pour  la  pression  cinätique  le  terme  ntnv^  cos  '9,  si  Ton  repräsente  par  m 
la  masse  d^une  moläcule  et  par  n  le  nombre  des  moläcules  qui  se  trouvent  dans 
Tunitä  de  volume  et  qui  appartiennent  an  groupe  considärä. 

En  prenant  la  somme  pour  tons  les  groupes  analognes,  on  a  K=£ntnv* co8^q>, 
expression  qu'on  pent  aussi  äcrire  K »  Sm  v^  cos  '9 ,  si  Ton  indique  par  S  une 
somme  ä  laquelle  chacnne  des  moläcules  contenues  dans  Tnnitä  de  volume  foumit 
un  terme.  Supposons  Taxe  des  x  normal  au  plan  considärä  et  les  deux  autres 
axes  situäs  dans  ce  plan  et  perpendiculaires  entre  eux.  Alors,  si  Vx,  Vy,  v,  sont 
les  composantes"  de  la  vitesse  v,  il  vient  K=^  Smv^x'  ^^'i^i  pnisque  la  dissolution 
a  dans  toutes  les  directions  les  m§mes  propriätäs, 

chacune  de  ces  expressions  est  donc  ägale  au  tiers  de  leur  somme,  de  sorte  qu^on 
obtient 

ce  qu'il  fallait  dämontrer. 

Le  thäor^me  peut  d^ailleurs  ^tre  ätendu  ä  des  mälanges  de  plusieurs  ma- 
tiäres.  Toigours,  la  partie  de  la  pression  cinätique  qui  däpend  d'un  seul  des 
corps  constituants  est  ägale  aux  deux  tiers  de  Tänergie  cinätique  que  possedent, 
en  vertu  du  mouvement  de  leurs  centres  de  gravitä,  les  moläcules  de  ce  coips  qui 
sont  contenues  dans  Tunitä  de  volume. 

Ce  thäor^me  est  depuis  longtemps  ätabli  dans  la  ihäorie  cinätique  des  gaz. 
II  est  toutefois  indäpendant  de  Thypoth^se  que  les  moläcules  se  meuvent  en  lignes 
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A  yitesse  moyeDne  constante^  K  est  donc  proportionnel  ä  la  concen- 
tratioD. 

§  6.  Revenons  maintenant  ä  la  dissolution  sonmise  ä  rinfluence 
de  forces  ext^rieures,  et  prenons  pour  la  sorface  S  (§  4)  la  surface  du 
cylindre  C  dont  il  a  ^t^  qnestion  tantot  (§  3).  On  yoit  imm^diate- 
ment  que  le  mouvement  molecolaire  prös  de  la  surface  cylindrique 
n'apporte  aucun  changement  ä  la  quantite  de  moavement  en  direction 
yerticale.  Quant  ä  rinfluence  des  molecules  B  qui  traversent  les  bases 
inferieure  et  sup^rieure,  eile  peut  etre  repr^sent^e,  tout  comme  dans 
une  Solution  homogene^  au  moyen  de  la  pression  cinetique;  seulement, 
11  faut  ici  donner  ä  cette  pression,  pour  les  deux  bases,  des  valeurs 
differentes,  K  et  K\  La  diflference  K—K'  fait  connaatre  de  combien 
s'accroitrait,  dans  Funite  de  temps,  la  quantite  de  mouvement  des  mole- 
cules B  comprises  ä  Tinterieur  du  cylindre,  la  direction  de  bas  en  haut 
etant  prise  pour  direction  positive. 

Si  maintenant  f^  est  de  nouveau  la  force  exterieure  agissant  de 
baut  en  bas  sur  la  substance  dissoute  contenue  dans  le  cylindre,  et  Q 
la  force  exerc^e  sur  cette  substance,  dans  la  m§me  direction,  par  les 
autres  molecules   du  Systeme,  f+Q  sera  la  quantite  de  mouvement 


droites,  et  peut  Stre  appliqu^  k  tons  les  ^tat«  d^agr^gation.  Dans  la  d^mon- 
stration  donnäe,  les  trajectoires  penvent  Stre  des  coorbes  quelconques.  II  est  vrai 
qu'il  n*y  a  pas  4i4  qnestion  de  changemente  bmsqnes  de  direction  dorant  le 
temps  dt;  mais  la  possibilit^  en  peut  Stre  admise,  sans  que  le  r^sultat  se  trouve 
modifi^. 

Pour  y^rifier  ce  qui  pr^c^de,  je  citerai  un  exemple.  Imaginons  une  masse 
gazeuse  dans  laquelle  sont  plong^s  un  grand  nombre  de  corps  solides  immobiles, 
dont  les  dimensions  et  les  distances  mutuelles  sont  tr^s  consid^rables  par  rapport 
aux  dimensions  moläculaires  du  gaz  et  qui  n'agissent  sur  les  particules  gazeuses 
qu*au  contact  immädiat. 

Si  Tunit^  de  longueur  est  prise  beaucoup  plus  grande  que  la  distance  mu- 
tuelle  des  corps  solides,  la  pression  cin^tique  du  gaz,  pour  une  portion  de  surface 
de  la  grandeur  1,  peut  §tre  d^termin^e  par  le  th^or^me  trouvä;  eile  doit  donc 
avoir  la  valeur  ^U,  bi  U  est  T^nergie  cinätique  du  gaz  qui  se  trouve  dans  Tunit^ 
de  volume.  On  arrive  au  m§me  räsultat  par  le  raisonnement  suivant.  Si  fi  est 
la  fraction  de  Tunit^  de  volume  qui  est  occupäe  par  les  corps  solides  immobiles, 
Tespace  räellement  rempli  de  gaz  contient  une  Energie   cin^tique  qui,   calcul^e 

pour  Tunit^   de  volume,  s'^^ve  ä    •     La  pression  cin^tique  pour  une  sur- 

"^^  f* 

face  plane  de  la  grandeur  oo,  situ^e  tout  enti^re  dans  le  gaz,  a  par  consäquent 

2       U 

la  valeur  —  • eo.    D'un  autre  c6t4  une  surface  de  la  grandeur  1  traverse  un 

grand  nombre  des  corps  immerg^s;  si  la  somme  des  surfaces  d'intersection  est  r, 
il  n*y  a  plus  qu^une  portion  1  —  v  qui  reste  accessible  aux  molecules  du  gaz.  II  en 
r^ulte,   pour   la   pression    cin^tique    sur   Tuniiä   de   surface   enti^re,    la   valeur 

2    1  —  V  .        .  2 

— . U,  ce  qui  revient  ä.  —  CT;  en  effet  on  d^montre  facilement  que  ft  =  y. 
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produite  par  les  forces  dans  l'anite  de  temps,  et  on  aura  la  condition 

d'eqailibre 

K-K'^f,+  Q. (3) 

§  7.  La  force  Q  se  compose  des  forces  Y  et  Z,  qui  proyiennenty 
la  premiere  des  molecules  B  enTironnant  le  cylindre  et  la  seconde  des 
molecales  du  dissolvant.  En  ce  qui  conceme  d'abord  la  force  T^  il 
faut  remarquer  que  les  molecules  B  situees  ä  Tiiiterieur  du  cylindre 
peavent  §tre  attir^es  par  les  molecules  de  meme  espece  qui  renviron- 
nent;  et  qu'en  oatre  qaelqnes-nns  des  chocs  entre  deux  molecules  B 
auront  lieu  de  fa90ii  que  Tune  ait  son  centre  de  gravite  en  dedans  du 
cylindre^  Fautre  en  dehors.  Les  r^pulsions  qui  sont  en  jeu  dans  de 
pareils  chocs  devraient  entrer  en  ligne  de  compie  dans  le  calcul  de  la 
force  F. 

La  question  se  simplifie  quand  il  s'agit  de  Solutions  tres  ^tendues. 
L'attraction  entre  les  molecules  du  corps  dissous  qui  se  trouvent  de 
part  et  d'autre  d'un  plan  quelconque  est  proportionnelle  au  carre  de 
la  concentration;  il  en  est  de  meme  du  nombre  des  coUisions  mutuelles. 
Les  deux  parties  de  la  force  Y  peuvent  donc  §tre  n^gligees  si  la  con- 
centration est  regardee  comme  infiniment  petite;  on  peut  m§me  ajouter 
que  la  force  Y  devient  une  quantite  du  second  ordre,  quelle  que  soit 
la  nature  des  actions  reciproques. 

Par  consequent  la  formule  (3)  devient 

ce  qui  conduit  ä  Tequation  (2)  quand  on  fait  les  hypotheses  suivantes: 

a)  En  vertu  de  son  mouvement  progressif,  une  molecule  du  corps 
dissous  a,  en  moyenne,  une  Energie  cin^tique  egale  ä  celle  que  possede 
ä  la  m§me  temp^rature  une  molecule  d'un  gaz.  D'apr^s  cette  hypo- 
thöse,  la  pression  cin^tique  devient ,  quelle  que  soit  la  concentration, 
egale  ä  la  „pression  gazeuse"  (§  3),  de  sorte  que  K^G,  J5C'=  G\ 

b)  On  a  Z=»— /i,  c'est-ä-dire  que  la  partie  consid^ree  de  la  matiere 
dissoute  eprouve,  de  la  part  du  dissolvant,  une  force  egale  et  opposee 
a  la  force  ext^rieure  qui  agirait  sur  la  quantite  deplacee  du  liquide.*) 


1)  Suivant  cette  proposition,  on  doit  avoir  Z<=^0  quand  aucune  force  ext^- 
rieure  n'agit  sur  le  dissolvant.  G'est  ce  que  confirmera  une  l^g^re  modification 
de  Texemple  donn^  k  la  fin  de  la  note  du  §  5.  Supposons,  en  effet,  que  les  corps 
solides  immerg^s  dans  la  masse  gazeuse,  consid^r^s  dans  cet  exemple,  —  corps  qui 
repr^senteront  maintenant  les  molecules  du  dissolvant,  —  soient  mobiles,  mais 
que  leur  masse  soit  infiniment  grande.  Si  aucune  force  ext^rieure  n'agit  sur  ces 
corps,  ils  ne  pourront,  une  fois  au  repos,  jamais  entrer  en  mouvement.  Admettons 
que  le  gaz,  au  contraire,  soit  soumis  üi.  Taction  de  la  pesant-our. 

Gonsid^rons  un  cylindre  vertical  de  hauteur  h  et  do  bttHo  l,  dont  les  dimen- 
sions  soient  beaucoup  plus  grandes  que  les  intervalles  eutrt«  b^H  corpH  solides.    D&ns 
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Si  ces  hypothesesy  dont  la  seconde  rappelle  la  loi  d'Archimede, 
pouvaient  ^tre  dednites  des  principes  de  la  m^caniqne^  la  loi  des  di£Fe- 
rences  de  concentration  serait  expliquee  par  la  theorie  mol^culaire. 
Dans  l'etat  actnel  de  la  theorie  on  peut  regarder  les  propositions 
a)  et  b)  comme  des  consequences  de  la  seconde  loi  de  la  thermo- 
dynamique^  ou^  plus  exactement,  Tnne  de  ces  propositions  decoule  de 
cette  loi  des  que  Tautre  est  admise.  Dans  ce  qui  va  suivre,  les  deux 
propositions  seront  appliquees  toutes  les  deux. 

II.  Tension  de  vapenr  des  dissolntions  dilnies. 

§  8.  La  rögle  qui  determine  la  tension  de  vapeur  d'une  dissolu- 
tion  ^tendue^  et  qu'on  peut  obtenir  au  moyen  de  la  thermodynamique; 
peut  §tre  mise  sous  la  forme  suivante: 

L'abaissement  de  la  tension  de  vapeur^  produit  par  Tintroduction 
dans  un  liquide  d'nn  Corps  qui  s'y  dissout,  mais  ne  s'^yapore  pas  lui- 
m^me,  est  ä  la  pression  osmotique  de  la  dissolution,  —  c'est-ä-dire  ä 
la  pression  cinetique  du  corps  dissous,  —  dans  le  m^me  rapport  que  le 
Yolume  specifique  du  liquide  au  yolume  sp^cifique  de  la  yapeur  satur^e. 

Dans  cet  enonce  il  n'est  aueunement  question  d'une  attraction 
mol^culaire;  au  contraire,  Tabaissement  de  la  tension  de  yapeur  est 
mis  en  relation  ayec  le  mouvement  des  mol^cules.  Je  yais  demontrer 
que  la  rögle  s'accorde  cependant  ayec  la  conception  ordinaire^  suiyant 
laquelle  le  corps  ^tranger  retient  par  son  attraction  les  particules  du 
liquide  et  tend  ainsi  ä  emp^cher  l'eyaporation. 

Dans  les  raisonnements  qui  yont  suiyre  je  me  seryirai  d'une  hypo- 
thtee^  non  conforme,  il  est  yrai,  ä  la  r^alite,  mais  contribuant  ä  sim- 
plifier  l'analyse  des  pb^nomenes^  sans  trop  cbanger  leur  yeritable  ca- 
ract^e.  Elle  consiste  ä  regarder  la  distance  la  plus  grande,  ä  laquelle 
deux  mol^ules  du  dissolyant  agissent  l'une  sur  l'autre^  comme  tres 
petite  par  rapport  ä  la  distance  jusqu'ä  laquelle  reste  sensible  Tattrac- 
tion  de  molecules  d'espöces  differentes.     On  a  ainsi  Tayantage  de  pou- 


Tespace  r^ellement  occup^  par  le  gaz,  la  pression  obäit  aux  lois  ordinaires  de 
rhydrostatique.  Pour  deux  ^l^ments  plans  ägaux  o»,  situ^s  run  ä.  la  base  inf^- 
rienre  du  cylindre,  Tautre  k  la  base  snp^rieure,  et  qni  se  trouvent  tons  les  deux 
enti^rement  en  dehors  des  corps  solides,  la  diff^rence  des  pressious  cin^tiques  est 
donc  ägale  au  poids  d^une  masse  gazeuse  qui  serait  contenue  dans  un  cylindre 
de  hauteuT  h  et  de  base  oo,  en  admettant  que  ce  cylindre  ne  renferme  pas  d'autres 
coips.  n  suit  de  Ik  que  la  diff^rence  des  pressions  cin^tiques  ä  la  base  inf^rieure 
et  ä  la  base  sup^rieure  du  grand  cylindre,  —  bases  de  chacune  desquelles  il  n'y  a 
ä  connd^rer  qu'une  portion  1  —  v,  —  est  ägale  au  poids  d'une  masse  gazeuse 
de  yolume  ^  (1  —  v),  Or,  ä  cause  de  T^galit^  ir  =  fi,,  c'est  lä.  pr^cis^ment  le 
poids  des  molecules  de  gaz  qui  se  trouvent  räellement  dans  le  grand  cylindre. 
Cell6»-ci  ne  sont  donc  pas  soutenues  par  les  corps  solides,  c'est-ä-dire  qu'on  a 
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Yoir  regarder  comme  parfaitement  tranchee  la  d^mitation  du  liquide 
et  de  la  vapeur.  L'epaisseur  de  la  couche  qai^  en  realite^  forme  La 
transition  de  Tun  ä  Tautre,  est;  en  effet;  du  m^me  ordre  de  grandeor 
que  le  rayon  de  la  sphere  d'activite  des  particules  du  liquide;  la  ques- 
tion  de  savoir  si  cette  epaisseur  est  negligeable^  ou  non^  depend  seule- 
ment  des  autres  longueurs  qui  jouent  un  role  dans  les  problemes  dont 
on  s'ocGupe. 

Or^  dans  le  probleme  actuel;  la  distance  a  laquelle  s'attirent  des 
moleeules  d'esp^ces  differentes  est  une  teile  longueur;  si  eile  a  une 
grandeur  süffisante^  nous  pouvons  regarder  la  limite  du  liquide  et  de 
la  vapeur  comme  une  surface  mathematique. 

Un  raisonnement  bien  connu  peut  ^tre  appliqu^  ä  l'attraction  qui 
existe  entre  le  liquide  et  une  moleeule  du  corps  dissous  B,  J'admets, 
conformement  ä  ce  qui  precede,  que  cette  attraction  agisse  encore  ä 
une  distance  d^passant  de  beaucoup  celle  qui  s^pare  les  moleeules  li- 
quides Yoisines;  je  suppose,  en  outre,  que  les  particules  les  plus  rap- 
prochees  n'aient  pas  une  part  trop  preponderante  dans  Tattraction  totale. 
Si  ces  conditions  sont  remplies^  Tattraction  resultante  eprouvee  par  une 
moleeule  B  est  independante  de  Tarrangement  accidentel  des  moleeules 
Yoisines  ^;  eile  est  uniquement  determinee  par  la  distance  de  la  mole- 
eule ä  la  surface.  Les  differentes  forces  auiquelles  est  soumise  une 
moleeule  B  situee  ä  l'interieur  de  la  dissolation  se  detruisent  mutuelle- 
ment;  mais  les  moleeules  B  qui  se  trouvent  au  voisinage  de  la  surface 
sont  soumises  ä  une  force  resultante^  dirigee  vers  Tinterieur  du  liquide. 
La  concentration  diminuera  donc  lorsqu'on  s'approche  de  la  surface,  et 
nous  admettrons  que  cette  diminution  seit  assez  rapide  pour  que,  ä  la 
surface  mSme^  la  concentration  ait  une  yaleur  insensible.  On  s'explique 
alors  que  les  moleeules  B  ne  prennent  point  part  ä  T^vaporation;  si 
elles  se  trouvaient  encore  ä  la  surface,  quelques-unes  d'entre  elles 
deyraient,  ä  raison  de  leurs  grandes  vitesses,  s'elancer  dans  Tespace 
occupe  par  la  vapeur. 

§  9.  ParaUelement  ä  la  surface  V,  qui  sera  supposee  plane  et 
horizontale,   menons  un  plan  F'   par  les  points  les  plus  eleves  oü  la 

concentration  a  encore  la  mßme  valeur  qu'ä 

l'interieur  du  liquide.     De  la  „couche  superfi- 

cielle''  comprise  entre  les  deux  plans,  conside- 

rons    une    portion    cylindrique    ah  cd,    ayant 

pour  base  Tunite  de  surface.    Soit  Z  la  force 

totale,  —  positive  lorsqu'elle  est  dirigee  vers 

la  Solution,  —  avec   laquelle  le  liquide  agit  sur  les  moleeules  B  con- 

tenues  dans  le   cylindre.     Dans  Tunite  de  temps,  cette  force  donnerait 

lieu  a  une  quantite  de  mouvement  Z,  si  d'autres  causes  ne  s'y  opposaient. 
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A  cause  de  sa  faible  densite,  la  vapeur  n'exerce  aucune  attraction  sen- 
sible et^  dans  le  cas  de  dissolutions  tr^s  etendues^  on  peut  n^gliger 
toutes  les   actions   reciproques   entre    les   particoles   du   corps   dissous 
Si    donc    K  est    la   pression    ciuetique    ä   la    base    cdj    la   condition 

d'equilibre  est 

Z^K (4) 

La  force  Z  provient  d'abord  de  Tattraction  qui  est  exerc^e  par  le 
dissolvant  et  que^  pour  la  quantite  totale  du  corps  B  contenue  dans 
le  cylindre,  je  designe  par  Z^.  En  outre,  parmi  les  cbocs  survenant 
entre  une  molecule  B  et  une  molecule  Aj  11  y  a  ä  tenir  compte  de 
ceux  dans  lesquels  le  centre  de  gravite  de  la  premiere  particule  se 
trouve  ä  Fint^rieur  du  cylindre;  en  reunissant  les  repulsions  resultant 
de  tous  ces  chocs,  on  obtient  une  force  Z^y  qui^  jointe  ä  Z^,  constitue 
la  force  entifere  Z. 

MaiS;  pour  les  dissolutions  tres  etendueS;  cette  force  Z^  peut  §tre 
n^gligee.     Nous  allons  le  demontrer  dans  le  paragraphe  suivant. 

§  10.  Sans  rien  changer  au  mouvement  des  molecules^  on  peut 
supprimer  par  la  pensee  Tattraction  entre  les  deux  mati^res^  ä  condi- 
tion de  faire  agir  sur  chaque  molecule  une  force  ext^rieure^  precisement 
egale  ä  l'attraction  resultante  qu'elle  ^prouve^  en  realit^^  de  la  part  des 
molecules  d'espece  diflferente. 

SupposonS;  de  plus,  que  Tespace  au-dessus  de  la  surface  V  soit 
rempli  d^une  masse  du  dissolvant  pur.  La  distribution  et  le  mouve- 
ment  de  la  substance  B  ne  seront  pas  älteres  par  la  si  le  liquide 
additionnel  est  egalement  considere  comme  depourvu  d'attraction  sur 
cette  substance.  II  est  vrai  que  les  forces  actives  dans  les  chocs  sont 
restees,  mais  elles  ne  donnent  lieu  ä  aucune  perturbation,  yu  que  la 
concentration  dans  le  plan  V  est  negligeable  et  que,  par  suite,  la  nou- 
velle  masse  de  liquide  n'arriye  pas  en  contact  ayec  la  substance  dissoute. 

Cette  substance  se  trouvant  maintenant  dans  une  masse  illimitee 
du  liquide,  et  etant  empechee  par  des  forces  exterieures  de  se  repartir 
uniformem ent,  la  proposition  b  (§  7)  devient  applicable.  A  la  verite, 
les  matieres  dont  il  s'agit  actuellement  ne  sont  plus  teUes  que  la  na- 
ture  les  presente,  puisque  nous  les  avons  depouill^es  de  leur  attraction 
mutuelle  et  que  nous  ne  leur  avons  laisse  que  les  forces  intervenant 
dans  les  cbocs;  mais  il  n'est  guere  douteux  que  la  proposition  rappelee 
Bubsiste  tout  de  meme. 

Pour  le  cylindre  considere  dans  la  section  precedente  (§  3),  nous 
prendrons  maintenant  Tespace  represente  par  ab  cd  dans  la  figure  4.  Des 
forces  que  nous  avons  designees  prec^demment  par  Z  et  f^  (§§  3  et  7),  la 
premiere  est  alors  la  force  Z^  et  la  seconde  devient  egale  a  Tattraction 
que  la  matiere  dissoute  exerce  sur  une  quantite  de  liquide  egale  ä  la 
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quantitö  d^placee.  Mais^  si  la  concentration  est  infiniment  petita,  cette 
quantite  Test  egalement,  de  sorte  que  f^  devient  une  grandenr  du  second 
ordre.    En  vertu  de  la  proposition  6^  on  peut  dire  la  meme  cliose  de  Z^. 

§  11.  Fignrons-nous  maintenant^  comme  au  §  9,  que  le  plan  V 
soit  la  Burface  de  Separation  de  la  Solution  et  de  la  vapeur  qui  se 
trouve  au-dessus  d'elle.  D'apres  ce  qui  vient  d'ötre  dit,  nous  pou- 
Yons  alors  entendre  par  Z^  dans  la  formule  (4),  Tattraction  du  liquide 
sur  les  molecules  B  contenues  dans  le  cylindre  ah  cd.  Cela  pose^  il 
est  facile  de  voir  que  la  formule  determine  la  quantite  de  la  substance 
dissoute  qui  reste  dans  la  couche  superficielle.  L'attraction  Z,  en  effet, 
sera  d'autant  plus  grande  que  cette  quantite  est  plus  considerablo;  tandis 
que  la  pression  cinetique  K  est  determin^e  par  la  valeur  de  la  con- 
centration ä  rint^rieur  de  la  Solution.  Si  la  concentration  avait  cette 
m^me  yaleur  en  chaque  point  de  la  couche  superficielle^  Tattraction  Z 
aurait  une  certaine  yaleur  Z^y  et  si  cette  demi^re  grandeur  etait  sur- 
passee  par  la  pression  cinetique,  un  ^tat  d'equilibre^  tel  que  je  Tai  sup- 
pose^  ne  saurait  exister,  puisque  un  abaissement  de  la  concentration 
dans  la  couche  superficielle  ne  peut  augmenter  Z.  Si,  au  contraire, 
Zq  >  Ky  Tattraction  Z  peut  ^tre  amenee  a  la  yaleur  K  par  une  dimi- 
nution  conyenable  de  la  concentration  au  yoisinage  de  la  surface.  A 
yrai  dire,  pour  determiner  la  distribution  et  le  nombre  des  molecules  B 
dans  la  r^gion  superficielle,  il  faudrait  decomposer  celle-ci  en  couches 
infiniment  minces  et  appliquer  ä  chacune  d'elles  un  raisonnement  ana- 
logue  ä  celui  que  nous  ayons  fait  pour  la  couche  entiere.  Mais,  pour 
uotre  but,  cela  n'est  pas  necessaire. 

§  12.  Ge  qui  se  passe  dans  Tevaporation  est  trop  complique  pour 
permettre  une  analyse  exacte.  Nous  pouvons  nous  contenter,  toutefois, 
de  remarquer  que  les  phenomenes  dont  il  s'agit  s'accomplissent  dans 
une  couche  dont  Tepaisseur,  suivant  notre  hypoth^se  (§  8),  est  tres 
petite  par  rapport  au  rayon  de  la  Sphäre  d'actiyite  pour  l'attraction  de 
molecules  d'esp^ces  diff^^rentes,  et  que  les  molecules  B  n'ont  pas  d'influence 
sensible  sur  les  mouyements  qui  s'executent  dans  cette  mince  couche. 
Pour  demontrer  ce  demier  point,  soient  q>^  et  tp^  les  attractions  qu'une 
mol^cule  Äj  situ^e  ä  la  surface  F,  eprouye  respectiyement  de  la  part 
des  autres  molecules  A  et  de  la  part  des  molecules  B,  et  cela,  en  ce 
qui  conceme  tp^^  dans  le  cas  oü  la  concentration  a  partout  la  valeur  1; 
designons,  en  outre,  par  q^  et  q^  les  distances  les  plus  grandes  aux- 
quelles  les  deux  sortes  d'attractions  se  fönt  sentir.  Or,  si  Ton  yeut  faire 
passer  une  mol^cule  A  de  Tinterieur  de  la  Solution  a  Text^rieur,  il 
faudra,  pour  yaincre  les  forces  ayec  lesquelles  eile  est  retenue  par  le 
liquide  lui-meme  et  par  le  corps  dissous,  des  trayaux  de  Tordre  de 
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grandeor  q^  q)^  et  q^  q)^.  H  est  natnrel  de  supposer  qua  ces  trayaux  sont 
comparables  entre  enx.    II  en  r^sulte  qne  q>2  doit  §tre  de  l'ordre  --  9^. 

Par  cons^quent,  si  C  est  la  concentration  moyenne  de  la  substance 
dissoute,  dans  le  cylindre  ab  cd,  la  force  exercee  par  les  mol^nles  B 

sor  une  mol^cnle  liquide^  placee  ä  la  snrface  V,  sera  de  Tordre  —(PiC. 

Vis-a-vis  de  y^,  nous  ponvons  negliger  cette  force,  non  parce  que  nous 
regardons  C  comme  infiniment  petite,  —  car  dans  tonte  cette  etude  ü 
s'agit  de  grandeurs  de  Tordre  (7,  —  mais  parce  que,  d'apres  notre  snp- 
position^  la  distance  q^  est  incomparablement  plus  petite  que  q^. 

§  13.  U  ressort  de  la  que  le  corps  dissous  n'a  pas  d'influence 
6ur  ce  qui  a  lieu  ä  la  surface  V  du  liquide.  II  faut  donc  que  dans 
l'etat  d'^qnilibre  la  tension  de  vapeur,  dans  le  voisinage  immediat  de 
la  surface,  ait  la  yaleur  ^q  qui  est  propre  au  dissolvant  pur.  Gepen- 
dant,  les  mesures  de  la  tension  de  vapeur  de  la  dissolution  ne  nous 
donnent  pas  cette  pression  a  la  surface;  ce  qu'on  mesure,  c'est  la 
pression  tc  qui  existe  un  peu  plus  baut,  et  cette  pression  doit  §tre 
moindre  que  Xq,  L'attraction  du  corps  dissous  s'^tend,  en  effet,  jusqu'ä 
une  certaine  distance  dans  la  vapeur  nieme,  et  par  suite,  tout  pres  de 
la  surface,  la  pression  de  la  vapeur  croitra  ä  mesure  qu'on  s'en  rap- 
procbe,  de  mSme  que,  sous  Tinfluence  de  la  pesanteur,  la  pression  at- 
mospb^rique  est  une  fonction  de  la  bauteur. 

Soit  F"  (voir  la  figure)  un  plan  horizontal,  situ^  d'autant  au-dessus 
de  la  surface  V  que  le  plan  V  est  situe  au-dessous,  et  soit  ahef  une 
partie,  opposee  au  cylindre  ah  cd,  de  la  coucbe  de  vapeur  comprise 
entre  V  et  F".  Comme  ac  ne  peut  etre  plus  petit  que  le  rayon  d'ac- 
tivite  pour  l'attraction  reciproque  des  molecules  Ä  et  B,  les  molecules  B 
ne  peuvent  point  agir  sur  la  vapeur  qui  se  trouve  au-dessus  de  F'^ 
Dans  le  plan  F"  on  trouvera  donc  la  pression  st  qu'on  observe.  Si 
alors  z  est  la  force  avec  laquelle  la  vapeur  occupant  le  cylindre  abef 
est  attir^e  par  le  corps  dissous,  la  condition  d'equilibre  de  cette  masse 
de  vapeur  devient 

7tQ—7t^Z (5) 

§  14.  Entre  Tattraction  z  et  la  force  Z  qui  entre  dans  Tequa- 
tion  (4),  il  y  a  une  relation  bien  simple,  a  laquelle  on  arrive  par  les 
consid^rations  suivantes. 

a)  Si  Tespace  superieur  au  plan  F  etait  rempli  du  dissolvant  pur, 
Sans  que  rien  fQt  cbang^  a  la  distribution  des  matieres  au-dessous  de 
ce  plan,  une  mol^cule  B,  dans  le  cylindre  ab  cd,  n'eprouverait  de  la 
part  de  la  masse  enti^re  du  dissolvant  qu'une  attraction  r^sultante  in- 
finiment petite.    La  molecule,  en  effet,  serait  entouree  de  tous  cot^s 
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par  le  liquide,  et  bien  que  la  densite  de  celui-ci,  ä  l'ini^riear  de  Ul. 
Sphäre  d'actiyit^,  ne  soit  pas  tout  a  fait  constante,  —  tu  qu'elle  derienb 
d'autant  plus  grande  que  le  nombre  des  molecules  du  corps  etrangei 
est  moindre,  —  les  differences  sont  du  meme  ordre  de  grandeur  qu< 
la  concentration. 

b)  La  quantite  de  la  mati^re  dissoute,   dans  le  cylindre  abcd^ 
etant  en  outre   infiniment  petite,  la  force   r^sultante  qui  agirait 
toute   cette  quantite  est  une   grandeur  du  second  ordre  et  peat 
consequent  §tre  n^gligee.     U  en  resulte  que  le  liquide  ajout^  au-dessu 
de  V  exerce  sur  les  molecules  B,  contenues  dans  Tespace  abcd, 
attraction  egale  ä  Celle  du   liquide  situe  au-dessous   de  V,   c'est-a-dic^^^ 
une  attraction  Z, 

c)  L'attraction  mutuelle  entre  une  quantite  de  liquide  occupa^cnt 
Tespace  abef  d'une  part,  et  toutes  les  molecules  du  corps  B  sitnc  ^hjg 
au-dessous  de  V  d'autre  part,  a  la  mdme  valeur  Z. 

d)  Si  Ton  se  repr^sente  d'abord,  dans  Fespace  ahef^  la  masse    Ü> 

quide  dont  il  vient  d'etre  question,  et  qu'ensuite  on  change  sa  densi^fc^ 

dans  le  rapport  n:l,  Fattraction  quele  contenu  de  cet  espace  eproim.^v^ 

de  la  part  des  molecules  B  diminue  dans  le  m^me  rapport.     En  px>e- 

nant  donc  pour  n  le  rapport  entre  les  volumes  specifiques  du  dissolvs^aat 

et  de  la  vapeur,  on  a 

Z 

n  ' 

c'est-ä-dire,  en  ayant  egard  aux  equations  (4)  et  (5), 

K 

^To  —  sr  =  —  • 

Or,  cette  equation  contient  le  theoreme  que  nous  avons  enonce     c^a 
debut  de  cette  section.     II  faut  remarquer  encore  que,  dans  notre 
sonnement,  la  vapeur  renfermee  dans  le  cylindre  ahef  sl  6t6  su 
homogene,   ce  qui  n'est  pas   rigoureusement  vrai.     Toutefois,   il   ix' 
resulte  pas  d'erreur,  car,  lorsque  la  concentration  est  infiniment 
la  Variation  de  la  densite  dans  le  cylindre  Fest  ^galement^  et  eile 
duirait  donc,  si  Ton  en  tenait  compte  dans  le   calcul  de  Fattracü^^ 
exercee  par   une   masse   infiniment  petite,   ä  des    quantit^s  da  secon^d 
ordre.     Du  reste,   si  dans  notre  theoreme   il  est  question  du  volttöi^ 
sp^cifique  de  la  vapeur  satur^e,  on  peut  entendre  par  la,  ä  volonte    ^ 
vapeur  qui  est  en  contact  avec  le  dissolvant  pur,  ou  Celle  qui  est 
^quilibre  avec  la  Solution. 


§  15.  Uexplication  precedente  peut  dtre  resum^e  de  la  üa^on 
yante.  Bien  que  la  cause  immediate  de  Fabaissement  de  la  tensioiB*  ^^ 
vapeur  doive  ötre  cherchee  dans  Fattraction  entre  les  moleculeB  Ä  eft  -^ 
le  degre  auquel  cette  attraction  s'exerce  est  r^gle  par  le  monvei«*^^** 
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molecnlaire  de  la  matiere  dissoute.  En  effet,  ce  mouvement,  ou,  ä 
mieux  dire,  la  pression  cin^tique  qui  en  depend,  determine  la  quantit^ 
de  la  matiere  dissoute  qui  reste  dans  la  couche  superficielle^  et  qui 
peut  par  consequent  agir  sur  les  molecules  de  la  vapeur.  Tandis  que 
Tattraction  tend  a  retirer  de  la  couche  le  corps  etranger^  le  mouvement 
moleculaire  Vj  fait  penetrer.  S'il  etait  possible,  sans  rien  changer  ä 
rattraction^  d'accelerer  le  mouvement  moleculaire^  le  nombre  des  mole- 
cules B  croitrait  dans  la  couche  superficielle;  une  plus  forte  attraction 
sur  la  yapeur  et  un  abaissement  plus  prononce  de  la  tension  de  vapeur 
-en  seraient  les  consequences.  De  fait,  un  cas  de  ce  genre  nous  est 
offert  par  les  sels  dont  les  molecules  sont  dissociees;  le  dedoublement 
des  molecules  augmente^  en  effet,  la  pression  cinetique^  tandis  qu'on 
peut  admettre  qtfe  les  nouvelles  molecules  sont^  dans  leur  ensemble^ 
attirees  par  le  dissolvant  avec  la  mgme  force  que  les  molecules  qui 
ont  ^te  decomposees. 

III.  Point  de  oongälation  des  dissolutions  diluöes. 

§  16.  Quand  on  cherche  ä  expliquer  Tinfluence  d^une  substance 
dissoute  sur  le  point  de  congelation,  on  rencontre  des  difficultes  se- 
rieuses.  IL  semble  difficile  d^indiquer  la  cause  pour  laquelle  le  corps 
dissous  ^chappe  souvent  ä  la  solidification,  et  c'est  precisement  dans 
un  tel  cas  que  le  point  de  congelation  obeit  ä  une  loi  tr^s  simple. 
Une  explication,  semblable  ä  celle  qu'on  trouve  dans  la  section  prece- 
dentC;  est  cependant  possible  pour  les  dissolutions  c^ueuses.  Je  me 
permets  de  Tindiquer  ici  brievement^  sans  vouloir  pretendre  qu'elle  soit 
conforme  ä  la  realite. 

Figurons-nous  qu'au-dessus  du  plan  V  de  la  figure  4  (p.  182)  il  y  ait 
de  la  glace,  au-dessous  de  ce  meme  plan  une  Solution  aqueuse  d'un 
corps  JB,  et,  reprenant  Thypothtee  du  §  8,  regardons  de  nouveau  comme 
parfaitement  tranchee  la  limite  entre  les  deux  phases.  Une  molecule  B, 
dans  la  couche  superficielle  {V,V')  est  alors  attiree  non  seulement  par 
le  liquide,  mais  aussi,  en  direction  opposee,  par  la  glace.  Si  la  pre- 
miere  attraction  a  la  valeur  (p,  une  masse  d'eau,  occupant  Tespace  au- 
dessus  de  V,  exercerait  egalement  une  force  <p]  en  admettant  ensuite 
que  les  attractions  exercees  par  Teau  et  par  la  glace  sont  proportion- 
nelles  aux  densites,  on  aura,  pour  Taction  entre  la  masse  de  glace  et 

la  molecule  consideree,  y(p,  oü  t;  est  le  volume  specifique  de  l'eau  et  V 

celui  de  la  glace.  L'attraction  exercee  par  Teau  est  donc  la  plus  forte, 
et  les  molecules  B  dans  la  couche  superficielle  se  trouvent  soumises  ä 
une  force  resultante  dirigee  vers  la  Solution.  La  concentration  diminue 
•de  nouveau  ä  mesure  qu'on  se  rapproche  du  plan  F,  et  si  Ton  admet 
^ue  la  di£Perence  des  deux  attractions  suffit  pour  abaisser  la  concen- 
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tration^  en  ce  plan  mSme,  ä  ime  valeur  msensible^  le  fait^  que  la  Solu- 
tion nons  donne  de  la  glace  pore^  se  trouve  expliqne. 

En  designant  maintenant  par  Z  la  force  resnltante  avec  laqnelle 

la  glace  attire  les  molecnles  B  restant  dans  le  cylindre  dhcdy  on  aura 

V 
Z  pour  l'attraction  exercee  par  Tean,  et  Feqaation  (4)  deyra  §tre  rem- 

placke  p.r  (^-l)z  =  ir. (6> 

§  17.  Entre  la  glace  et  la  Solution  il  existe  denx  sortes  de  forces. 
En  Premier  lieu^  toutes  les  actions  qu'exercent  entre  elles  la  glace  et 
la  couche  liquide  superficielle,  formee  d'eau  pure,  se  composent  en  mie 
pression  que^  par  miit^  de  surface^  nous  representerons  par  Pq.  En 
second  lieu,  il  y  a  attraction  entre  la  glace  et  les  molecnles  J3.  Noua 
reunirons  les  deux  forces  en  une  seule 

et  remarquerons  qne  ce  qu'on  appelle  simplement  la  pression  de  la  So- 
lution est  pr^cis^ment  cette  force  p,  puisque,  par  pression  d'un  liquide^, 
nous  entendons  la  force  totale  qu'il  exerce  sur  Tunite  de  surface  d'on 
autre  corps,  par  exemple,  de  notre  morceau  de  glace. 

Si  maintenant  la  pression  p  est  donnee  et  qu'on  demande  le  point 
de  congdation  de  la  Solution  sous  cette  pression^  c'est-ä-dire  la  tempe- 
rature  T'  ä  laquelle  eile  peut  etre  en  equilibre  avec  la  glace,  il  suffit 
de  considerer  que  la  glace,  ä  proprement  parier ,  est  en  contact  avec 
de  Teau  pure  sous  la  pression  p  +  Z.  Le  point  de  cong^lation  cherch^ 
est  donc  le  point  de  congelation  de  Teau  sous  la  pression  p  -\-Z,  et  il 
est  par  consequent  plus  bas  que  le  point  de  congelation  T  de  Teau 
sous  la  pression  p, 

J'applique  maintenant  ä  Teau  la  relation  connue 

dp  r 


dT  T{y—vy 


—  oü  il  faut  entendre  par  T  la  temperature  absolue  et  par  r  la  cha- 
leur  de  fusion,  exprimee  en  unites  de  travail,  —  et  j'en  deduis 


Z  r 


« 


r— I        r(K-r) 

En  substituant  dans  cette  equation  la  xaleur  de  Z  tiree  de  (6)^ 
on  obtient 

et  cest  Ik  effectirement  la  formule  qui  represente  les  resultats   de» 
obserrations. 
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lY.  Difförence  de  pression  des  denx  cötis  d'one  paroi  semi-permäable. 

§  18.  La  thermodynamique  nous  apprend  que  la  dififi^rence  de 
pression  qni  existe  lorsqu'ime  dissolntion  est  separ^e  du  dissolvant  pur 
par  une  paroi  semi-permeable  est  independante  des  proprietes  parti- 
culieres  de  la  paroi.  A  quels  mouvements  et  ä  quelles  forces  cette 
difference  est  dne,  et  de  quelle  fa9on^  de  Tun  des  deux  cötes,  le  li- 
quide et  le  Corps  dissous  participent  a  Taction  totale,  c'est  ce  qu'ou 
ne  saurait  dire  en  g^nend,  rimpermeabilite  de  la  paroi  aux  molecules 
d'one  esp^  determin^e  pouvant  avoir  des  causes  tr^s  diffiSrentes.  Les 
phenom^es  devraient  §tre  analyses  dans  chaque  cas  special,  et  pour 
cela  ils  sont  ordinairement  trop  compliqu^s.  D'apres  les  lois  thermo- 
dynamiques  on  peut  toutefois  affirmer  qu'une  hjpoth^se,  capable  d'ex- 
pliquer  la  semi-permeabilite,  rendra  compte  ^galement  de  la  difference 
de  pression. 

Pour  justifier  cette  assertion  je  traiterai  deux  exemples,  dont  le 
premier  est  purement  fictif,  tandis  que  le  second  se  rattache  aux  con- 
siderations  des  sections  pr^cedentes. 

§  19.  Supposons  d'abord  que  la  paroi  soit  un  plan  math^matique, 
crible  de  trous,  de  teile  fa^on  qu'il  laisse  passer  toutes  les  molecules 
du  liquide  qui  se  presentent,  mais  repousse  toutes  les  molecules  J5;  ad- 
mettons,  en  outre,  que  la  paroi  n'agisse  sur  ces  demi^res  qu'au  moment 
du  cboc  et  non  pas  ä  quelque  distance.  Les  molecules  du  liquide 
n'arrivant  jamais  en  contact  avec  la  paroi,  elles  n'exerceront  alors  au- 
cune  pression  sur  celle-ci;  par  contre,  des  cbocs  des  molecules  B  il 
resultera  de  Tun  des  cöt^s  une  pression,  qui  est  eyidemment  egale  ä 
la  pression  cin^tique  de  la  substance  dissoute.  La  pression  cinetique 
a  considerer  est  d'ailleurs  celle  qui  correspond  ä  la  concentration  a 
rinterieur  de  la  dissolution.  En  effet,  la  paroi  n'ayant  pas  d'epaisseur 
appreciable,  les  molecules  B  sont  constamment  entourees  de  tous 
cot^  par  le  liquide.  Elles  ne  sont  donc  soumises  ä  aucune  force  r^sul- 
tante  et  restent  libres  dans  leurs  mouvements  jusque  tout  pr^s  de  la 
paroi.  Par  consequent,  la  concentration  presente  la  m§me  valeur  ä  la 
paroi  meme  qu'au  sein  de  la  dissolution. 

§  20.  Figurons-nous,  en  second  lieu,  que  la  paroi  soit  un  disque 
solide^  limite,  du  c6t6  oü  se  trouve  la  dissolution,  par  le  plan  V  de 
notre  figure4  (p.  182),  de  Tautre  cote  par  le  plan  F"  ou  par  un  plan  qui 
se  trouye  au  dessus  de  F".  Imagiuons  que  dans  la  paroi  il  y  ait  des 
canaux  tres  jGjis,  dont  Tensemble  ne  forme  qu'une  fraction  negligeable 
du  Yolume  totaL  La  substance  de  la  paroi  sera  supposee  ne  pas  attirer 
le  Corps  dissous  et  n'agir  sur  les  particules  du  liquide  qu'ä  des  distances 
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tr^s  petites  par  rapport  k  ac.  En  vertu  de  cette  hypoth^se  et  de  celle 
faite  au  §  8^  le  liquide  aur%  jusqu'au  voisinage  imm^diat  de  la  paroi^  sa 
densite  ordinaire.  Le  corps  dissous^  au  contraire^  ne  se  trouvera  pas^ 
dans  la  couche  (VyV),  au  mSme  degre  de  concentration  qu'ä  rintäriear^ 
üne  mol^ule  de  ce  corps  n'etant  attiree  que  par  le  liquide  qui  se  trouve 
au-dessous  de  F;  —  le  liquide  situe  de  l'autre  cöte  de  la  paroi  eet  trop 
äloigne^  et  on  peut  faire  abstraction  de  celui  qui  occupe  les  pores,  — 
les  molecules  seront  distribuees  dans  la  couche  {V,V')  precisement 
comme  elles  Tetaient  dans  le  cas  considere  dans  la  section  11.  J'admets 
de  nouyeau  que  pres  du  plan  V  la  concentration  soit  sensiblement  nulle,. 
et  j'explique  donc  Timperm^abilit^  de  la  paroi  aux  molecules  B  par  la 
circonstance  que  celles-ci^  retenues  par  le  liquide,  ne  peuvent  jamais 
atteindre  la  paroL  Dans  Tetat  d'equilibre,  Tequation  (4)  sera  de  nou- 
yeau applicable,  la  quantit^  Z  etant  ^gale  ä  Tattraction  qui  existendt 
entre  le  corps  dissous  et  une  masse  de  liquide  remplissant  le  cy- 
lindre  ahef  (§  14,  c). 

§  21.  Les  molecules  B  situees  dans  la  couche  (F,  F')  attirent 
le  liquide  qui  occupe  les  pores  et  le  feront  passer  du  cöte  oü  se 
trouve  la  dissolution,  jusqu'ä  ce  que  la  pression  ä  la  fäce  inf^rieure 
de  la  paroi  surpasse  d'une  quantite  d^termin^e  la  pression  existant  de 
Tautre  cote. 

Lorsque  les  canaux  de  la  paroi  sont  suffisamment  larges,  on  peut 
appliquer  les  lois  ordinaires  le  Thydrostatique  au  liquide  qu'ils  con- 
tiennent;  il  est  alors  facile  de  calculer  la  diffigrence  de  pression  pro- 
duite  par  des  forces  normales  ä  la  paroi.  Qu'on  se  figure,  en  effet,  la 
paroi  percee  dW  trou  ayant  la  forme  d*un  cylindre  droit,  dont  la  base 
est  situee  dans  le  plan  F  et  est  ^gale  a  Tunite  de  surface.  La  force 
qui  agirait  sur  une  masse  de  liquide  remplissant  ce  trou  nous  donne 
la  difference  cherch^e.  J'appliquerai  cette  meme  proposition  au  cas 
actuel,  bien  que  les  canaux  soient  peut-^tre  si  ^troits  qu'ils  ne  puissent 
contenir  qu'un  petit  nombre  de  molecules.^)  La  pression  osmotique  se 
trouve  ainsi  etre  egale  ä  Tattraction  existant  entre  les  molecules  B  et 


1)  Pour  justifier  cette  application,  on  peut  se  servir  de  la  proposition,  se 
rattacbant  ä  la  seconde  loi  de  la  thermodjnamique,  qu'un  Systeme  moläcolaire, 
80U8  Taction  de  forces  ext^rieores  pour  lesquelles  11  existe  un  potentiel,  prend  un 
ätat  d'dquilibre  oü  chaque  ^l^ment  de  volume,  consid^r^  en  entier,  est  en  repos. 
Supposons,  en  effet,  qu'un  liquide  (le  dissolvant  pur),  sur  lequel  agissent  des  forces 
ext^rieures  telles  que  celles  dont  ü  tk  4t6  question  au  §  1,  soit  traversä  par  un 
diaphragme  horizontal,  perc^  dans  sa  partie  droite  d*un  large  canal  et  dans  sa 
partie  gauche  de  pores  aussi  fins  qu^on  le  voudra.  L^äquilibre  n^est  possible  que 
si  la  difference  de  pression  entre  les  deux  cdt^s  du  diaphragme  a  la  m§me  valeur 
k  droite  et  k  gauche. 
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U  masse  liquide  dont  il  vient  d'^tre  parle.  Si  la  paroi  a  precisement 
VepaiBsenr  ae,  on  peut  prendre  pour  le  trou  en  question  le  cylindre 
dft«^  et  si  la  paroi  est  encore  plus  epaisse,  cela  ne  change  rien  aux 
ehoMfl,  puisque  ae  est  la  distance  maximum  ä  laqueUe  Tattraction 
letend.  Dans  les  deux  cas  on  trouve,  par  ce  qui  a  ete  dit  ä  la  fin  du 
demier  paragraphe,  la  valeur  K  pour  la  pression  osmotique.  Gelle-ci  se 
trouTe  dooc  determinee  par  le  mouvement  moleculaire,  bien  que  nous 
•n  ayoDS  cherche  la  cause  immediate  dans  les  forces  attractiyes. 


X. 
Bemerkungen  zum  Yirialtheorem. 

(Boltzmann-Festschrift,  1904,  p.  721.) 

I.  Der  Virialsatz  in  der  Oastheorie. 

§  1.    Bekanntlicli  wird  in  der  kinetischen  Moleknlartheorie  fftr  trM      Je 
Ableitung  der  Znstandsgleichnng  oft  die  Ton  Glansius  herrühren. 
Beziehung  zwischen  dem  sogenannten  Virial  der  Erafte  und  der 
tischen  Energie  des  Molekülsystems  benutzt.^)    Zu  den  Schlüssen, 
sich  daraus  ergeben^  kann  man  indes  auch   auf  einem  anderen, 
zwar  auf  einem  sehr  naheliegenden  Wege  gelangen.    Da  ich  diese 
thode  in  der  Literatur  nicht  erwähnt  finde,  so  erlaube  ich  mir, 
hier  kurz  zu  entwickeln,  obgleich  Prof.  Boltzmann  gewiß  nichts  Ne^ 
darin  finden  wird. 

Bezeichnet  man   für   ein   System   materieller  Punkte   die  Mi 
mit  m,  die  rechtwinkligen  Koordinaten  mit  x,  y,  jer,  die  Eraftkontj^-o- 
nenten  mit  X,  Y,  Z  und  die  kinetische  Energie  mit  X,  so  lautet   cS^r 
Virialsatz: 

oder,  wenn  r  die  Entfemuug  eines  Punktes  vom  Koordinatenurspriixig 
bedeutet, 

Diese  Gleichungen,  in  welchen  die  Summen  sich  über  sämtliche  Pmiktie 
des  Systems  erstrecken,  vereinfachen  sich,  wenn  man  es  mit  einer  Btsr 
tionären  Bewegung  zu  tun  hat.  Es  verschwindet  dann  das  erste  Gli^ 
rechts  und  es  wird 

-i^(xX  +  yY+zZ)^% (2^ 

Den  Wert  des  links  stehenden  Ausdrucks,  des  ViriaU,  erhalt  man    •^ 


1)  Van  der  Wa als,  Die  Kontinuität  des  gasförmigen  und  flüssigen  Zast»*^^^ 
Kapitel  11;  Boltzmann,  Vorlesungen  über  Gastheorie,  Abschnitt  V. 
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leichtesten^  wenn  man  denselben  auffaßt  als  die  mit  —  --  multiplizierte 
Arbeit  der  B[räfte  bei  den  Verrückungen 

{s  unendlich  kleine  Konstante)^  d.  h.  bei  einer  in  allen  Richtungen 
gleichen  Dilatation.  Ist  z.  B.  die  Oberfläche  eines  Körpers  vom  Vo- 
lumen V  einem  normalen  Druck  ausgesetzt,  der  pro  Flächeneinheit  die 
an  allen  Stellen  gleiche  Größe  p  hat,  dann  hat  man  die  Arbeit  dieses 

Druckes   bei  einer  Volumenzunahme   S^v  mit  ——zu  multiplizieren. 

Das  Resultat  ist  ^pv  und  es  ergibt  sich  daher.'^enn  man  yon  den 
inneren  Kräften  absieht  und  für  die  kinetische  Energie  pro  Volumen- 
einheit T  schreibt,  die  bekannte  Formel 

P  =  ^T. (3) 

Im  allgemeinen  sind  auch  die  Wechselwirkungen  zwischen  den  Teilchen 
zu  berücksichtigen.  Wenn  z.  B.  zwischen  zwei  um  r  Yoneinander  ent- 
fernten materiellen  Punkten  längs  der  Verbindungslinie  die  gleichen 
und  entgegengesetzten  Kräfte  22  wirken,  wobei  eine  Abstoßung  positiy 
heißen  möge,  dann  ist  das  Virial  der  inneren  Kräfte 


-  l^rB. 


Jedes  Paar  von  materiellen  Punkten  liefert  ein  Glied  zu  dieser  Summe. 
Es  möge  noch  daran  erinnert  werden,  daß  Gleichung  (2)  nicht 
bloß  für  ein  System  materieller  Punkte,  sondern  auch  für  ein  System 
beliebig  gebauter  Teilchen  gilt.  Nur  hat  man  in  diesem  Falle  unter 
Xy  y,  z  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Teilchens  zu  yerstehen, 
unter  X,  F,  Z  die  Komponenten  der  gesamten  auf  ein  Teilchen  wir- 
kenden Kraft,  und  unter  %  die  kinetische  Energie,  welche  die  Teilchen 
wegen  der  Bewegung  ihrer  Schwerpunkte  besitzen.  Ist  ein  Körper  aus 
mehratomigen  Molekülen  zusammengesetzt,  so  kann  man  den  Satz  in 
zweierlei  Weise  anwenden,  indem  man  entweder  die  Moleküle  oder  die 
einzelnen  Atome  ins  Auge  faßt. 

§  2.  Man  kommt  jiun  zu  denselben  Resultaten,  wenn  man  seine 
Aufinerksamkeit  auf  die  gesamte  Bewegungsgröße  der  in  einem  be- 
stimmten festen  Raum  liegenden  Teilchen  richtet.  Diesen  Ausdruck 
^,gesamte  Bewegungsgröße''  wollen  wir  so  yerstehen,  daß  fQr  jedes 
Teilchen,  dessen  Schwerpunkt  in  dem  Räume  liegt,  das  yolle  Bewegungs- 
moment in  Rechnung  gebracht  wird,  auch  dann,  wenn  das  Teilchen  yon 
der  Grenzfläche  des  Raumes  durchschnitten  wird.  Demgemäß  wollen 
wir  auch  sagen,  daß  die  ganze  Bewegungsgröße  eines  Teilchens  durch 
diese  Fläche  hindurchgetragen  wird,  sobald  der  Schwerpunkt  durch  die- 
selbe hindurchgeht. 

Lorant Sf  WitMntolafÜiche  Abhaadlongen.  18 
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Offenbar  kann  sich  die  in  dem  betrachteten  Räume  enthaltene  Be- 
wegungsgroße  aus   zwei   Ursachen    ändern.     Erstens   können   auf   die 

_  ___^  • 

Teilchen^  deren  Schwerpunkte  in  dem  Räume  liegen^  Krafbe  wirken, 
die  entweder  von  den  übrigen  Teilchen  des  Systems  oder  von  fremden 
Körpern  ausgehen.  Zweitens  werden  infolge  der  Molekularbewegnng 
eine  gewisse  Anzahl  von  Teilchen  den  Raum  verlassen  oder  in  den- 
selben hineintreten^  wobei  jedes  sein  Bewegungsmoment  mit  sich  f&hit. 
Ist  der  Zustand  stationär,  wie  das  angenommen  werden  soll,  so  müssen 
sich  die  beiden  Anderungsursachen  kompensieren. 

Wir  wollen  uns  auf  Fälle  beschränken,  wo  die  Molekularbewegung 
nach  allen  Seiten  hin  in  derselben  Weise  stattfindet.  Dann  gilt  ganz 
allgemein  folgender  bekannter  Satz.^)  Die  Differenz  der  nach  der  Rich- 
tung der  Normale  n  genommenen  Bewegungsgrößen,  welche  pro  Flächen- 
einheit imd  pro  Zeiteinheit  durch  eine  beliebige  Ebene  in  dem  Körper 
nach  der  positiven  und  nach  der  negativen  Seite  hindurchgetragen  wer- 
den, beträgt  ^T.  Mit  der  positiven  Seite  ist  hier  die  gemeint,  nach 
welcher  die  Normale  zeigt,  und  T  bedeutet  die  kinetische  Energie, 
welche  in  der  Volumeneinheit  wegen  der  Bewegung  der  Schwerpunkte 
vorhanden  ist. 

Wir  betrachten  einen  Körper,  auf  dessen  Inneres  äußere  Kräfte, 
wie  die  Schwerkraft,  nicht  wirken.  Auf  der  oberen  Seite  möge  der- 
selbe mit  einem  horizontalen  Kolben  in  Berührung  sein.  In  diesem 
Körper  denken  wir  uns  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped,  von  dem  eine 
Seitenfläche  an  dem  Kolben  liegt.  Diese  Fläche  habe  die  Größe  Eins 
und  die  gegenüberstehende  in  dem  Körper  liegende  Seitenfläche  möge 
mit  S  bezeichnet  werden. 

Es  soll  nun  für  diesen  Teil  des  Körpers  die  Gleichgewichtsbedingung, 
und  zwar  was  die  Bewegungsgröße  in  vertikaler  Richtung  betrifft,  ge- 
sucht werden.  Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  daß  man  zu  diesem 
Zwecke  nur  auf  den  vom  Kolben  ausgeübten  Druck  p,  auf  die  Kräfte, 
welche  an  der  Grundfläche  zwischen  den  außerhalb  und  innerhalb  des 
Parallelepipeds  liegenden  Teilchen  wirken,  und  auf  die  durch  die  Grund- 
fläche hindurchgehende  Bewegungsgröße  zu  achten  hat. 

§  3.  Sieht  man  zunächst  ^^nzlich  von  den  Kräften  zwischen  den 
Teilchen  ab,  so  wird  das  Problem  sehr  einfach.  Der  vom  Kolben  aus- 
geübte Druck  erteilt  dem  Inhalte  unseres  Parallelepipeds  pro  Zeiteinheit 
die  vertikal  nach  unten  gerichtete  Bewegungsgröße  p,  und  der  Zustand 
kann  nur  dann  stationär  sein,  wenn  eine  gleiche  BewegungsgröBe  den 
Raum  an  der  Unterseite  verläßt.     Dies  filhrt  sofort  auf  Gleichung  (3). 

Um   nun  weiter  auch   die  Wirkungen  zwischen  den  Teilchen  zu 

^)  Siehe  diese  Sammlung,  p.  178,  Anmerkung  1\ 
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Verücksiclitigen,  haben  wir  zu  beachten,  daß  diese  eine  vertikale  Kraft 
zur  Folge  haben,  die  an  der  Grundfläche  Ton  den  äußeren  auf  die 
inneren  Teilchen  ausgeübt  wird.  Diese  Kraft  sei  Ä,  positiv  gerechnet, 
wenn  sie  abwärts  gerichtet  ist.     Die  Formel  (3)  ist  jetzt  durch 

p  +  Ä=^iT (4) 

zn  ersetzen.  Wären  z.  B.  nur  die  von  van  der  Waals  angenommenen 
anziehenden  Kräfte  Yorhauden,  so  wäre  Ä  einfach  die  resultierende  An- 
ziehung zwischen  den  auf  beiden  Seiten  einer  beliebigen  Ebene  liegenden 
Teilen  des  Körpers.     Man  sieht  leicht,  daß  dieselbe  dem  Quadrat  der 

Dichte  proportional   gesetzt   werden  darf,   so  daß  Ä  in   das  Glied  -^ 

der  van  der  Waals'schen  Gleichung  übergeht.  Nebenbei  möge  bemerkt 
werden,  daß  bei  dieser  Betrachtung  niu:  Ton  der  Anziehung  im  Innern 
des  Körpers  die  Rede  ist;  man  erkennt  demzufolge  unmittelbar,  daß 
das  Resultat  unabhängig  ist  von  dem  komplizierten  Zustande,  der  yiel- 
leicht  in  der  Grenzschicht  des  Körpers  besteht. 

Auch  daun,  wenn  nebst  den  anziehenden  auch  abstoßende  KJnlfke 
wirksam  sind,  gilt  die  Gleichung  (4),  vorausgesetzt,  daß  man  unter  Ä 
die  Resultierende  aller  Kräfte  versteht.  Ist  z.  6.  ein  fester  Körper  vom 
luftleeren  Raum  umgeben,  so  muß  diese  Resultierende  genau  den  Wert 
I T  haben. 

Wir  wollen  jetzt  ein  System  elastischer  Kugeln  betrachten,  die 
nur  bei  den  Zusammenstößen  aufeinander  wirken.  Denken  wir  uns, 
daß  jeder  Stoß  eine  gewisse  Zeit  (die  wir  nachher  sich  dem  Grenzwerte 
Null  nähern  lassen  können)  in  Anspruch  nimmt,  dann  ist  es  klar,  daß 
in  einem  beliebig  gewählten  Augenblick  eine  gewisse  Anzahl  von  Molekül- 
paaren gerade  in  dem  Akt  des  Zusammenstoßens  begriffen  sind.  Unter 
diesen  Paaren  gibt  es  einige  von  solcher  Lage,  daß  der  Schwerpunkt 
des  einen  Teilchens  oberhalb  und  der  Schwerpunkt  des  anderen  unter- 
halb der  Grundfläche  des  Parallelepipeds  liegt.  Die  auf  die  zuerst  ge- 
nannten Teilchen  wirkenden  Kräfte  setzen  sich  zu  einer  aufwärts  gerich- 
teten Resultierenden  B  zusammen,  und  die  Gleichung  für  den  stationären 
Zustand  nimmt  die  Gestalt 

an.  Man  gelangt  dann  weiter  zu  dem  Gliede,  das  in  der  van  der 
Waals'schen  Gleichung  den  Einfluß  des  Molekularvolumens  ausdrückt, 
wenn  man  B  mittels  geeigneter  Kunstgriffe  berechnet.  Darauf  braucht 
hier  nicht  eingegangen  zu  werden,  da  diese  Kunstgriffe  dieselben  sind, 
die  in  Anwendung  kommen  müssen,  wenn  man  das  Problem  mit  Hilfe 
des  Yirialsatzes  behandeln  will.^) 


1)  Siehe  diese  Sammlung,  Abh.  Y. 
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§  4.  Um  uns  hiervon  zu  überzeugen  und  die  Äquivalenz  der  beiden 
Methoden  darzutun,  gehen  wir  auf  die  Annahme  zurück,  daß  in  einem 
System  materieller  Punkte  die  §  1  mit  R  bezeichneten  Kräfte  wirksam 
sind.  Von  allen  Punktpaaren  betrachten  wir  nun  zunächst  diejenigen, 
für  welche  die  Verbindungslinie  r,  und  also  auch  die  Kraft  R  eine  be- 
stimmte Richtung  und  Größe  hat;  wir  nennen  N  die  Anzahl  der  in 
der  Volumeneinheit  liegenden  Anfangspunkte  dieser  gleichgerichteten 
und  gleichen  Strecken  r,  und  d"  den  spitzen  Winkel,  welchen  letztere 
mit  der  Vertikalen  bilden.  Die  Ghomdääche  des  Parallelepipeds  wird 
dann  von  Nr  cos  d"  dieser  Verbindungslinien  geschnitten  und  die  aus- 
gewählten Punktpaare  liefern  zu  der  Krafb  B  den  Anteil 

NrRcos^». 

Man  erhält  hieraus  die  volle  Abstoßung  B  mittels  einer  Summation, 
deren  Resultat  sich  auf  die  Form 

bringen  läßt,  wo  das  Zeichen  U  sich  auf  sämtliche  Punktpaare  in  der 
Volumeneinheit  bezieht.     Die  schließlich  resultierende  Gleichung 

stimmt  genau  mit  derjenigen  überein,  die  aus  (2)  entsteht,  wenn  man 
für  die  Viriale  des  Druckes  und  der  Kräfte  12  die  §  1  angegebenen 
Werte  einsetzt. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  daß  man  bei  einem 
mehratomigen  Körper  die  jetzt  geschilderte  Methode,  ebenso  gut  wie 
den  Virialsatz  in  zwei  verschiedenen  Weisen  anwenden  kann  (§  1). 

IL  Bewegung  eines  Elektrons  im  Felde  eines  festen  elektrischen  Dipols. 

§  5.  Für  ein  konservatives  System,  dessen  potentielle  Energie  wir 
mit  U,  imd  dessen  konstante  Gesamtenergie  wir  mit  E  bezeichnen,  ver- 
wandelt sich  (1)  in  die  interessante  Gleichung 

^^2mr*^2^(xX+yY+zZ)-4U+4:E,    .    .    (5) 

deren  rechte  Seite  nur  von  der  Konfiguration  abhängt,  und  die  sich 
in  einigen  Fällen  integrieren  läßt.  Dies  gelingt  z.  B.,  wenn  man  es 
mit  einem  einzigen  Punkte  zu  tun  hat,  der  einer  von  0  ausgehenden, 
von  der  Entfernung  r  abhängigen  Kraft  R  unterworfen  ist.  Setzt 
man  dann 

00 

U^fRdr, 
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80  wird  die  Gleichung 

^'^-'^2^rR^2fRdrj  +  ^E,      ....    (6) 


m 


woraus  sich  leicht  die  in  der  Theorie  der  Zentralbew^ping  auftretende 
Beziehung  zwischen  r  und  t  ergibt. 

§  6.  Ein  zweites  Beispiel^  worauf  hier  etwas  naher  eingegangen 
werden  möge,  liefert  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einem  Erafbfelde, 
in  dem  die  potentielle  Energie  eine  homogene  Funktion  —  2.  Grades 
der  Koordinaten  ist.     Da  dann 

so  wird  die  rechte  Seite  von  (5)  unabhängig  von  den  Koordinaten. 
Wir  betrachten  speziell  den  Fall,  daß  die  potentielle  Energie  gleich 

—3 ,  multipliziert  mit  einem  konstanten  Koeffizienten,  ist.  Dieses  Problem 

ist  von  Interesse  fär  die  Elektronentheorie,  da  man  auf  dasselbe  geftihrt 
wird,  wenn  ein  Elektron  unter  dem  Einflüsse  eines  festen  Teilchens 
steht,  das,  in  geringer  Entfernung  voneinander,  gleiche  positive  und 
negative  Ladung  tragt. 

Es   sei  — j-    die  potentielle  Energie,  wobei  a  positiv  sein  möge, 

und  jB«==  mCy    Aus  der  Gleichung  (5),  oder 

dt*       *^i 
folgt  dann 

\r^^C,t^  +  C,t  +  C,, (7) 

mit  folgenden  Werten  der  Integrationskonstanten: 

^1=  i  V  +  «^^8 ,      ^2  =  ro  (ji)^-  ro Wocosa-o,      C^  =  i  V- 

Hier  ist  u  die  Geschwindigkeit  und  %•  der  Winkel,  den  die  Bewegungs- 
richtung mit  dem  verlängerten  Radiusvektor  einschließt,  während  der 
Index  0  die  Anfangswerte,  für  ^  =  0,  anzeigen  soll. 

Es  läßt  sich  nun  sofort  entscheiden,  ob  der  Punkt  im  Laufe  der 
Bewegung  den  Ursprung  0  erreichen  wird.  Natürlich  ist  das  nur  mög- 
lich, wenn  die  Größe 

Q2-4C1C3 Vuo^sin»'a-o~2a^« 


»•o 


positiv  ist.  Indem  wir  nun  einige  spezielle  FäUe  übergehen,  uns  auf 
positive  t  beschränken,  und,  wenn  einmal  der  Ursprung  erreicht  ist,  den 
Vorgang  nicht  weiter  verfolgen,  können  wir  folgendes  sagen: 

Ist  Xq  positiv,  so  entfernt  sich  der  Punkt  ins  Unendliche,  entweder 
direkt,  oder  (falls  'ö'o  >  \n)  nachdem  r  ein  Minimum  geworden  ist. 
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Es  sei  zweitens  Xq  <  0.  Dann  kommt  es  auf  den  Wert  der  An- 
fangsgeschwindigkeit  an.  Ist  diese  so  klein,  daß  C7j<0,  so  kommt  es, 
welchen  Wert  d'Q  auch  haben  möge^  immer  zu  einem  Zusammentreffen 
mit  0,  und  zwar  wird  r  vorher  ein  Maximum ,  wenn  ^q<^ä.  Ist 
dagegen  die  Anfangsgeschwindigkeit  so  groß,  daß  C^  >  0,  dann  kann  0 
nur  erreicht  werden,  wenn  -ö"©  >  1  ä  und 


Die  Werte  von  t,  fOr  welche  r  Null,  oder  zu  einem  Maximum  bzw. 
Minimum  wird,  lassen  sich  in  jedem  Fall  leicht  angeben. 

§  7.     Dank  der  Gleichung  (7)  kann  man  die  Integration  der  Be- 
wegungsgleichungen 

d*Ä  __     /qä*       i\        ^'y  __  q^  ^y        d*£f      Q^^^ 

jetzt  vollständig  zu  Ende  führen.    Es  ist  zunächst 

d*«  ä}y  y  d}x  d}z  z 

und  es  ergibt  sich  weiter,   wenn  man  diese  Gleichungen  mittels  der 

Formeln 

ii;  =  rcos9,      y  =  rsin^cos%,      jer » rsin^sin;!^ 

auf  Polkoordinaten  transformiert,  und  sie  zueinander  addiert,  nachdem 
man  die  erste  mit  cos%  und  die  zweite  mit  sin;|r  multipliziert  hat. 


Für  die  Projektion  der  Bewegung  auf  die  y^er -Ebene  gilt  offenbar  der 
Fiächensatz,  so  daß 

r«smVjf  =  C„ (9) 

WO  C^  eine  neue  Eonstante  ist.  Wir  substituieren  den  hieraus  folgenden 
Wert  von  -^  in  (8),  multiplizieren  diese  Gleichung  mit  r*  und  führen 
die  durch 

bestimmte  neue  Variable  ein.     Die  dann  entstehende  Gleichung 

c2'  g>  1/^9  cos  cp 

dt  ^  T-    '      4  sm'qp 

können  wir  integrieren,  wenn  wir  sie  vorher  mit  ^,  multiplizieren. 
Wir  erhalten  dann  schließlich 

*(5l)'=-^^^'^""2^  +  *^ß'    ....    (11) 


t 
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'=/t7    -=^=ö. (^'> 

e/     1/  C-  —  2a  COS Gp  — .  T.  * 
f      ^  sin' 9 

Nachdem  man  in  dieser  Weise  q>  als  Fonktion  von  ty  und  also  auch 
Ton  ty  gefunden  hat,  erhält  man  %  durch  Integration  der  Gleichung  (9). 

Da  (12)  sich  auf  ein  elliptisches  Integral  reduziert,  so  laßt  sich 
die  Diskussion  dieser  Formeln  ToUständig  durchführen. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß  C^  in  einfacher  Weise  mit  den 
früheren  Konstanten  zusammenhängt.  Aus  (11)  folgt  nämlich,  wenn 
man  (10)  und  (9)  berücksichtigt^ 

Da  nun 

r.(|f)V  ,.  ^V  fÄ' 

das  Quadrat  der  Geschwindigkeitskomponente  senkrecht  zum  Radius- 
vektor ist,  und  also  den  Wert  m*  sin*  %•  hat,  so  wird,  wenn  man  die 
Formel  auf  die  Anfangswerte  anwendet. 


§  8.^)  Wir  wollen  die  Gestalt  der  Bahn  noch  etwas  näher  be- 
trachten für  den  speziellen  Fall,  daß  O4  »  0  und  also  nach  (9)  %  kon- 
stant  ist.  Der  Punkt  bleibt  dann  fortwährend  in  ein  und  derselben 
durch  die  rr-Achse  gehenden  Ebene  und  (12)  reduziert  sich  auf 


J  yC^  —  2a cos 9 


Um  nun  einen  Überblick  über  die  verschiedenen  möglichen  Fälle 
zu  gewinnen,  denken  wir  uns  einen  schweren  Punkt  mit  der  Masse  Eins, 
der  sich  auf  einem  vertikalen  Ej*eis  vom  Radius  Eins  bewegen  muß. 
Ist  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  a  und  hat  der  Punkt  an  der 
tiefsten  Stelle  der  Bahn  die  kinetische  Energie 

80  ist,  wenn  wir  mit  9  die  auf  dem  Ereisumfang  gemessene  Entfernung 
vom  höchsten  Punkte  der  Bahn  bezeichnen. 


J  V^6  —  2aco89 


Der  Winkel  q>  hängt  also  in  unserem  Problem  in  derselben  Weise 
von  if  ab,  wie  bei  dem  Pendel  von  der  Zeit  ty  und  wir  können  die 
bekannten  für  die  Bewegung  dieses  letzteren  geltenden  Sätze  direkt  auf 

*)  In  dieser  Aasgabe  hinzugeftlgt. 
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das  Elektron  übertragen.     Nur  ist  dabei  zu  beachten ,  daß  t'  nicht  die 
Zeit  bedeutet;  sondern  damit  in   der  in  (10)  ausgedrückten  Weise  zu- 

sammenhängt;   und  daß    also^   wenn  ~,    in   dem    einen    Problem    den 
gleichen  Wert   hat   wie    ,^    in  dem   anderen,   die  Winkelgesch windig- 

d(D  1 

keiten  -^  in  den   beiden  Fällen   sich   wie  -^   und   1    verhalten.     Dem 
dt  r' 

Vorzeichen  nach  stimmen  indes  diese  Geschwindigkeiten  stets  überein. 

Wir  bemerken  auch  noch,  daß,  wenn  C,*—  4CiCj  <  0,  t'  zugleich  mit  t 

—  CO  und  +  <5o  wird.    Ist  aber  C^  —  4  C^  Q  >  0  und  wird  also  r  Null 

für  zwei  Werte  von  ^,  sagen  wir  t^  und  ^,  so  gibt  (10) 


(C  Integrationskonstante),  was  sowohl  für  t'^t^  als  auch  für  t  =  t^ 
positiv  oder  negativ  unendlich  wird. 

§  9.     a)  Es  sei  mm  erstens 

C^>2a,    also     C\-4:C^C^<0. 

Der  Punkt  auf  dem  Kreise  durchläuft  diesen  dann  immerfort  in  der- 
selben  Richtung.  Daraus  folgt,  daß  auch  beim  Elektron  der  Winkel  9 
sich  fortwährend  in  derselben  Richtung  ändert,  daß  abo  das  Teilchen 
den  elektrischen  Dipol  unendlich  viele  Mal  umkreist     Die  Entfernung 

von  diesem  Dipol  wird  ein  Miniraum  für  ^  =  —  -—^  und  ist  unendlich 
groß  für  /  =  —  00  und  ^  =  +  00. 

b)  Ist 

C5  =  2a,     also  wieder     C,*  -  4Ci C,  <  0, 

so  hat  der  Punkt  auf  dem  Kreise  gerade  genügende  Geschwindigkeit, 
um  den  höchsten  Punkt  zu  erreichen.  Das  geschieht  aber  bekanntlich 
erst  nach  unendlich  langer  Zeit,  und  man  kann  auch  sagen,  daß  der 
Punkt  zur  Zeit  t=  ~  00  die  genannte  Lage  hatte.  Von  ^  =  —  00 
bis  ^  ==  +  cx)  geht  also  q)  von  0  bis  2;r  oder  umgekehrt.  Das  Elektron 
umkreist  den  Ursprung  nur  einmal  und  beschreibt  eine  Bahn,  deren 
Enden  sich  der  positiven  a: -Achse  asymptotisch  nähern.  Der  Radius- 
vektor wird  wieder  ein  Minimum  in  dem  oben  angegebenen  Augenblick. 

c)  Wir  woUen  drittens  annehmen 

0  <  C5  <  2a,     also  noch  stets     f  V  -  4 C^  C^  <  0. 

Der  Punkt  auf  dem  Kreise  pendelt  jetzt  zwischen  zwei  Punkten 
hin  und  her,  die  höher  als  der  Mittelpunkt  liegen.  Demgemäß  bewegt 
sich  das  Elektron  fortwährend  zwischen  zwei  durch  den  Urspnmg 
gehenden  Geraden,  die  mit  der  positiven  a: -Achse  gleiche  Winkel,  die 
kleiner  als  90®  sind,  bilden.     Die  Bahn  des  Elektrons   bleibt  auf  den 
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Winkel  zwischen  diesen  Geraden^  der  die  negative  o? -Achse  enthält,  be- 
schränkt; sie  berührt  abwechselnd  die  eine  und  die  andere  Gerade. 
Zugleicherzeit  nimmt  r  erst  von  <x>  bis  zu  einem  Minimumwert  ab, 
und  wächst  dann  wieder  ins  Unendliche.  Die  Werte  von  f,  für  welche 
die  genannten  Berührungen  stattfinden,  folgen  sich  mit  gleichen  Inter- 
vallen*, die  Zeiten,  in  welchen  das  Elektron  von  der  einen  zur  anderen 
Gerade  geht,  sind  um  so  kleiner,  je  naher  es  dem  Dipol  kommt. 

d)  Ist  endlich 

(75<0,    d.h.  C,^-46\(73>0 

(der  äußerste  negative  Wert  von  Q  ist  ^  2d)y  dann  geht  der  Punkt 
auf  dem  Kreise  zwischen  zwei  Punkten  hin  und  her,  die  tiefer  als  der 
Mittelpunkt  liegen.  Das  Elektron  bewegt  sich  also  in  ähnlicher  Weise 
wie  so  eben  zwischen  zwei  geraden  Linien,  dieses  Mal  aber  innerhalb 
eines  Winkels,  der  kleiner  als  180®  ist.  Dieser  Winkel  wird  von  der 
negativen  rr-Achse  halbiert. 

Die  Entfernung  r  wird  jetzt  Null  für  zwei  Werte  von  t,  die  wir 
^  und  ^2  nennen  wollen,  wobei  t^  <  t^  sei,  während  für  t  =  ±  <x>  die 
Entfernung  unendlich  groß  wird.  Es  können  daher  folgende  Fälle 
unterschieden  werden: 

«)  Von  ^  =  —  oo  bis  t^t^  nimmt  r  von  oo  bis  0  ab;  das  Elektron 
erreicht  dabei  den  Dipol,  und  zwar  macht  es,  wenn  t  eine  beliebig  ge- 
wählte Zeit  ist,  die  dem  Augenblick  t^  um  ein  endliches  Zeitintervall 
vorhergeht,  sowohl  vor  als  auch  nach  dieser  Zeit  eine  unendliche  große 
Zahl  von  Hin-  und  Hergängen  zwischen  den  genannten  Linien. 

ß)  Von  ^  =  /^2  bis  ^  =  +  cx)  führt  das  Elektron  eine  Bewegung  aus, 
die  man  als  das  Umgekehrte  der  soeben  besprochenen  auffassen  kann. 

y)  Es  nehme  t  von  t^  bis  t^  zu.  Das  Elektron  geht  dann  (mit 
unendlich  großer  Geschwindigkeit)  vom  Dipol  aus,  erreicht  nach  un- 
endlich vielen  Hin-  und  Hergängen  eine  maximale  Entfernung  von  dem- 
selben und  kehrt  dann,  abermals  in  unendlich  vielen  Schwingungen, 
zum  Dipol  zurück. 

Auf  die  Bewegung  eines  Elektrons,  für^  welches  -~  nicht  ver- 
schwindet,  wollen  wir  hier  nicht  näher  eingehen.     Ich   erwähne  nur, 

dv 
daß,  wie  aus  der  Gleichung  (9)  hervorgeht,  -^  fortwährend  dasselbe 

Vorzeichen  hat,  und  daß  sich  also  die  durch  die  a:-Achse  und  das 
Elektron  gelegte  Ebene  immerfort  in  demselben  Sinne  dreht. 

Was  den  Winkel  q>  betrifft,  so  schwankt  dieser  jetzt  hin  und  her 
zwischen  den  beiden  Werten,  für  welche  der  Nenner  in  (12)  verschwindet. 
Die  a;-Achse  kann  das  Elektron  in  diesem  Fall  nie  erreichen. 


XI. 

über  den  zweiten  Hanptsatz  derThermodynamik  und  dessen  Rezielmne^ 

zn  den  Moleknlartheorien. 

(Den  Vorlesungen  des  Verfassers  entnommen.) 

Einleitung. 

Obgleich  die  nachstehenden  Betrachtungen  an  Resultaten  kaum 
etwas  Neues  bringen  werden^  mögen  sie  dennoch  hier  aufgenommen 
werden^  weil  sie  yieUeicht  wegen  der  Form  der  Darstellung  und  der 
Diskussion  gewisser  speziellen  Fragen  einiges  Interesse  beanspruchen 
dürften.  Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden/  wollen  wir  dabei  die 
Grundbegriffe  der  Theorie  als  bekannt  voraussetzen  und  nur  mit  einigen 
kurzen  Andeutungen  an  dieselben  erinnern. 

§  1.  Begriff  der  Wärmemenge.  Wir  können  den  Energie- 
inhalt eines  Körpers  in  zweierlei  Weise  vergrößern  oder  verkleinern, 
entweder  dadurch,  daß  wir  äußere  Kräfte,  welche  eine  positive  oder 
negative  Arbeit  leisten,  wirken  lassen,  oder  durch  Zufuhr  bzw.  Ent- 
ziehung von  Wärme.  Die  Erfahrung  lehrt  uns,  daß  es  möglich  ist, 
diese  beiden  Wirkungen  in  unseren  Beobachtungen  voneinander  zu 
trennen,  was  uns  jedoch  nicht  abzuhalten  braucht,  sie  als  im  Grunde 
gleichartig  zu  betrachten  und,  wie  die  Molekulartheorien  postulieren, 
bei  einem  Wärmeaustausch  an  die  Arbeit  von  Kräften  zu  denken,  welche 
zwischen  den  kleinsten  Teilchen  der  miteinander  in  Berührung  stehenden 
Körper  wirksam  sind.  Wir  setzen  voraus,  daß  bei  genügender  Kenntnis 
der  Erscheinungen  nie  Zweifel  darüber  bestehen  könnte,  inwiefern  man 
es  mit  der  einen  oder  der  anderen  Art  von  Einwirkimgen  zu  tun  habe, 
und  daß  es  immer  möglich  sein  würde,  die  Größe  der  in  Betracht  kom- 
menden Wärmemengen  aus  den  Beobachtungen  abzuleiten.  Wir  wollen 
diese  Mengen  stets  in  Arbeitseinheiten  ausdrücken. 

§2.  Gleichgewichtszustände  und  umkehrbare  Änderungen. 
Unter  einem  Gleichgewichtszustand  eines  Systems  verstehen  wir  einen 
Zustand,  in  dem  es  dauernd  verharren  kann;  dabei  bleiben  alle  der  Be- 
obachtung  zugänglichen  Größen,   wie  z.  B.   die  Dimensionen  und   die 
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Intensität  der  äußeren  Kräfte^  konstant.  Auch  der  inneren  Energie 
müssen  wir  einen  unveränderlichen  Wert  zuschreiben.  Da  wir  über- 
dies das  System  als  ruhend  voraussetzen^  und  also  keine  Arbeit  äußerer 
Kräfte  ins  Spiel  kommt,  so  können  wir  aus  dem  Energiegesetz  folgern, 
daß,  solange  der  Gleichgewichtszustand  besteht,  keine  Zuleitung  oder 
Abgabe  von  Wärme  stattfindet. 

Wir  können  uns  weiter  vorstellen,  daß,  infolge  allmählicher  Än- 
derung der  äußeren  Erafbe  und  geeigneter  Wärmezu-  oder  -abfuhr, 
das  System  eine  Reihe  kontinuierlich  ineinander  übergehender  Gleich- 
gewichtszustände durchläuft.  Bedingung  ist  dabei,  daß  der  Prozeß  sich 
sehr  langsam  abspielt.  Genauer  gesagt,  wir  betrachten  den  Grenz- 
fall, dem  sich  die  Vorgänge  nahem,  wenn  sie  unendlich  langsam  statt- 
finden; nur  dann  dürfen  wir  von  den  Abweichungen  vom  Gleichgewichts- 
zustande, die  bei  rascheren  Änderungen  unvermeidlich  sein  würden, 
absehen. 

Daß  nun  ein  Prozeß,  der  in  einer  Aufeinanderfolge  von  Gleich- 
gewichtszuständen besteht,  auch  in  umgekehrter  Richtung  verlaufen 
kann,  ist  sofort  klar.  Ebenso  daß,  wenn  der  Übergang  A  — ►  B  eine 
gewisse  Wärmezufuhr  erfordert,  bei  dem  entgegengesetzten  Prozeß  B— ►A 
eine  Wärmeabgabe  vom  gleichen  Betrag  stattfinden  muß.  Mit  Rücksicht 
auf  das  Energiegesetz  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Erwägung,  daß 
sowohl  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte,  als  auch  die  Änderung  der 
inneren  Energie  in  den  beiden  Fällen  dieselbe  Größe  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  hat. 

Wir  werden  eine  dem  betrachteten  System  mitgeteilte  Wärmemenge 
positiv  und  eine  von  demselben  abgegebene  negativ  nennen. 

§  3.  Temperatur.  Erfahrungsmäßig  läßt  sich,  wenn  uns  eine 
Reihe  von  Körpern  gegeben  ist,  jedem  derselben  eine  gewisse  Zahl  zu- 
ordnen, derart  daß,  wenn  zwei  Körper  in  solche  Lagen  gebracht  wer- 
den, daß  sie  Wärme  miteinander  austauschen  können,  ein  Wärmeüber- 
gang dann  und  nur  dann  stattfindet,  wenn  die  beiden  betreffenden  Zahlen 
ungleich  sind,  und  daß  in  diesem  Fall  immer  der  Körper  mit  der  größeren 
Zahl  Wärme  an  den  mit  der  kleineren  Zahl  abgibt.  Haben  wir  eine 
Reihe  derartiger  Zahlen,  oder  wie  man  sagen  kann,  eine  Reihe  von 
Temperaturen  aufgestellt,  dann  kann  man  daraus  leicht  beliebig  viele 
andere  Zahlenreihen  ableiten,  die  ebensogut  wie  die  ursprünglichen  für 
das  Entstehen  und  die  Richtung  eines  Wärmeüberganges  bestimmend 
«ind.     Diese  Reihen   entsprechen   den  verschiedenen  Temperaturskalen. 

§  4.  Grundsatz  von  Claus ius.  Wir  denken  uns  irgend  welche, 
im  allgemeinen  nicht  reversiblen  Umwandlungen  in  einem  System  von 
Körpern.    Nach  dem  Grrundsatze  von  Glausius  kommt  es  nie  vor,  daß 
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sclilieBlich;  während  alle  übrigen  Körper  zu  ihren  Anfangsznstanden 
zurückgekehrt  oder  darin  geblieben  sind^  zwei  Körper^  die  ursprünglich 
ungleiche  Temperaturen  hatten,  Zustände  angenommen  haben,  die  man 
auch  dadurch  hätte  erreichen  können,  daß  man  dem  Körper  Ton  der 
niedrigsten  Temperatur  eine  gewisse  Wärmemenge  entzogen  und  dem 
anderen  eine  gleiche  Wärmemenge  zugeleitet  hätte.  Kürzer  gesagt:  es 
ist  unmöglich,  daß  die  stattgefimdenen  Änderungen,  alles  zusammen- 
genommen, sich  auf  die  Überführung  von  Wärme  von  einem  kälteren 
nach  einem  wärmeren  Körper  reduzieren. 

Man  kann  sagen,  dieses  Prinzip  enthalte  eine  Erweiterung  des 
Temperaturbegriffs.  Es  sagt  ja  aus,  daß  wir  diesen  Wärmeübergang, 
der  bei  direkter  Berührung  unmöglich  ist,  ebensowenig  auf  künstlich 
ersonnenen  Umwegen  und  mit  allen  uns  zu  Gebote  stehenden  Kunst- 
griffen herbeiführen  können.  Fast  alle  Ergebnisse  der  Thermodynamik, 
insofern  sie  nicht  auf  dem  Energiegesetze  allein  beruhen,  lassen  sich 
auf  den  Claus  ins 'sehen  Satz  zurückführen,  und  zwar  indem  man  zeigt^ 
daß,  wenn  die  Behauptungen,  deren  Richtigkeit  man  beweisen  will,  der 
Wirklichkeit  nicht  entsprächen,  das  Ergebnis  wirklich  ausführbarer  oder 
jedenfalls  denkbarer  Experimente  mit  dem  Prinzip  im  Widerspruch 
stehen  würde. 

Eine  Schlußfolgerung,  die  hier  gleich  erwähnt  werden  möge,  ist, 
daß  auch  ein  Körper,  welcher  äußeren  Kräften  unterworfen  ist,  im 
Gleichgewichtszustande  in  allen  seinen  Teilen  dieselbe  Temperatur  haben 
muß.  Um  das  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  denken  wir  uns,  eine 
vertikale  Gassäule  habe  unter  dem  Einfluß  der  Schwerkraft,  unten  eine 
höhere  Temperatur  (Tj)  als  oben  (jT,).  Wählen  wir  dann  zwei  Wärme- 
behälter iQ  und  K2  von  solchen  Temperaturen  T\  und  T'j,  daß 


T^>T\>T\>T^, 


dann  können  wir  mittels  zweier  Hilfskörper,  die  als  Wärmeübertrager 
dienen,  eine  gewisse  Wärmemenge  von  K^  nach  dem   oberen  Teil  der 
Gassäule,  und  gleich   viel  Wärme   von   deren   unterem   Teil   nach  K^ 
transportiereu.    Das  Ergebnis  dieser  Operation  stände  offenbar  mit  dem. 
Glausius'schen  Ghimdsatze  im  Widerspruch. 


§  5.  Carnot'scher  Kreisprozeß.  Für  einen  solchen,  der  si< 
bekanntlich  aus  zwei  umkehrbaren  isothermischen  und  zwei  ebenfall^a 
umkehrbaren  adiabatischen  Änderungen  eines  Körpers  zusammensetzte: 
läßt  sich  aus  dem  Glausius'schen  Prinzip  folgern,  daß  das  Yerhältnii^ 
der  Wärmemengen,  welche  dem  Körper  bei  dem  einen  isothermischei^ 
Vorgänge  von  außen  zugeführt  und  bei  dem  anderen  entzogen  werd< 
müssen,  von  den  speziellen  Eigenschaften  des  Körpers  unabhängig  ii 
es  ist  vollständig  bestimmt  durch  die  Temperaturen,  welche  das  Systeirrr 
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bei  den  beiden  isothermischen  Änderungen  hat;  also  dorch  die  Tempe- 
raturen der  Wärmereservoire,  welche  jedesmal  dazu  dienen,  die  Tem- 
peratur des  Körpers  konstant  zu  erhalten.  Indem  wir  nun  das  Verhältnis 
dieser  Temperaturen  geradezu  als  das  Verhältnis  jener  Wärmemengen 
definieren,  setzen  wir  fest,  was  wir  unter  absoluter  Temperatur 
zu  verstehen  haben.  Es  ist  klar,  daß  auch  die  einzelnen  Zahlenwerte 
bekannt  sein  werden,  sobald  man  für  die  Differenz  irgend  zweier  Tem- 
peraturen eine  bestimmte  Zahl  (z.  B.  für  die  Differenz  der  Temperaturen 
des  siedenden  Wassers  und  des  schmelzenden  Eises  die  Zahl  100)  an- 
genommen hat.  Im  folgenden  meinen  wir  mit  Temperatur  immer  die 
absolute  Temperatur;  wir  bezeichnen  sie  dauernd  mit  T.  Der  Definition 
zufolge  ist  sie  stets  positiv. 

•  

Von  einem  Carno tischen  Kreisprozeß  wollen  wir  sagen,  er  werde 
in  positiver  oder  negativer  Richtung  ausgeführt,  je  nachdem  der  wir- 
kende Körper  eine  positive  oder  negative  Arbeit  leistet. 

§  6.    Aus  der  Beziehung 

Q,:Q,^T,:T,, (1) 

4ie  nun  bei  jedem  Garnot'schen  Kreislauf  zwischen  den  in  Betracht 
kommenden  Wärmemengen  Q^,  Q^  und  den  Temperaturen  T^,  T^  be- 
steht, läßt  sich  leicht  manche  wichtige  Folgerung  ziehen.  In  der  Tat 
besteht  eine  Form  der  Anwendung  des  zweiten  Hauptsatzes,  imd  zwar 
die  ursprünglich  von  Clausius  gewählte,  eben  darin,  daß  man  jedes- 
mei.  für  den  betrachteten  Körper  einen  Garnot'schen  Kreisprozeß  fingiert 
und  dann  die  Gleichung  (1)  benutzt  Wir  wollen  darauf  nicht  näher 
eingehen  und  nur  die  Bemerkung  einfiechten,  daß  es  für  qualitative 
Schlüsse  schon  genügt  zu  wissen,  daß  in  jedem  in  positiver  Richtung 
verlaufenden  Kreisprozeß  der  Körper  bei  der  höchsten  der  vorkom- 
menden Temperaturen  Wärme  aufuehmen  muß. 

Gesetzt  z.  B.,  wir  haben  es  mit  einem  Körper  zu  tun,  der  keinen 
anderen  äußeren  Kräften  als  einem  normalen  in  allen  Punkten  der  Ober- 
fläche gleichen  Druck  p  unterworfen  ist,  und  dessen  Zustand  sich  durch 
die  Temperatur  und  das  Volum  v  bestimmen  läßt;  der  Druck  hängt 
dann  von  diesen  beiden  Variablen  ab.  Für  diesen  Fall,  den  wir  oft 
betrachten  werden,  und  der  zur  Abkürzung  der  vjp-Fall  heißen  möge, 
können  wir  in  bekannter  Weise  in  einem  t;p-Diagramm  die  Isothermen 
ziehen,  wobei  wie  gewöhnlich  die  t; -Achse  nach  rechts  und  die  p -Achse 
nach  oben  gerichtet  sein  möge.  Ein  Garnot'scher  Kreislauf  wird  so- 
dann durch  ein  im  allgemeinen  krummliniges  Viereck  dargestellt,  von 
welchem  zwei  sich  gegenüberstehende  Seiten  Teile  von  Isothermen  und 
zwar,  wie  wir  annehmen  wollen,  von  nahe  beieinander  liegenden  Iso- 
thermen sind;  bei  positiver  Richtung  des  ganzen  Prozesses  wird  die 
obere  Isotherme  von  links  nach  rechts  durchlaufen.     Zwei  Fälle  sind 
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null  mogliclL  Entweder,  dme  liolicr  Hegende  Isotherme  entspricht  der 
höheren  Tempermtur;  dann  mnB  akoy  won  sie  in  der  gamnnten  Rieh- 
tong  dnrehwmndert  wird,  der  Körper  Wirme  rom.  aofien  aufiiehniai. 
Oder  nmg^ehrt,  sie  beneht  sieh  anf  die  tiefere  Tempermtor;  dum  moB, 
wihrend  sie  xon  links  nsfch  rechts  bcadirieben  wird^  Wirme  abgegeben 
werden.  Wir  kommen  daher  m  folgender  Begd,  die  sich,  wie  leicht 
ersichtlich*  auch  umkehren  liBl  In  denjenigen  Fillea.  wo  btt  Steigerung 
der  Tempermtur  die  Isotherme  in  die  Hohe  rückt,  d.  h.  wo  bei  kon- 
stantem Yoiom  der  Druck  mit  dsr  Tempershir  steigt,  ist  for  eine  iso- 
thermische  Ausdehnung  Zufuhr  twi  Wirme  erfordaüdi;  nimmt  da- 
gegen der  Druck  infoige  einer  £rwirmung  aby  so  muB  man  dem  Syst^n 
Warme  entliehen,  um  btt  einer  Ausdehnung  die  Temp«atur  kniatant 
lu  erhalten. 

Dies  föhrt  sofort  lu  dem  merkwürdigen  dur^  Yersuche  bestätigten 
Resultat,  daß  ein  Korpor,  der  »eh  bei  Erwärmung  nsammemdeht,  sidi 
bei  adiabatischer  Kompression  abkühlen  muß.    Für  onen  solchoi  ist 

namlidi,  wie  man  leicht  sieht,  j^  bei  konstanten  r  negatxr^  f(d^ch 

erfordert  isothermische  Ausdehnung  Entiiehung  ron  Wirme  Findet 
diese  nicht  statt,  dann  muB  die  Temperatur  steigen^);  sinken  wird  sie 
umgekehrt  Im  adiabatischfflr  Kompression. 

Aus  der  Umkehrung  d^r  Regel  folgt  l  Bs  daB  der  Sdimdipunkt 
des  Eises  bei  Druckerhohung  erniedrigt  wird.  Man  hat  nur  zu  be- 
achten, daB  bei  Mitteilung  ron  Warme  an  ein  aus  Eis  und  Wasser 
bestehendes  System  das  Yc^um  rerklmiert  wird,  und  daB  also  eine 
isothermische  Ausdehnung  ron  einer  Wirmeabgabe  bereitet  isl     Wir 

schlieStti  hieraus  auf  einen  negatiren  Wert  Ton  — ^,  od«r,  wie  man  in 
diesem  Fall  auch  sehreiben  kann,   ,^- 

§  7.  Man  kann  sich  femer  eines  Carnot*schen  Kreisprozesses  be- 
dielen, um  den  bekannten  ron  Lord  Kelrin  der  Thermodynamik  zu- 
grunde gelegten  Satz  auf  den  Claus  ins 'sehen,  oder  umgekehrt^  zurück- 
zufahren. Mit  einer  Ueinen  Abänderung  woDoi  wir  denselben  so  for^ 
mulieren,  daB  das  Endresultat  irgend  w^her  mit  einem  System  ron 
Kapern  Torgenommen^i  Operationen  nie  bloS  darin  bestehen  kann, 
daB  .einem  Korper  A  eine  gewisse  Warmemoige  w  entzogen  und  daB 


1)  Bei  dieser  Sdünftweiae  ist  Tormnsgeaetit,  daft  man  es  mit  stabilen  Gleich- 
gewiciitasiistäiideii  m  tnn  hat  Dann  gehen  die  beiden  Sätze^  dafi  im  allgemeinen 
bei  konstanter  Temperatur  der  Drack  bei  Yerklexnenmg  des  Tolums  zunimmt  ^XBd 
daA  W^memfnhr  bei  konstantem  Tolnin  eine  Temperatarediöiinng  zur  Folge  bat 
Für  labile  Zostinde  kommt  man  zu  demselben  Endresultat  ebten  weil  dann  gerade 
das  Entgegengesetzte  sowohl  des  einen  als  auch  des  anderen  Sates  gilt  Darauf 
•ofi  jedoch  nicht  niher  eingegangen  werden. 
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diese  auf  äußere  Arbeitsleitung  verwendet  ist.  Dann  könnte  man  näm- 
lich diese  Arbeit  benutzen^  um  mittels  eines  Garnot'schen  Prozesses, 
der  in  negativer  Richtung  verläuft;  und  bei  welchem  der  Körper  A  als 
das  höher  temperierte  Wärmereservoir  dient,  nicht  nur  diesem  die 
Menge  w  zurückzuerstatten,  sondern  überdies  noch  eine  gewisse,  einem 
Reservoir  von  tieferer  Temperatur  entnommene  Wärmemenge  in  den- 
selben hineinzuführen.  Was  man  dann  erreicht  hätte,  ist  nach  dem 
Clausius'schen  Satze  immöglich. 

Betrachtung  eines  beliebigen  Kreisprozesses.    Entropie. 

§  8.  Wichtige  und  sich  zu  weitgehenden  Anwendungen  eignende 
Sätze  gewinnen  wir,  wenn  wir  jetzt  ein  ganz  beliebiges  System  M  be- 
trachten, das  nach  irgend  welchen  Umwandlungen  in  den  Anfangs- 
zustand zurückkehrt.  Dabei  setzen  wir  nicht  voraus,  daß  das  System 
sich  immer  in  einem  Gleichgewichtszustände  befinde;  auch  nicht  um- 
kehrbare Erscheinungen  lassen  wir  also  zu.  Indes  wollen  wir  zur  Ver- 
einfachung annehmen,  daß  die  Temperatur,  während  sie  sich  im  aU- 
gemeinen  im  Laufe  der  Zeit  ändert,  in  jedem  Augenblick  in  der  ganzen 
Ausdehnung  des  Systems  denselben  Wert  hat. 

Wir  zerlegen  den  zu  betrachtenden  Kreislauf  in  unendlich  kleine 
Teile  und  bemerken,  daß  im  allgemeinen  bei  jedem  dieser  Schritte  eine 
gewisse  unendlich  kleine  Wärmemenge  dQ,  die  mitunter  negativ  sein 
kann,  von  außen  aufgenommen  wird.  Woher  nun  die  Wärme  stammt 
und  in  welcher  Weise  sie  dem  System  zugeleitet  wird,  ist,  was  die 
Vorgänge  in  diesem  letzteren  betrifft,  gleichgültig;  wir  dürfen  daher  in 
dieser  Hinsicht  eine  spezielle  Voraussetzung  machen.  Wir  wollen  ein 
einziges  Wärmereservoir  jß  benutzen,  an  dem  weiter  nichts  geändert 
wird,  als  daß  es  Wärme  au&immt  oder  abgibt,  und  dessen  Wärme- 
kapazität so  groß  ist,  daß  seine  Temperatur  Tq  als  konstant  angesehen 
werden  darf.  Soll  nun  dem  System  M  eine  Wärmemenge  dQ  zugeführt 
werden,  so  bedienen  wir  uns  eines  Hilfskörpers,  mit  dem  wir  einen 
Carnot 'sehen  Kreisprozeß  ausführen,  und  zwar  soll  dabei  das  System  M 
der  eine  und  22  der  andere  Wärmebehälter  sein.  Aus  der  Gleichung  (1) 
folgt,  daß  dann  diesem  letzteren  die  Wärmemenge 

entzogen  werden  maß,  und  zwar  gilt  dieser  Ausdruck  auch  dann,  wenn 
es  sich  um  ein  negatives  dQ  handelt.  Im  ganzen  wird  also  das  Reser- 
voir B  die  Wärmemenge 

J-idQ~T,y-§-, (2) 

WO  das  Integral  sich  auf  den  ganzen  Kreislauf  von  M  bezieht,  verlieren. 
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Wir  können  nun  behaupten,  daß  dieser  Ausdruck  nicht  positiv  sein 
kann,  denn  wir  hätten,  wenn  er  das  wäre,  eben  den  Fall  realisiert, 
der  sich  am  Schluß  des  vorhergehenden  Paragraphen  als  unmöglich 
herausgestellt  hat.  Mit  Ausnahme  von  R  sind  nämlich  alle  Körper,  so- 
wohl das  System  M  als  auch  die  Hilfskörper,  die  uns  für  die  Wärme- 
übertragung gedient  haben,  wieder  in  ihren  Anfangszustand  zurück- 
gekehrt; die  aus  R  verschwundene  Wärme  könnte  also  nur  auf  äußere 
Arbeit  verwendet  sein. 

Dagegen  ist  ein  von  Null  verschiedener  negativer  Wert  von  (2) 
nicht  ausgeschlossen.  Ein  solcher  bedeutet  ja,  daß  eine  der  Arbeits- 
leistung äußerer  Kräfte  entsprechende  Wärme  in  dem  Reservoir  B 
zum  Vorschein  gekommen  ist,  und  das  widerspricht  keineswegs  dem 
Clausius' sehen  Prinzip. 

Wir  schreiben  das  Resultat  in  der  Form 


/• 


'^^-^O (3) 


/■ 


und  fügen  hinzu,  daß  hier  das  untere  Zeichen  gelten  muß  und  daß  also 

'^^=0, (4) 

sobald  die  mit  dem  System  M  vorgenommenen  Änderungen  sämtlich 
umkehrbar  sind.  Hätte  nämlich  in  diesem  Fall  das  Integral  einen  nega- 
tiven Wert,  so  wäre  es  für  den  umgekehrten  Kreislauf  positiv  und  das 
ist,  wie  wir  fanden,  unmöglich. 

Der  Vorteil  der  vorstehenden  Beweisführung  liegt  darin,  daß  sie 
ganz  allgemein  für  Körper  jeder  beliebigen  Art  imd  nicht  etwa  bloß 
für  den  vp-Faü  gilt. 

§  9.  Von  dem  in  (4)  ausgedrückten  Satze  ausgehend,  gelangt  man 
in  bekannter  Weise  zu  dem  Entropiebegriff.  Zunächst  folgt  aus  der 
Gleichung,  daß,  wenn  zwischen  zwei  Gleichgewichtszuständen  A  und  B 
ein  umkehrbarer  Übergang  auf  verschiedenen  Wegen,  d.  h.  mit  ver- 
schiedenen Zwischenzuständen  möglich  ist,  das  Integral 

B 

T 

A 


IS 

ß 


für  alle  diese  Wege  den  gleichen  Wert  hat. 

Femer  wählen  wir  einen  bestimmten  Zustand  N  des  Systems  als 
,yNullzustand"  und  definieren  die  Entropie  rj  in  einem  Zustande  A  durch 
die  Formel 

A 

''?, (5) 

N 


A 
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wo  das  Integral  sich  über  irgend  einen  umkehrbaren  Übergang  vom 
NuUzustand  in  den  Zustand  A  erstreckt.  Wir  wollen  hierzu  noch  be- 
merken, erstens,  daß  nach  der  Definition  nur  von  der  Entropie  in  einem 
Gleichgewichtszustande  die  Rede  sein  kann  und  zweitens,  daß  jeder 
Entropiewert  eine  unbestimmte  additive  Konstante  enthält.  Dies  rührt 
daher,  daß  uns  die  Wahl  des  NuUzustandes  freisteht.  Einfluß  auf  die 
Ergebnisse  hat  dieser  umstand  freilich  nicht,  da  es  sich  in  den  An- 
wendungen immer  nur  um  Entropiedifferenzen  handelt. 

Für  jeden  reversiblen  Übergang  von  einem  Zustande  A  in  einen 
Zustand  6  gilt  nun 

J^-Vb-Va^ (6) 

▲ 

wo  r^j^  und  7^^  Anfangs-  und  Endwert  der  Entropie  bedeuten,  eine 
Formel,  die,  wenn  B  unendlich  wenig  von  A  verschieden  ist,  die  Form 
annimmt 

Also:  Wenn  dQ  die  Wärmemenge  bedeutet,  die  der  Körper  von 
außen  aufnimmt,  während  er  von  einem  Gleichgewichtszustand  in  einen 

unendlich  wenig  davon  verschiedenen  übergeht,  dann  ist  -~  ein  voll- 
ständiges Differential. 

In  dieser  Form  hat  der  zweite  Hauptsatz  vielfache  Anwendung  ge- 
funden. Man  kann  nämlich,  nachdem  man  geeignete  Größen  eingeführt 
hat,  deren  Werte  einen  Gleichgewichtszustand  charakterisieren,  dQ  in 
den  Differentialen  dieser  Größen  ausdrücken  und  dann  die  Beziehungen 

benutzen,  welche  zwischen  den  Koeffizienten  in  -^-  bestehen  müssen, 

damit  diese  Größe  ein  vollständiges  Differential  sei.  Was  die  Formel 
für  dQ  betrifft,  so  erhält  man  diese,  indem  man,  dem  Energiegesetz 
gemäß,  die  zugeführte  Wärmemenge  als  die  Summe  der  Energiezunahme 
und  der  vom  System  geleisteten  Arbeit  darstellt. 

In  den  nächsten  Paragraphen  mögen  die  Resultate,  zu  welchen 
man  auf  dem  angedeuteten  Wege  gelangt,  kurz  besprochen  werden. 

Energie  eines  Systems. 
§  10.    Wir  bezeichnen  mit 

Pl}  P%J  •  •  •  -Pn  +  l 

gewisse  den  Gleichgewichtsznstand  des  Körpers  bestimmende  Parameter, 
mit  £  die  Energie  des  Körpers.  Eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung 
ist  dann  durch  die  Differentiale 

^Pi;  ^P%,  •  •  •  ^Pn+l 
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bestimmt;  und  man  hat^  da  s  eine  Funktion  der  p  sein  muß^  für  die 
Energiezunahme 


dPx 


^P 


n+l 


Femer  sieht  man  leicht;  daß  für  die  von  dem  System  geleistete  äußere 
Arbeit  ein  Ausdruck  von  der  Form 

gelten  muß.    In  diesem  sind  P^,  P^ , , .  P^^^  Funktionen  der  indepen- 
denten  Variablen  p. 

Mithin  wird 

und  soll  nun  -^  ein  yollatändiges  Differential  sein,  so  mnß  fdr  alle 
Werte  Ton  r  und  s 


3p,  L 


'iL 

dPr 


+  Pr 


+p. 


dprl      T      J 


(8) 


oder,  wenn  man  beachtet,  daß  auch  T  eine  Funktion  von  l>i,    •  •  jp^+i 
sein  muß,  nach  Ausführung  der  Differentiation  und  Multiplikation  mit  T^ 


dp»       \dPr  ^     n  dp,  dpr       \dp,  ^     V 


dPr 


§  11.  Einfacher  werden  die  Formeln,  wenn  man  für  eine  unab- 
hängige Variable  die  Temperatur  selbst  nimmt;  die  übrigen  Parameter 
mögen  dann  A,  •  •  •  JP„  heißen.  Schreiben  wir  &  statt  P„^i,  so  erhalten 
wir  für  die  äußere  Arbeit 


P^dp^+-+P^dp^  +  BdT 


(9) 


und  für  die  zugeföhrte  Wärmemenge 

Die  aus  dem  zweiten  Hauptsatze  folgenden  Beziehungen  zerfallen 
jetzt  in  zwei  Gruppen,  deren  eine  allerdings  nur  dann  vorhanden  ist, 
wenn  es  außer  der  Temperatur  mehr  ab  einen  Parameter  p  gibt.  Dann 
gilt  wieder  für  beliebige  Werte  von  r  und  s  die  Gleichung  (8),  die  sich 
aber  jetzt,  da  T  unabhängige  Variable  ist,  zu 


vereinfacht. 


dp,   ^  dpr 


(11) 
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Zweitens  findet  man,  wenn  man  das  letzte  Glied  in  (10)  nnd  eines 
der  vorhergehenden  ins  Auge  fEißt,  für  jeden  Wert  Ton  r, 


d 

d 

dT 

L     r     J 

"^  dPr 

L      2"      J 

oder 

^i*'-(^,+^')-^s ■  w 

§  12.  Es  ergibt  sich  eine  weitere  Yereinfachnng^  wenn  man  die 
Parameter  jpi,...^„  so  wählt,  daß  das  Glied  ©dT  in  dem  Ausdrucke  (9) 
verschwindet.  Das  läßt  sich  immer  erreichen,  da  man  solche  Parameter 
einführen  kann,  daß,  solange  sie  konstant  bleiben,  wie  auch  die  Tempe- 
ratur geändert  werden  möge,  keine  äußere  Arbeitsleistung  stattfindet. 
Wenn  alle  Eraftwirkungen  zwischen  dem  Körper  und  seiner  Umgebung 
gewöhnlicher  mechanischer  Natur  sind,  dann  genügt  es  für  den  ge- 
nannten Zweck,  unter  i>i^ . . .  p^  irgend  welche  geometrischen  Grrößen 
zu  verstehen,  welche  die  Größe  und  Gestalt  des  Systems,  sowie  die 
gegenseitige  Lage  seiner  Teile  und  also  auch  die  Lage  der  Stellen,  wo 
es  Kräfte  ausübt  und  erleidet,  bestimmen;  werden  diese  Größen,  die 
man  füglich  allgemeine  Koordinaten  nennen  kann,  konstant  erhalten, 
so  gibt  es  offenbar  keine  äußere  Arbeit.  Als  Beispiele  solcher  Koordi- 
naten im  Lagrange' sehen  Sinne  kann  man  das  Volum  v  eines  Körpers, 
die  Länge  eines  Stabes,  den  Winkel,  um  den  derselbe  tordiert  ist,  usw. 
anführen.  Es  soll  übrigens  die  Benennung  „Koordinaten^^  in  allen  Fällen 
angewandt  werden,  wo  wegen  der  Wahl  der  Parameter  das  letzte  Glied 
in  (9)  verschwindet.  Wir  bezeichnen  die  Koordinaten  mit  Oj, . . .  a^ 
imd  die  entsprechenden  Größen  P  mit  A^j , , .  Ä^.    Aus  dem  Ausdruck 

A^da^+"'+A^da^, (13) 

in  den  (9)  sich  jetzt  verwandelt,  ersieht  man,  daß  A^, . .  ,  A^  die  all- 
gemeinen Komponenten  der  vom  System  ausgeübten  Kraftwirkung  ge- 
nannt werden  können;  die  spezielle  Bedeutung  irgend  einer  Kraft- 
komponente wird  bekannt,  sobald  wir  die  Koordinaten  gewählt  haben. 
Z.  B.  entspricht  der  Koordinate  v  der  pro  Flächeneinheit  ausgeübte 
Druck  p,  da  die  äußere  Arbeit  bei  Änderung  des  Volums  den  Wert  pdv 
hat.  Ebenso  gehört  zu  der  Länge  eines  Stabes  als  Kraftkomponente 
die  Kraft,  mit  der  er  sich  auszudehnen  strebt,  und  zu  dem  Torsions- 
winkel das  Drehmoment,  welches  er  an  einem  seiner  Enden  ausübt. 
Die  Formel  für  die  zugeführte  Wärme  wird  jetzt 

dQ^{l^  +  A,)da,+  ...  +  (§l  +  Ä,)da,  +  §^dT  .     (14) 
und  wir  finden,  statt  (11)  und  (12), 


da,        da^ 

14' 


(15) 
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und 

|i  =  Ti^~^, (16) 

§  13.  Um  die  Tragweite  dieser  Formeln  zn  beurteilen,  erinnern  wir 
daran,  daß  samtliche  Messungen,  die  man  an  dem  Körper  Tomelimen 
kann,  sich  in  zwei  Ghmppen  einteilen  lassen;  bei  einigen,  den  kalori- 
metrischen Bestimmungen  wird  eine  Wärmemenge  ausgewertet,  bei 
anderen  handelt  es  sich  nur  um  die  Temperatur  T,  die  Koordinaten 
o^, . . .  a^  und  die  äußeren  m  Ä^y ..,  A^  eingehenden  Kräfte.  Messungen, 
deren  Ziel  es  ist,  diese  letzteren  (Größen  kennen  zu  lernen,  können  wir 
f&glich  Untersuchungen  über  die  Elastizität  im  weitesten  Sinne  des 
Wortes  nennen.  Zu  diesen  rechnen  wir  also  nicht  bloß  die  Bestimmung 
von  Ghröße  und  Gestalt  eines  festen  Körpers,  etwa  eines  Kristalles,  bei 
yerschiedenen  Temperaturen  und  unter  dem  Einfluß  gegebener  äußeren 
Kräfte,  sondern  auch  die  Ermittlung  der  Beziehung,  welche  bei  Grasen 
und  Flüssigkeiten  Druck,  Volum  und  Temperatur  miteinander  verbindet. 

Wir  nehmen  nun  an,  man  habe  die  Untersuchung  der  Elastizitats- 
verhältnisse  in  vollem  Umfang  zu  Ende  geführt,  so  daß  die  Kraft- 
komponenten Ä^j .  .  .  A^  als  Funktionen  von  a^; .  • .  a^  und  T  bekannt 
sind,  und  stellen  uns  die  Frage,  welche  kalorimetrischen  Messungen 
dann  noch  erforderlich  seien,  um  die  übrigen  in  den  Gleichungen  auf- 
tretenden  Größen,   d.  L   die  Werte   von  ^    ,  . . .  -^ — ,  7^-m  kennen  zu 

leruen.  Man  wird  hierbei  das  Ziel  erreicht  haben,  wenn  man  diese 
w  + 1  Größen  für  alle  möglichen  Werte  von  a^^, . .  a^  und  T  bestimmt 
hat.  Dann  ergibt  sich  auch  die  Energie  selbst  als  bekannte  Funktion 
von  «1, .  . .  ö^j  ^>  üi  der  indes,  wie  zu  erwarten  war  und  unvermeidlich 
ist,  eine  additive  Konstante  stecken  bleibt 

§  14.  Wir  wollen  zunächst  noch  von  dem  zweiten  Hauptsatze  ab- 
sehen, und  uns  also  nur  auf  Gleichung  (14)  stützen.  Es  ist  klar, 
daß  n  + 1  kalorimetrische  Messungen  erforderlich  sein  werden,  um  mit 
Hilfe  dieser  Gleichung  die  Werte  von 

für  bestimmte  Werte  von  a^, .  .  .  a^  imd  T  kennen  zu  lernen;  diese 
Versuche  haben  darin  zu  bestehen,  daß  man,  jedesmal  von  demselben 
Anfangszustande  ausgehend,  für  n  -f  1  voneinander  unabhängige  Wert- 
kombinationen der  Änderungen 

da^y .  . .  da^y  dT 

sowohl  diese  Änderungen  selbst,  als  auch  die  Wärmemenge  dQ  mißt. 
Mit  voneinander  unabhängigen  Kombinationen  sind  hier  solche  gemeint. 
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welche  unter  sich  unabhängige  Gleichungen  für  die  n  + 1  Differential- 
quotienten liefern.  Versuche,  bei  welchen  jedesmal  nur  eine  der  Größen 
«1, . . .  a„,  T  sich  ändert,  oder  ein  Versuch  bei  konstanten  «i, . . .  a», 
kombiniert  mit  n  anderen,  in  welchen  nur  Tund  a^,  Timd  a,, . . .  T  und  a^ 
geändert  werden,  würden  &t  den  Zweck  geeignet  sein.  Auch  könnten 
einige  der  n  + 1  Versuche  solche  sein,  in  welchen  dQ  =  0  und  also 
nur  die  Änderungen  von  a^, . .  .  a„,  T  zu  messen  sind.  Insofern  bei 
derartigen  Experimenten  über  adiabatische  Zustandsänderungen  aus  den 
Versuchsbedingungen  der  Wert  von  dQ  (und  zwar  der  Wert  Null) 
folgt,  können  auch  sie  zu  den  kalorimetrischen  Bestimmungen  gezählt 
werden. 

Wiederholte  man  nun  die  Reihe  der  w  +  1  Versuche  in  der  Weise, 
daß  man  der  Reihe  nach  von  allen  möglichen  Anfangszuständen  aus- 
ginge, so  könnte  man  offenbar  die  Differentialquotienten  von  £  als  Funk- 
tionen von  ^1, .  . .  ti„  und  T  bestimmen  und  also  das  Ziel,  das  wir  uns 
gestellt  haben,  vollständig  erreichen.  Sogar  hätte  man  noch  Gelegen- 
heit, das  Energiegesetz  an  den  erhaltenen  Resultaten  zu  prüfen.     Ist 

z.  B.  sowohl  ^ —  als  auch  «  -  als  Funktion  der  unabhängigen  Variablen 
bekannt,  dann  wird  sich  die  Relation 

verifizieren  lassen.  Selbstverständlich  würde  man,  wenn  man  auf  diese 
Verifizierungen  des  Energiegesetzes  verzichten  will  und  nur  den  Wunsch 
hat,  die  Werte  der  Differentialquotienten  von  s  festzulegen,  sich  auf  eine 
kleinere  Anzahl  kalorimetrischer  Versuche  als  oben  vorausgesetzt  wurde 
beschränken  können. 

§  15.  Man  kann  nun  sagen,  die  Bedeutung  des  zweiten  Haupt- 
satzes bestehe  darin,  daß  er  es  ermöglicht,  in  dieser  Einschränkung 
noch  erheblich  weiter  zu  gehen.  Ziehen  wir  nämlich  auch  die  Gleichungen 
(16)  heran,  so  können  wir  schon  daraus,  und  zwar  für  alle  Werte  der 
unabhängigen  Variablen  die  Größe  der  Differentialquotienten 

dB  ds 

dcti' '  '  '  da^ 

ableiten;  für  £  erhalten  wir  dann  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt 

f=F(a„...a,.,r)  +  9(T), (17) 

WO  nur  noch  die  Funktion  (p,  welche  bloß  T  enthält,  unbekannt  bleibt. 
Um  dann  weiter  das  Problem  vollständig  zu  lösen,  hat  man  nur  noch 
für  jede  Temperatur  eine  kalorimetrische  Messung  auszuführen,  wobei 
man  sowohl  die  Anfangswerte  Oj, .  . .  a^,  als  auch  die  Weise,  in  der 
diese  Größen  sich  zugleich  mit  der  Temperatur  ändern,  nach  Belieben 
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wählen  darf.    Eine  derartige  Messung  genügt  ja,  da  ^, .  .  .  -^  schon 
anderweitig  bekannt  sind,  um  ^  und  abo   nach  (17)  den  Wert  von 

^  zu  ermitteln. 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  z.  B.  hervor,  daß  man,  theoretisch 
gesprochen,  die  innere  Energie  und  die  spezifischen  Wärmen  der  Kohlen- 
säure in  allen  ihren  Zuständen  kennen  wird,  wenn  man  die  Isothermen 
yi  vollem  umfang  bestimmt  und  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem 
Druck  för  gasformige  Kohlensäure  als  Funktion  der  Temperatur  und 
für  einen  beliebig  gewählten  Druck  gemessen  hat. 

Daß  man,  sobald  man  über  die  Zahl  der  notwendigen  Messungen 
hinausgeht,  Gelegenheit  zu  mancher  Prüfung  des  zweiten  Hauptsatzes 
hat,  liegt  auf  der  Hand. 

Adiabatische  Znstandsändenmgen. 

§  16.  Zu  den  bemerkenswertesten  Folgerungen  aus  den  thermo- 
dynamischen  Gleichungen  gehört  die  Berechnung  der  Temperaturände- 
rungen bei  adiabatischen  Vorgängen;  die  Yergleichung  der  theoretischen 
Werte  mit  der  Erfahrung  hat  manche  schöne  Bestätigung  der  allgemeinen 
Sätze  ergeben. 

Führt  man  die  Werte  (16)  in  (14)  ein,  so  wird 

dq^Tl^da^-V--^^%da^^^dT,       .    .    (18) 
also  für  eine  adiabatische  Änderung 


dT 


dt 


dT 

Der  Nenner  S^  in  dieser  Formel  bedeutet,  wie  aus  (14)  oder  (18) 

erhellt,  die  Wärmekapazität  des  Körpers  bei   konstanten   Koordi- 
naten, die  wir  mit  c^  bezeichnen,   während  die  Differentialquotienten 

^^  sich  auf  die  Änderungen  bezieheu,  welche  die  Kraftkomponenten  A^, 

ebenfalls  bei  konstanten  Koordinaten,  infolge  einer  Temperaturerhöhung 
erleiden. 

Besteht  der  Versuch  darin,  daß  nur  eine  Koordinate  a^  vergrößert 
oder  verkleinert  wird,  während  die  übrigen  konstant  bleiben,  dann  ist 

dT ^da, (19) 


Ca 


über  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik.  215 

§  17.  Ganz  ähnliclie  Formeln  gelten,  wenh  man  statt  der  Koordi- 
naten a^y . . .  a^  gerade  die  Kraftkomponenten  A^, , , .  A^j  nebst  der 
Temperatur^  als  unabhängige  Variablen  einfuhrt.     Um  das  zu  zeigen, 

gehen  wir  auf  (10)  zurück  und  substituieren  hier  für  ^, . . .  ^ —  die 

aus  (12)  folgenden  Werte.  Das  Resultat  ist,  wenn  wir  zugleicherzeit 
dQ^Q  setzen, 

^l(»-g)''''.+  -+(Ä--l'>i'.)+G^-+«)^^-ö.  («» 

und  es  fragt  sich  nur  noch,  welches  die  Bedeutung  der  Größen 

^       ,  dP^     de 

P,  und  35f-g^^ 

sei,  wenn  wir  die  in  der  allgemeinen  Gleichung  mit  Pw  -  •  p^  bezeich- 
neten unabhängigen  Variablen  mit  den  Kraftkomponenten  A^f  -  -  •  A^ 
identifizieren. 

Wird  nur  die  eine  Ejraftkomponente  A^  variiert,  während  die 
Übrigen  konstant  bleiben,  so  ändern  sich  die  Koordinaten  um 

^L  dA  ^  dA 

und  beträgt  also  die  äußere  Arbeit,  da  für  diese  immer  der  Ausdruck 
(13)  gut, 

(aU  +  -+^I5)^^ (21) 

Desgleichen  hat  sie  den  Wert 

{A,^^  +  ...  +  Aj^)dT, (22) 

wenn  bei  konstanten  A^, . , ,  A^  die  Temperatur  um  dT  steigt. 

In  (21)  und  (22)  haben  wir  die  Ausdrücke  gefunden,  die  in  der 
Größe  (9)  an  die  Stelle  von  P^dp^  und  @dT  treten,  wenn  man  mit 
A^y .,,  A^  und  T  als  unabhängigen  Variablen  operiert.   Folglich  ist  dann 


und,  da  jetzt  p^  —  A^, 


Pr-Al%  +  - 

■A-Ä   ^"- 

e-^45+.. 

dPr      de 
ST       dp. 

dT 

Berücksichtigt  man  femer,  daß,. wie  aas  (10)  erhellt,  die  Ghröße 
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als  Wärmekapazität  bei  Konstanz  der  Kraftkomponenten  auf- 
gefaßt werden  kann,  wofür  wir  c^  schreiben  wollen,  dann  erhalten  wir 
aus  (20) 


dT^ 


<^A 


und  für  den  Fall  eines  adiabatischen  Vorganges,  bei  welchem  alle  Kraft- 
komponenten mit  Ausnahme  von  A^  konstant  bleiben 

dT=-^ (23) 

Wir  erinnern  daran,  daß   ^  sich  auf  den  Einfluß  bezieht,   den 

bei  konstanten  Kraftkomponenten  A  die  Temperatur  auf  die  Koordi- 
nate a^  hat.  Der  Gleichung  (19)  gegenüber  hat  (23)  insofern  den  Vor- 
zug,  als  -w^,  dA^  und  c^  gewöhnlich  leichter  gemessen  werden  können 

als  ^,  da^  und  c^. 

Beispiele. 

§  18.  In  welcher  Weise  das  Vorhergehende  sich  auf  den  vp-Fall, 
und  auf  einen  gespannten  oder  tordierten  Draht  anwenden  läßt,  möge 
hier  unerörtert  bleiben.  Interessant  ist  auch  die  thermodynamische 
Theorie  einer  Flüssigkeitsmembran,  die  wir  als  eben  voraussetzen  und 
deren  Zustand  wir  in  einer  für  unseren  Zweck  genügenden  Weise  defi- 
nieren können,  wenn  wir  außer  der  Temperatur  als  einzige  Koordinate  a 
die  Flächengröße  6  einführen.  Bezeichnet  man  die  pro  Längeneinheit 
gemessene  Spannung   der  Membran   mit  2Hy  dann    ist    die  von   dem 

System  geleistete  Arbeit 

-  2Hd6 

und  die  Formel  (19)  lehrt  uns,  daß  bei  einer  adiabatischen  Ausdehnung 
oder  Zusammenziehung 

c^  dT 

Hier  ist  -^  und  nicht  ^^  geschrieben,  weil,  abgesehen  von  außer- 
ordentlich dünnen  Membranen,  die  Spannung  unabhängig  von  der  Flächen- 
größe 6  ist. 

§  19.  Um  auch  ein  Beispiel  zu  geben,  in  welchem  eine  Formel 
wie  (16)  gilt,  ohne  daß  die  in  Betracht  kommende  Koordinate  a  gerade 
eine  geometrische  Größe  ist,  erwähnen  wir  die  zuerst  vonHelmholtz 
entwickelte  Theorie  eines  reversiblen  galvanischen  Elements. 


über  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik.  217 

Hiermit  ist  ein  Element  gemeint,  in  welchem  gar  keine  Verände- 
rung stattfindet,  wenn  man  es  ohne  Schließungsdraht  bei  konstanter 
Temperatur  sich  selbst  überläßt,  gleiche  und  entgegengesetzte  Ände- 
rungen aber  infolge  der  elektrolytischen  Wirkungen,  wenn  man  eine 
bestimmte  Elektrizitätsmenge  bald  in  der  einen,  bald  in  der  anderen 
Richtung  hindurchschickt.  Es  sei  E  die  Potentialdifferenz,  welche  im 
Gleichgewichtszustande  zwischen  dem  positiven  Pol  P  und  dem  nega- 
tiven ^besteht;  diese  betrachten  wir  als  Maß  für  die  elektromotorische 
Kraft.  Ferner  bezeichnen  wir  mit  e  die  algebraische  Summe  aller  Elek- 
trizitätsmengen, die,  von  irgend  einem  festen  Zeitpunkt  ab  gerechnet, 
das  Element  durcMossen  haben,  wobei  wir  ein  Elektrizitätsquantum 
positiv  oder  negativ  nennen  wollen,  je  nachdem  der  Durchgang  in  der 
Richtung  von  N  nach  P,  oder  von  P  nach  N  hin  stattfindet.  Wir  wer- 
den uns  auf  FäUe  beschranken,  in  denen  der  jeweilige  Zustand  durch 
e  und  T  vollständig  bestimmt  ist.  Man  kann  zeigen,  daß  das  Element 
bei  der  Zunahme  de,  d.  h.  wenn  es  von  der  unendlich  kleinen  Elektri- 
zitätsmenge de  durchströmt  wird,  die  elektrische  Arbeit 

Ede 
leistet.     Daher  die  Grundformel 

fds 


dQ^{l^^+E)de  +  ^dT, 


die  als  ein  spezieller  Fall  von  (14)  zu  betrachten  ist.  Die  Gleichung  (16) 
wird  jetzt 

r;-^g-^> (24) 

wobei  in  der  Voraussetzung,  daß  die  elektromotorische  Kraft  sich  nicht 
infolge  des  Durchströmens  von  Elektrizität  ändere,  -^  statt  ^^  ge- 
schrieben ist.  Das  Resultat  hat  eine  wichtige  Bedeutimg.  Es  ist  näm- 
lieh  offenbar  —    die  Energieänderung,   die   stattfindet,  wenn   bei   kon- 

stanter  Temperatur  das  Element  von  einer  Einheit  Elektrizität  in  der 
Richtung  von  N  nach  P  durchströmt  wird,  eine  Änderung,  die  mit  den 
den  Strom  begleitenden  chemischen  Erscheinungen  zusammenhängt  und 
die  man  daher  aus  thermochemischen  Daten  ableiten  kann.  In  älteren 
Theorien  hatte  man  nun  die  Relation 

-f-;-^ (25) 

aufgestellt  und  also  auf  numerische  Gleichheit  der  genannten  Energie- 
änderung und  der  elektromotorischen  Kraft  geschlossen.  Es  zeigt  sich 
jetzt,  daß  man  diese  Formel  (25)  nicht  aufrecht  erhalten  kann;  man 

muß  in  derselben  eben  E  durch  E  —  T  ^^  ersetzen.     Wenn  trotzdem 

die  Gleichung  (25)  sich  bei  einigen  Messungen  bewährt  hat^  so  rührt 
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dies  lediglich  daher,  daß  man  zufälligerweise  bei  dem  untersuchten 
D an ieir sehen  Element  von  dem  Einfluß  der  Temperatur  auf  die  elektro- 
motorische Kraft  absehen  darf. 

Mit  Rücksicht  auf  (24)  können  wir  auch  schreiben 

dQ^T^de  +  §^dT, 

woraus  man  ersieht,  daß  es  einer  äußeren  Wärmezu-  oder  -abfuhr  be- 
darf, um  bei  Durchströmung  von  Elektrizität  die  Temperatur  auf  gleicher 
Höhe  zu   erhalten.     Pro   Elektrizitätseinheit  beträgt   die   zuzuführende 

Wärme  T  ^'  Wir  dürfen  hieraus  schließen,  daß  das  Element,  wenn  es 
fortwährend  von  einem  Strom  von  der  Intensität  i  durchflössen  wird, 

dT 

der  Sitz  einer  Wärmeentwicklung  ist,  die  pro  Zeiteinheit  —  T  ^^  %  be- 
trägt. Eben  weil  man  die  Möglichkeit  einer  solchen  der  ersten  Potenz 
der  Stromstärke  proportionalen  Wärmeerscheinung  übersah,  kam  man 
früher,  von  dem  Energiegesetz  ausgehend,  zu  der  Gleichung  (25). 


Sätze  über  die  Entropie,  die  freie  Energie  und  das  thermodynamische 

Potential. 

§  20.  Wir  woUen  jetzt  zu  denjenigen  Formen  des  zweiten  Haupt- 
satzes übergehen,  bei  welchen  der  Begriff  der  Entropie  oder  die  damit  zu- 
sammenhängenden der  freien  Energie  und  des  thermodjnamischen 
Potentials  in  den  Vordergrund  treten.  Um  zu  der  Definition  dieser 
letzteren  Größen  und  zugleicherzeit  zu  den  Sätzen,  um  die  es  sich  jetzt 
handelt,  zu  gelangen,  gehen  wir  auf  das  §  8  betrachtete  beliebige 
System  M  zurück. 

Dasselbe  möge  dieses  Mal  Änderungen  erleiden,  die  keinen  Kreis- 
lauf bilden;  sie  brauchen  ebensowenig  wie  früher  reversibel  zu  sein, 
und  wir  unterwerfen  sie  nur  der  Bedingung,  daß  das  System  sich  so- 
wohl im  Anfangszustande  A  als  auch  im  Endzustande  B  im  Gleich- 
gewicht befinde.  Demzufolge  können  wir  uns  vorstellen,  daß  es  auf 
irgend  einem  umkehrbaren  Wege  in  den  Zustand  A  zurückgeführt  wird. 
Dieser  Übergang  B  — ►  A  soll  übrigens  nur  ein  Kunstgriff  sein,  mittels 
dessen  wir  etwas  über  den  wirklichen  Übergang  A — ►B  erfahren  wollen. 

Die  beiden  Änderungen  zusammen  bilden  einen  Kreisprozeß,  auf 
welchen  wir  die  Gleichung  (3)  anwenden  dürfen.  Dabei  zerfällt  das 
Integral  in  zwei  Teile.  Für  den  ersten,  der  sich  auf  den  wirklichen 
Prozeß  A  — ►  B  bezieht,  schreiben  wir 

B 

dQ 
T 

A 
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Der  zweite  Teil  hat  den  Wert 

eben  weil  der  Übergang  B  — ►  A  umkehrbar  ist,  und  die  Gleichung  (3) 
"reduziert  sich  somit  auf 

B 


/ 


^^  +  VK-ns^o,      (26) 

WO  nur  noch  solche  (Größen  vorkommen,  die  sich  auf  die  wirklich  statt- 
iuidenden  Änderungen,  und  die  vor  und  nach  denselben  bestehenden 
Zustande  beziehen. 

Ist  der  Prozeß  A  — ►  B  umkehrbar,  dann  ist  es  auch  der  ganze 
oben  betrachtete  Kreislauf.  In  diesem  Fall  gilt  also  in  (26)  nur  das 
untere  Zeichen. 

Aus  der  bewiesenen  Formel  können  wir  durch '  Spezialisierung 
mehrere  Sätze  gewinnen. 

a)  Die  Änderungen  mögen  adiabatisch  sein.    Dann  ist 

B 


/ 


^-0 

T 


Jl 

und  wir  finden 


^B^^A^ (27) 

4. 

d.  h.:  bei  adiabatischen  Vorgängen  nimmt  die  Entropie  nie  ab;  sie  bleibt 
konstant,  wenn  der  Vorgang  umkehrbar  ist. 

b)  Die  Temperatur  werde  konstant  erhalten.    Dann  wird  das  erste 
Glied  in  (26) 


t/^« 


und  bedeutet  also  die  mit  T  dividierte,  im  ganzen  vom  System  auf- 
genommene Wärmemenge.  Ist  nun  s  die  Energie  des  Systems  und  TF^^ 
die  von  demselben  geleistete  Arbeit,  so  betragt  nach  dem  Energiegesetz 
die  zugefähiiie  Wärme 

«B-*A+^AB^ 

so  daß,  wenn  man  mit  T  multipliziert 

«b-^a  +  ^ab  +  ^^a-^'Jb^O- 

Wir  setzen  nunmehr 

e^Tti^t, (28) 

welche  Größe  man  die  freie  Energie  des  Systems  nennt;  dadurch  er- 
halten wir 

*B-*A+^AB^O (29) 
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und,  wenn  wir  noch  weiter  dahin  spezialisieren,  daß  bei  der  Umwandlung 
A  — ►  B  keine  Arbeit  geleistet  werden  soll, 

*B<^A (30) 

Also:  Bei  isothermischen  Vorgängen,  die  ohne  äußere  Arbeits- 
leistung verlaufen,  nimmt  die  freie  Energie  nie  zu.  Sie  bleibt  konstant, 
falls  die  Änderungen  reversibel  sind. 

Es  gibt  FäUe,  in  denen  die  Arbeit  sich  durch  einen  Ausdruck  von 
der  Form  (13)  darstellen  läßt,  der  Zustand  aber  durch  T  und  die  Größen 
a^,...%  noch  nicht  völlig  bestimmt  ist.  Dann  sind  Änderungen  mög- 
lich, bei  welchen  die  Größen  a  konstant  bleiben,  und  ist  bei  solchen 
die  Bedingung  TF^^  ^  0  erfüllt.  Speziell  gilt  (30)  für  Änderungen  bei 
konstantem  Yolum,  wenn  die  einzige  äußere  Kraft  der  oft  genannte 
Druck  p  ist. 

c)  Ein  einfacher  Satz  gilt  auch  für  isothermische  Änderungen, 
bei  welchen  nicht  die  Größen  a,, . . .  a„,  sondern  die  denselben  ent- 
sprechenden Eraftkomponenten  A^, . . ,  A^  konstant  bleiben.  Dann  hat 
man  nämlich,  wie  man  aus  dem  Ausdrucke  (13)  ersieht 

^AB=  A(«1B-  «1a)  +  •  •  •  +^nKB-  «nA> 

Setzt  man  nun 

g  =  ^  +  ^iai  +  ...+^„a,, (31) 

so  folgt  aus  (29) 

5b<5a (32) 

Unter  den  jetzt  vorausgesetzten  Umständen  kann  also  ^,  das  so- 
genannte thermodynamische  Potential,  nie  zunehmen.  Es  bleibt 
bei  umkehrbaren  Vorgängen  konstant. 

In  denjenigen  Fällen,  wo  der  Ausdruck  für  die  äußere  Arbeit  die 

Gestalt  pdv  hat,  ist 

i-^+pv (33) 

und  gilt  (32)   für  Änderungen,  die  unter  konstantem  Druck  erfolgen. 

§  21.  Abgesehen  von  den  in  b  und  iy  eingehenden  additiven  Kon- 
stanten haben  sowohl  die  freie  Energie,  als  auch  das  thermodynamische 
Potential  für  jeden  Gleichgewichtszustand  eines  Körpers  einen  bestimmten 
Wert.  Wenn  wir  also  jetzt  eine  so  große  Zahl  von  Koordinaten  ay^, . ..  a^ 
einführen,  daß  diese  in  Verbindung  mit  T  den  Zustand  völlig  angeben, 
so  kann  man  ^  und  t,  als  Funktionen  von  a^, .  .  .  a^,  T  betrachten. 
Man  kann  aber  auch  ebensogut  die  Kraftkomponenten  A^, .  .  .  A^  mit 
der  Temperatur  als  unabhängige  Variablen  einfahren. 

Indes  ist,  wenn  die  Formeln  einfach  bleiben  sollen,  die  Wahl  nicht 
gleichgültig.  Aus  (28)  ergibt  sich  nämlich  für  eine  unendlich  kleine 
umkehrbare  Zustandsänderung 

dtl;^d€  —  Tdrj-rjdT, 
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also,  da  Tdi]  die  aufgenommene  Wärme  bedeutet  und  folglich  de  —  Tdrj 
die  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  genommene  Arbeit  des  Systems  ist, 

d^^—A^da^ Ä^da^—rjdT,        .     .     .     (34) 

Dieses  zeigt,  daß  man,  wenn  man  die  Änderungen  der  freien  Energie 
Terfolgen  will,  am  besten  die  Koordinaten  a  mit  der  Temperatur  T  als 
unabhängige  Variablen  wählt.     Dann  wird 

H^-i? (36) 

Anderseits  folgt  aus  (31)  und  (34) 

d^  =  CL^dÄ^-] +  a^dJ.„—  r^dT 

und  es  empfiehlt  sich  also  bei  Betrachtungen  über  das  thermodynamische 
Potential  T  und  die  Eraftkomponenten  Ä^, .  .  .  Ä^  als  unabhängige  Va- 
riablen zugrunde  zu  legen. 

Speziell  drücken  wir  in  dem  vp-Faü.  ^  in  v  und  T,  g  aber  in 
p  und  T  aus,  infolgedessen 

dv — P'     är""""^ ^^^ 

und 

g  =  ^      WT=--^ (38) 

wird. 

Was  die  Entropie  betrifft,  so  betrachtet  man  diese  am  besten  als 
eine  Funktion  von  dem  Volum  v  und  der  Energie  £.    Man  hat  nämlich 

dQ  =  de  +pdv, 


tmd  also  nach  (7) 


80  daß 


/7^      ^l+_pdv 

dn      1        dn  _P        (39>, 


a«     T'     dv     T 

ist. 

§  22.  Solange  wir  ims  an  die  gegebenen  Definitionen  halten,  kann 
bei  einem  System,  das  sich  nicht  in  einem  Gleichgewichtszustande  be- 
findet, weder  von  Entropie,  noch  von  freier  Energie  oder  thermo- 
dynamischem  Potential  die  Rede  sein.  Steht  z.  B.  über  einer  Flüssig- 
keit eine  Dampfmasse,  die  nicht  gerade  die  für  das  Gleichgewicht  er- 
forderliche Dichte  hat,  dann  können  wir  nicht  sagen,  das  System  besitze 
eine  bestimmte  freie  Energie.  Indes  kann  man  diesen  Fall  leicht  in 
einen  anderen  verwandeln,  auf  welchen  unsere  Definitionen  anwendbar 
sind.  Trennen  wir  nämlich  die  Flüssigkeit  imd  den  Dampf  durch  eine 
Zwischenwand,  so  dürfen  wir  den  beiden  Stoffmengen  zusammen  eine 
freie  Energie,  gleich  der  Summe  der  für  beide  geltenden  Einzelwerte 
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zuschreiben.  Denselben  Kunstgriff  können  wir  auch  in  anderen  Fallen 
anwenden,  wo  ein  System  ans  zwei  oder  mehr  nebeneinander  liegenden 
Teüen  mit  verschiedenen  Eigenschaften,  aus  zwei  oder  mehr  Phasen, 
wie  man  sagt,  zusammengesetzt  ist. 

Streng  genommen  ist  hierbei  folgender  Umstand  zu  beachten.  Zwei 
Phasen  sind  wohl  nie  durch  eine  mathematische  Fläche  scharf  vonein- 
ander getrennt;  viehnehr  haben  wir  uns  zwischen  denselben  eine  dünne 
Übergangsschicht  vorzustellen,  deren  Dicke  und  Eigenschaften  durch 
die  Molekularwirkungen  bestimmt  werden.  Es  ist  nun  offenbar  un- 
mögUch,  eine  feste  Wand  dazwischen  zu  schieben,  ohne  die  Übergangs- 
Schicht  zu  zerstören;  einige  Änderung  in  dem  Zustande  der  beiden 
Teile  des  Systems  ist  also  bei  der  Trennung  unvermeidlich.  Wenn  wir 
uns  aber  auf  Fälle  beschränken,  wo  die  Wirkungen  in  der  Grenzschicht 
den  anderen  in  Betracht  kommenden  gegenüber  in  den  Hintergrund 
treten,  können  wir  von  dieser  Komplikation  absehen.  Man  sieht  leicht, 
daß  dann  die  Betrachtungen  von  §  8,  sowie  die  daraus  gezogenen 
Schlüsse  ihre  Gültigkeit  auch  dann  behalten,  wenn  man  sich  vorstellt, 
daß  im  Laufe  des  mit  dem  System  M  ausgeführten  Prozesses  Phasen 
in  beliebiger  Weise  voneinander  getrennt  oder  wieder  in  Berührung 
gesetzt  werden;  auch  werden  diese  Hilfsoperationen  keine  nennenswerten 

Beiträge  zu  dem  Integral    /  -^  liefern. 

Gesetzt  nun,  ein  Raum  von  konstanter  Größe  enthalte  im  Anfang 
nebeneinander  Wasser  und  Wasserdampf,  vorläufig  noch  mit  einer 
Scheidewand  dazwischen;  wir  können  dann  von  einem  Anfangswerte 
^j^+  ^g^  der  freien  Energie  reden,  da  sowohl  dem  Wasser  wie  auch 
dem  Dampfe  ganz  bestimmte  Werte,  ^^^  und  ^^^  zukommen.  Wir  ent- 
fernen jetzt  die  Zwischenwand  und  überlassen  das  System  bei  konstanter 
Temperatur  der  Wirkung  seiner  inneren  Kräfte;  nach  einiger  Zeit  trennen 
wir  die  Phasen  aufs  neue  voneinander.  Dadurch  wird  ein  Endzustand  B 
erreicht,  für  welchen  die  freien  Energien  die  Werte  %l>^^  imd  ^^^  haben, 
die  wir  wieder  zueinander  addieren  dürfen. 

Da  nun  der  Anwendung  unserer  Sätze  nichts  mehr  im  Wege  steht, 
so  schließen  wir 

wir  dürfen  somit,  ohne  weiter  an  die  Scheidewände  zu  denken,  be- 
haupten, daß  der  Satz  von  der  freien  Energie  auch  für  Systeme,  die 
aus  mehreren  Phasen  bestehen,  zutrifft,  wenn  wir  unter  der  freien  Energie 
des  Ganzen  die  Summe  der  freien  Energien  der  einzelnen  Phasen  ver- 
stehen. 

§  23.  In  ähnlicher  Weise  können  wir  die  Sätze,  die  sich  auf  die  En- 
tropie und  das  thermodynamische  Potential  beziehen,  aufrecht  erhalten. 
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Auch  gilt  nnser  Schluß^  wie  groß  die  Zahl  der  Phasen  sein  möge;  voraus- 
gesetzt jedoch;  daß  es  wirklich  möglich  ist;  sie  ohne  merkliche  Ände- 
rung ihrer  Zustande  voneinander  zu  trennen.  Wir  haben  z.  B.  keinen 
Fehler  zu  befürchten,  wenn  wir,  nachdem  wir  eine  der  Schwerkraft 
unterworfene  Gasmasse  in  unendlich  dünne  horizontale  Schichten  zer- 
legt habeu;  die  freie  Energie  des  Granzen  als  die  Summe  der  den  ein- 
zelnen Teilen  zukommenden  freien  Energien  auffassen;  Schichten,  die 
insofern  unendUch  dünn  genannt  werden  können,  als  in  jeder  für  sich 
das  Gas  als  homogen  angesehen  werden  kanU;  können  ja  im  Vergleich 
zu  dem  Wirkungskreise  der  Molekularkrafte  so  dick  sein,  daß  sie  ohne 
Störung  ihres  inneren  Zustandes  voneinander  gesondert  werden  können. 
Dagegen  ist  es  nicht  ohne  weiteres  gerechtfertigt,  die  Grenzschicht 
selbst;  die  zwei  Phasen  voneinander  trennt;  in  noch  viel  dünnere  Schichten 
zu  teilen  und  jedem  dieser  Elemente  einen  gewissen  Anteil  an  der  ge- 
samten freien  Energie  zuzuschreiben.  Auf  unserem  jetzigen  Standpunkt 
können  wir  nur  mit  der  Schicht  in  ihrer  vollen  Dicke  und  in  der  Vor- 
aussetzung; daß  das  Gleichgewicht  sich  eingestellt  habe,  den  Begriff 
einer  freien  Energie  von  bestimmter  Größe  verbinden. 

§  24.  Wir  haben  uns  noch  eine  andere  wichtige  Frage  vorzulegea 
Nachdem  wir  die  Formeln  (27),  (30)  und  (32)  gewonnen  hatten,  be- 
merkten wir,  daß  in  denselben  nur  das  untere  Zeichen  gilt;  sobald  die 
Erscheinungen  umkehrbar  sind.  Dürfen  wir  nun  umgekehrt;  wenn  wir 
es  mit  Vorzügen  zu  tun  haben;  die  gewiß  irreversibel  sind;  das  untere 
Zeichen  streichen  xmd  behaupten;  daß  die  betrachtete  Funktion,  Entropie, 
freie  Energie  oder  thermodjnamisches  Potential,  sich  wirklich  in  der 
durch  die  Formeln  zugelassenen  Richtung  ändern  wird?  Die  Erfahrung 
scheint  zugunsten  dieser  Auffassung  zu  sprechen;  sie  bietet  uns  manche 
Fälle,  in  welchen,  vorausgesetzt,  daß  die  für  die  Gültigkeit  unserer 
Sätze  erforderlichen  Nebenbedingungen  erfüllt  sind,  eine  Vergrößerung 
der  Entropie,  eine  Abnahme  der  freien  Energie,  bezw.  des  thermo 
dynamischen  Potentials  tatsächlich  eintritt.  Als  einfachste  Beispiele 
können  wir  ein  G^,  das  sich  in  einen  ihm  plötzlich  zur  Verfügung 
gestellten  leeren  Raum  stürzt,  oder  zwei  Körper  von  verschiedener 
Temperatur,  die  miteinander  in  Berührung  gesetzt  werden,  anführen. 
Wenn  in  dem  ersten  Fall  die  Temperatur  konstant  erhalten  wird,  hat 
sich  am  Ende  bloß  das  Volum  des  Gases  vergrößert,  und  es  ist 
also,  wie  sich  sofort  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (37)  ergibt, 
if  kleiner  geworden,  obgleich  keine  äußere  Arbeit  geleistet  worden  ist. 
Daß  im  zweiten  Fall,  wenn  die  beiden  Körper  keine  Wärme  mit  an- 
deren austauschen,  ihre  gesamte  Entropie  infolge  des  Wärmeüberganges 
vom  wärmeren  zum  kälteren  Körper  zunehmen  wird,  brauche  ich  nicht 
weiter  zu  erklären.     Die  Betrachtung  weniger  einfachen  Prozesse  be- 
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statigt  die  Folgenmgen,  die  wir  aus  diesen  Beispielen  ziehen,  und  es 
dürfte  schwer  halten^  einen  nicht  umkehrbaren  Prozeß  zu  nennen,  bei 
welchen  die  Änderungen  von  Entropie,  freier  Energie  und  thermo- 
dynamischem  Potential,  von  welchen  in  unseren  Sätzen  die  Rede  ist, 
nicht  stattfinden.  Wenn  auch  mit  einem  gewissen  Vorbehalt  sprechen 
wir  daher  den  Satz  aus:  Bei  einem  nicht  umkehrbaren  Prozeß  nimmt 
die  Entropie  zu,  wenn  er  ohne  äußere  Wärmezu-  oder  -abfuhr  verläuft, 
die  freie  Energie  nimmt  dagegen  ab,  wenn  die  Temperatur  konstant  er- 
halten und  keine  Arbeit  geleistet  wird.  Bleiben  sowohl  die  Temperatur 
als  auch  die  äußeren  Kräfte  A  (§  12),  z.  B.  der  Druck  p,  konstant, 
dann  wird  das  thermodynamische  Potential  verkleinert. 

§  25.  Die  im  vorhergehenden  enthaltenen  Aussagen,  insbesondere 
die,  welche  sich  auf  die  freie  Energie  beziehen,  zeigen  eine  gewisse 
Ähnlichkeit  mit  dem  Satze  der  Mechanik,  nach  welchem,  wenn  ein 
Körper  durch  ein  System  konservativer  Kräfbe  in  Bewegung  gesetzt 
wird,  die  diesen  Kräften  entsprechende  potentielle  Energie  abnimmt. 
Ebenso  wie  man  nun  sagen  kann,  daß  der  Körper,  falls  keine  anderen 
als  die  genannten  Kräfte  auf  ihn  wirken,  eine  Lage,  in  der  er  anfänglich 
in  Ruhe  ist,  gewiß  verlassen  wird,  sobald  bei  irgend  einer  unendlich 
kleinen  Verrückung  die  potentielle  Energie  abnimmt  um  einen  Betrag, 
der  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein  ist,  trifft  es  auch  manchmal 
zu,  daß  eine  Umwandlung,  die  (vorausgesetzt,  daß  die  oft  genannten 
Nebenbedingungen  erfüllt  seien)  zu  einem  kleineren  Wert  der  freien 
Energie  führen  kann,  auch  wirklich  stattfindet.  Jedoch  ist  hier  Vor- 
sicht geboten.  In  dem  mechanischen  Problem  entscheiden  die  Werte 
der  potentiellen  Energie  in  Lagen,  die  der  ursprünglichen  unendlich 
nahe  liegen,  über  das  Zustandekommen  der  Ortsveränderung.  Eine  Be- 
wegung, durch  welche  zwar  eine  entferntere  Lage  von  kleinerer  poten- 
tiellen Energie  erreicht  werden  könnte,  die  aber  mit  einem  kleinen  An- 
wachs  derselben  einsetzen  müßte,  wird  nicht  entstehen,  es  sei  denn,  daß 
irgend  ein  äußerer  Bewegangsantrieb  dem  Körper  gleichsam  über  die 
erste  Schwierigkeit  hinweg  hilft.  Ebenso  ist  es  ganz  gut  möglich,  daß 
es  Zustände  gibt,  in  welchen  die  freie  Energie  eines  Systems  kleiner  ist 
als  in  dem  Zustand,  den  es  augenblicklich  hat,  und  in  die  es  dennoch 
nicht  übergeht,  weil  die  freie  Energie  in  den  ersten  Stadien  der  Um- 
wandlung zunehmen  müßte;  hier  ist  z.  B.  an  die  Fälle  zu  denken,  in 
welchen  die  ersten  Mengen  einer  neuen  Phase  in  Form  ganz  kleiner 
Blasen,  Tröpfchen  oder  Kristalle  entstehen.  Sollte,  was  diese  Zwischen- 
zustände betrifft,  der  Begriff  der  freien  Energie  seine  Anwendbarkeit 
verlieren,  so  ließe  ims  die  Thermodynamik  bei  der  Frage,  ob  eine 
Änderung  wirklich  stattfinden  werde,  ganz  und  gar  im  Stich.  Übrigens 
ist  auch  nicht  aus  dem  Auge  zu  verlieren,  daß  vielleicht  innere  Wider- 
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stände^  die  den  Reibungskräften  der  Mechanik  einigermaßen  vergleichbar 
sind^  hemmend  auf  die  Umwandlungen  wirken  können. 

Trotz  dieser  Komplikationen  ist  die  Tendenz  der  freien  Energie, 
einen  kleineren  Wert  anzunehmen,  nicht  zu  verkennen.  Darauf  beruht 
die  Bedeutung,  welche  diese  Größe  für  die  Betrachtung  von  Umwand- 
lungen verschiedenster  Art  und  für  das  Studium  der  physikalischen 
und  chemischen  Gleichgewichte  gewonnen  hat.  Wir  sperren  irgend  ein 
System  von  Körpern  in  ein  Gefäß  von  konstantem  Volumen  ein  und 
überlassen  es  sich  selbst,  indem  wir  die  Temperatur  konstant  erhalten. 
Es  werden  sich  dann  solche  Umwandlungen  abspielen,  bei  welchen  die 
freie  Energie  einem  Minimum  zustrebt-,  ist  dieses  erreicht,  dann  sind 
auch  die  Veränderungen  zu  Ende  gekommen.  Obgleich  bei  einer  Be- 
trachtung dieser  Art  einiger  Zweifel  darüber  bestehen  kann,  ob  die 
Umwandlungen  wirklich  stattfinden  werden,  so  können  wir  uns  doch 
darauf  verlassen,  daß,  wenn  einmal  der  durch  einen  Minimalwert  der 
freien  Energie  charakterisierte  Zustand  besteht,  das  System  im  Gleich- 
gewicht, und  zwar  in  stabilem  Gleichgewicht  sein  wird.  Es  kann  dann 
nicht  von  selbst  in  einen  benachbarten  Zustand  übergehen,  da  dies 
notwendig  eine  Zunahme  der  freien  Enei^e  herbeiführen  würde.  Hat 
aber,  infolge  einer  äußeren  Einwirkung,  eine  kleine  Störung  statt- 
gefunden, dann  wird  das  System  sich  gewiß  nicht  noch  weiter  von 
seinem  Gleichgewichtszustande  entfernen. 

Den  vorstehenden  ganz  ähnliche  Erwägungen  lassen  sich  auch 
dann  anstellen,  wenn  man  entweder  die  Entropie  oder  das  thermo- 
dynamische  Potential  der  Betrachtimg  unterzieht,  und  dabei  jedesmal 
die  angemessene  Nebenbedingung  beachtet. 

§  26.  Wir  hatten  die  Sätze  über  die  freie  Energie  gewonnen,  in- 
dem wir  in  der  Formel  (29)  das  Glied  TF^^,  welches  die  vom  System 
verrichtete  Arbeit  darstellt,  gleich  Null  setzten.  Ebenso  einfache  Er- 
gebnisse bekommen  wir  aber  auch,  wenn  wir  annehmen,  daß  bei  den 
Umwandlungen  gewisse  äußere  Kräfte,  wie  die  Schwerkraft,  für  welche 
eine  potentielle  Energie  x  existiert,  eine  Arbeit  leisten.  Da  TT^^  die 
Arbeitsleistung  des  Systems  bedeutet,  so  können  wir  diese  Größe  durch 
die  mit  dem  negativen  Vorzeichen  genommene  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  ersetzen.     Letztere  hat  den  Wert  Xa'^'Xb-     ^^  ^^^  daher 

und  (29)  verwandelt  sich  in 

^b  +  Xb<K+Xj, (40) 

Die  einzige  Änderung,  welche  die  Berücksichtigung  der  äußeren 
Kräfte  zur  Folge  hat,  besteht  also  daiin,  daß  wir  ^  durch  t  +X  er- 
setzen müssen. 

Lorents,  WUsenichaftliohe  Abhandlungen.  15 
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Es  läge  ntui  nahe^  diese  letztere  Summe  als  freie  Energie  zu  be- 
zeidmen,  dpch  wollen  wir  das,  um  jede  Verwirrung  zu  vermeiden,  nicht 
tun.  Wir  wollen  imter  freier  Energie  auch  jetzt  noch  die  Funktion  ^ 
verstehen,  die,  wie  aus  den  Ableitungen  erhellt,  lediglich  von  dem 
inneren  Zustande  der  Teile  des  Systems  abhängt;  zu  dieser  addieren 
wir,  wenn  nötig,  die  potentielle  Energie  %-  Gibt  es  außer  den  Kräften, 
zu  welchen  letztere  gehört,  noch  andere,  bei  deren  Überwindung  das 
System  eine  Arbeit  TT^^  leistet,  dann  gilt 

(*B  +  ZB)-(*A+ZA)+TrlB^O (41) 

Wir  hätten  übrigens  schon  bei  der  in  §  8  durchgeführten  Betrach- 
tung, welche  die  Grundlage  für  alles  Folgende  war,  die  Existenz  eines 
beliebigen  konservativen  Eräftesystems  berücksichtigen  können  Nur 
hätten  wir  dann,  jedesmal  wenn  von  einem  Zustande  des  Systems 
die  Rede  war,  nicht  nur  an  den  inneren  Zustand,  sondern  auch  an  die 
Lage  des  Systems  oder  der  einzelnen  Teile  denken  müssen.  Verfahren 
wir  in  dieser  Weise,  so  braucht  an  (3)  und  (26)  nichts  geändert  zu 
werden.  Auch  die  Gleichungen  (28)  und  (29)  behalten  ihre  Gültigkeit, 
vorausgesetzt,  daß  wir  unter  e  die  Summe  der  inneren  Energie  und 
der  potentiellen  Energie  verstehen,  unter  ^  das,  was  wir  oben  t  +% 
genannt  haben,  und  unter  TF^^  die  Arbeit  des  Systems  mit  Ausschluß 
desjenigen  Teils,  der  den  von  x  abhängigen  Kräften  entspricht. 

§  27.  Es  möge  jetzt  ein  Beispiel  der  Anwendung  folgen.  Ein 
Baum  von  unveränderlicher  Grröße  enthalte  eine  gegebene  Menge  eines 
flüssigen  oder  gasförmigen  Körpers,  auf  den  gewisse  konservative  äußere 
Kräfte  wirken;  es  soll  angegeben  werden,  wie  sich  im  Gleichgewichts- 
zustand die  Substanz  über  den  Raum  verteilt.  Dabei  nehmen  wir  an, 
daß  die  Zusammensetzung  des  Körpers  an  allen  Stellen  die  gleiche  und 
unveränderlich  ist,  so  daß  wir  keinen  Anlaß  haben,  verschiedene  Be- 
standteile oder  Komponenten  in  demselben  zu  unterscheiden,  imd  daß 
die  Dichte  kontinuierlich  von  Punkt  zu  Pimkt  variiert,  m.  a.  W.,  daß 
nicht  etwa  eine  Trennung  in  eine  flüssige  und  eine  gasförmige  Phase 
stattfindet.  Auch  denken  wir  ims,  daß  die  Temperatur  auf  konstanter 
Höhe  gehalten  wird;  diese  Voraussetzung  machen  wir,  damit  es  ims 
möglich  sei,  das  Problem  mit  Hilfe  der  freien  Energie  zu  lösen. 

Es  seien  dS  ein  beliebiges  Yolumelement,  p  die  in  demselben  be- 
stehende Dichte,  ^  und  x  die  freie  und  die  potentielle  Energie  der 
Masseneinheit  bei  der  Dichte  q  und  in  der  Lage,  welche  dS  hat.  Dann 
ist  die  Summe  der  beiden  Energien  für  das  eine  Element 

und  für  das  ganze  System 

^  -/?  if  +  X)  dS, 
WO  über  den  gegebenen  Saum  zu  integrieren  ist. 
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um  jetzt  den  Zustand,  in  welchem  W  ein  Minimum  ist,  zu  be- 
stimmen, betrachten  wir  irgend  eine  von  diesem  Zustande  aus  statt- 
findende unendlich  kleine  Variation  und  setzen,  indem  wir  die  Ände- 
rungen, welche  die  in  Betracht  kommenden  Größen  dabei  erleiden,  durch 
ein  vorgesetztes  d  andeuten. 

In  einem  bestimmten  Raumelement  kann,  während  x  konstant 
bleibt,  Q  eine  Änderung  Sq  erfahren,  und  das  wird  auch  eine  Variation 
von  ^  zur  Folge  haben.  Diese  Große  hängt  nämlich  von  dem  Volum  v 
der  Masseneinheit  ab,  also  auch  von  der  Dichte  q,  die  mit  v  durch  die 
Gleichung 

^-^ (42) 

verbunden  ist.     Folglich  ist,  da  T  konstant  bleibt. 

Die  Gleichgewichtsbedingung  ist  daher 

ÖW-^f(t  +  Z-^^^)8f,dS^0,    ....     (43) 

und  zwar  muß  dies  erföUt  sein  für  alle  zulässigen  Werte  von  öq,  d.  h. 
für  alle,  welche  verträglich  sind  mit  der  Bedingung 


föQ 


welche  die  Konstanz  der  gesamten  Masse 

IfdS^'M (44) 


/. 


ausdrückt. 

Daraus  folgt  nach  einem  bekannten  Satze,  daß  der  Faktor,  mit 
welchem  dgdS  in.  dem  Integral  (43)  multipliziert  ist,  an  allen  Stellen 
des  Raumes  denselben  Wert  haben  muß,  also 

^  +  ^-78-1  =  ^' (45) 

wo  nur  noch  die  Konstante  C  zu  bestimmen  ist.  Das  ist  wirklich 
möglich,  sobald  man  die  freie  Energie  ^  als  Funktion  von  v  oder  q 
kennt.  Löst  man  nämlich  die  Gleichung  (45)  nach  q  auf  (wobei  sich 
wegen  des  Auftretens  von  x  ^^  ^on  den  Koordinaten  x,  y,  z  abhängiges 
Resultat  ergeben  wird)  und  substituiert  man  den  gefundenen  Wert  in  (44), 
so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung,  die  zur  Bestimmung  von  G  dienen 
kann,  sobald  die  Gesamtmasse  M  gegeben  ist. 

§  28.  Wir  haben  noch  zu  untersuchen,  ob  die  gefundene  Lösung 
wirklich  W  zu  einem  Minimum  macht.  Zu  diesem  Zwecke  treiben 
wir  bei  der  Berechnung  von  8"^  die  Genauigkeit  etwas  weiter,  indem 

16* 
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wir  Glieder,  die  von  der  Ordnung  (SgY  sind  (wir  schreiben  hierf&r 
einfach  Sq')  beibehalten.    Nach  dem  Taylor 'sehen  Satze  ist 

nnd  man  hat  also,  da  noch  immer 

ist,  und  da  die  Glieder  der  ersten  Ordnimg  in  d  ^  wegen  der  Beziehung 
(45)  verschwinden, 

Führen  wir  nun  statt  p  das  spezifische  Volumen  v  =  —  als  unab- 
hängige Variable  ein,  dann  wird 


<•*-*, 


Daraus  folgt,  daß  d  W  positiv  und  also  W  ein  MinirnnTn  ist,  wenn  fQr 
alle  vorhandenen  Werte  der  Dichte  J^  negativ  ist,  d.  h.  wenn  der  StoflF, 

in  jedem  Volumelemente   für   sich   betrachtet,    sich   im    stabilen   Zu- 
stande befindet. 

§  29.  Mit  Rücksicht  auf  (42),  (37)  und  (33)  läßt  sich  (45)  auch 
auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen 

t-v^  +  X-C,     t+pv  +  x-C,      ^+x-C.      .    (46) 

Übrigens  ist  die  Gleichung  gleichbedeutend  mit  der  bekannten  Be- 
dingung für  das  statische  Gleichgewicht.  Um  das  zu  sehen,  bedenken 
wir,  daß  x  ^^^  ^  (oder  q)  von  den  Koordinaten  x,  y,  z  abhängen. 
Wenn  wir  die  erste  der  Gleichungen  (46)  nach  x  differentieren,  so  er- 
halten wir,  da  C  konstant  ist, 

dv*  dx       dx         ' 
also,  wenn  wir  mit  q  multiplizieren  und  (37)  berücksichtigen, 
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zu  welcher  Gleichung  sich  noch  die  beiden  analogen 


gesellen. 


dx  dx  dx 


Da  —  ^ ,  —  J'-  j  —  -^  die  Komponenten  der  auf  die  Massen- 
einheit wirkenden  äußeren  Kraft  sind^  so  drücken  die  drei  Formebi 
wirklich  das  Oleichgewicht  zwischen  den  auf  ein  Yolumelement  wir- 
kenden Kräften  aus. 

Für  ein  yoUkommenes Gks,  d.h.  für  ein  solches^  das  dem  Bojle' sehen 
Gesetz  folgt ,  ist  pv  konstant;  die  zweite  der  Gleichungen  (46)  liefert 
daher  das  einfache  Resultat^  daß  im  Gleichgewichtszustande  die  für  die 
Masseneinheit  genommene  Summe  der  freien  und  der  potentiellen  Energie 
an  allen  Stellen  den  gleichen  Wert  hat.  Die  Zunahme  der  potentiellen 
Energie,  welche  in  einer  der  Schwerkraft  ausgesetzten  Säule  nach  oben 
hin  besteht,  wird  gerade  kompensiert  durch  die  mit  der  Verminderung 
der  Dichte  zusammenhängende  Abnahme  der  freien  Energie. 

§  30.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  sich  das  in  §  27  gestellte  Problem 
mit  Hilfe  des  Entropiegesetzes  behandeln  läßt.  Zur  Vereinfachung  setzen 
wir  wieder  voraus,  daß  die  den  Körper  einschließenden  Wände  unbeweg- 
lich sind;  bei  den  vorzunehmenden  Variationen  braucht  dann  an  den 
Volumelementen  selbst  nichts  geändert  zu  werden.  Ferner  bezeichnen 
wir  für  die  in  dem  Elemente  dS  befindliche  Substanz  mit  £  und  ri  die 
pro  Volumeinheit  bestehende  innere  Energie  und  Entropie;  wir  fassen 
(§  21)  letztere  Größe  als  eine  Funktion  von  t;  und  e  auf.  Die  Gesamt- 
entropie ist  ^ 

und  die  Gleichgewichtsbedingung  besteht  darin,  daß  bei  Vernachlässigung 
von  Größen  zweiter  Ordnung  die  Variation  dieses  Integrals  verschwinden 
soll.  Dabei  sind  jetzt  zwei  Nebenbedingungen  zu  berücksichtigen,  weil 
nicht  nur  die  gesamte  Masse  (44),  sondern  auch  die  Energie  des  ganzen 
Systems  ^ 

unvariiert  bleiben  soll,  letzteres  weil  die  Variation  ohne  äußere  Wärme- 
zufuhr, also,  da  die  Wände  xmbeweglich  sind,  ohne  Änderung  der  Ge- 
samtenergie geschehen  muß. 

In  jedem  Volumelement  können  sich  t;  und  e  ändern,  wobei  zu 
bemerken  ist,  daß  die  Variation  von  s  sowohl  von  einer  Dichte-  als 
auch  von  einer  Temperaturänderung  herrühren  kann. 

Die  gesuchte  Bedingung  wird  nun 
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oder,  wenn  man  (39)  beachtet, 

und  zwar  muß  diese  Gleichung  erfüllt    sein   für  alle  Variationen  dv 
und  Sa,  welche  mit 

df^dS^O    und    sf^(e  +  z)dS^O,. 
d.  h.  mit 

f^ävdS^O (48) 

und 

f[-i{e  +  x)Sv  +  ^de}dS=0    ....     (49) 

verträglich  sind. 

Wir  verfahren  nun  femer  nach  einer  bekannten  mathematischen 
Methode.  Wir  multiplizieren  die  Gleichungen  (48)  und  (49)  mit  Größen 
Ci  und  Cg,  die  konstant  sind,  d.  h.  nicht  etwa  von  einem  Volumelement 
zum  anderen  variieren,  addieren  dann  beide  Gleichungen  zu  (47)  und 
setzen  den  Eoef&zienten  jedes  einzelnen  dv  und  de  der  Null  gleich.  So 
erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen 

und 

deren  letztere   aussagt,   daß   die  Temperatur   in   allen  Volumelementen 
denselben  Wert  —  ^r  haben  muß.    Für  die  erste  Gleichung  aber  können 

wir  schreiben,  wenn  wir  C^  durch ^  ersetzen,   und  mit  v^T  mul- 
tiplizieren, 

was,  da  C^T  konstant  ist,  genau  mit  (45)  übereinstimmt. 

Bei  den  ziemlich  komplizierten  Rechnungen,  mittels  welcher  man 
jetzt  nachweisen  kann,  daß  die  Entropie  in  der  Tat  ein  Maximum 
wird,  wollen  wir  uns  hier  nicht  aufhalten;  es  war  uns  nur  darum  zu 
tun,  die  Äquivalenz  der  beiden  Methoden  hervortreten  zu  lassen. 

Es  verdient  ganz  besondere  Beachtung,  daß  diese  Gleichwertigkeit 
sich  auf  alle  ähnlichen  Fälle  erstreckt,  und  daß  man  im  allgemeinen 
die  Frage  nach  dem  Gleichgewichtszustande  eines  Systems  ebenso  gut 
wie  nach  der  Methode  der  freien  Energie  auch  mit  Hilfe  der  Entropie, 
in  manchen  Fällen  auch  durch  Betrachtungen  über  das  thermodyna- 
mische  Potential  beantworten  kann.  Dabei  bekommt  man,  wenn  man 
richtig  verfährt,  immer  dieselben  Resultate.   Wie  es  mit  einem  Körper 
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beschaffen  ist^  kann  ja  nicht  von  den  mathematischen  Kunstgriffen^ 
mittels  welcher  wir  es  zn  erforschen  versachen,  abhängen.  Derselbe 
Oleichgewichtszustand  hat  eben  die  Eigenschaft ,  daß  unter  gewissen 
Umständen  die  Variation  der  freien  Energie,  unter  anderen  die  der 
Entropie  verschwindet. 

Insofern  die  in  Anwendung  kommenden  Sätze  alle  einer  gemein- 
samen Wurzel;  als  welche  man  den  in  §  8  abgeleiteten  Satz  betrachten 
kann,  entspringen,  ist  die  Übereinstimmung  der  Resultate  auch  sehr 
wohl  begreiflich. 

Umwandlungen  bei  konstanter  Temperatur. 

§  31.  Wenn  man  sich  von  vornherein  auf  Vorgänge  beschränkt, 
die  bei  einer  bestimmten  Temperatur  stattfinden,  was  für  manche  An- 
wendung ausreicht,  so  kann  man  die  in  §  8  mitgeteilte  Beweisführung 
erheblich  vereinfachen.  Es  genügt  dann,  mit  dem  System  M  einen 
beliebigen  isothermischen  Kreisprozeß  auszuführen;  indem  wir  dem 
Reservoir  ü  die  Temperatur  geben,  welche  das  Syptem  fortwährend 
haben  soll,  und  es  mit  diesem  letzteren  in  direkte  Berührung  bringen, 
können  wir  der  Hilfskörper,  die  uns  zur  Übertragung  der  Wärme  dien- 
ten, ganz  entbehren.     Der  Schluß  lautet  jetzt 


fdQ^O, 


wo  wieder  bloß  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  wenn  der  Prozeß 
in  allen  seinen  Teilen  umkehrbar  ist,  d.  h.  bei  einem  isothermischen 
reversiblen  Kreislauf  wird  im  ganzen  weder  Wärme  aufgenommen  noch 
abgegeben.  Folglich  ist  auch  die  algebraische  Summe  der  durch  das 
System  geleisteten  Arbeitsbeträge  Null. 

Man  ist  seit  langer  Zeit  überzeugt,  daß  es  keine  Maschine  geben 
kann,  die  unaufhörlich  arbeitet,  ohne  durch  äußere  Einflüsse  dazu  in 
den  Stand*  gesetzt  zu  werden;  das  wäre  ein  Perpetuum  mobile.  Die 
Thermodynamik  zeigt  uns  jetzt,  daß  man  ebensowenig  eine  Vorrichtung 
konstruieren  kann,  in  der  alles  die  gleiche  Temperatur  hat,  und  die 
immerfort  arbeitet  auf  Kosten  der  Energie,  die  sie  aus  einem  Wärme- 
behälter von  dieser  Temperatur  schöpft.  Man  drückt  das  oft  dadurch 
aus,  daß  man  sagt,  ein  Perpetuum  mobile  zweiter  Art  sei  unmöglich. 

Der  Satz,  daß  bei  einem  umkehrbaren  isothermischen  Kreislauf  die 
Gesamtarbeit  Null  ist,  läßt  sich  in  vielen  Fällen  mit  Vorteil  anwenden. 
Wir  bringen  z.  B.  einen  festen  dielektrischen  Körper  in  ein  elektrisches 
Feld,  erteilen  ihm  dann  irgend  eine  Deformation,  entfernen  ihn,  nach- 
dem dies  geschehen  ist,  aus  dem  Felde  und  heben  schließlich  die  De^ 
formation  auf.  Bei  Betrachtung  dieser  Reihe  von  Operationen  stellen 
sich  interessante  Beziehungen  heraus  zwischen  dem  Einfluß,  den  einer- 
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seits  die  Formänderungen  auf  die  elektrischen  Eigenschaften,  und  dem 
Einfluß,  den  anderseits  elektrische  Kräfte  auf  Gestalt  und  Große  des 
Körpers  haben. 

Ein  bemerkenswertes  Beispiel  ist  auch  die  von  Maxwell  her- 
rührende Bestimmung  des  Druckes  eines  gesättigten  Dampfes  mit  Zu- 
grundelegung der  Isotherme,  welche  für  die  betreffende  Substanz  gelten 
würde,  wenn  sie  bei  der  Kompression  fortwährend  homogen  bliebe. 
Diese  Kurve  steigt,  wenn  man  sie  von  rechts  nach  links  durchläuft 
(vgl.  §  6),  zuerst  bis  zu  einem  Punkte  Ä,  wo  der  Druck  ein  Maximum 
wird;  dann  senkt  sie  sich  über  eine  gewisse  Strecke  und  steigt  erst 
wieder,  nachdem  sie,  wir  wollen  sagen  in  einem  Punkte  B,  ein  Minimum 
erreicht  hat.  Der  Teil  links  von  B  entspricht  dem  flüssigen,  der  Teil 
rechts  von  Ä  dem  gasförmigen  Zustande,  während  die  Punkte  zwischen 
Ä  und  B  labile  Zustände  darstellen.  Eine  horizontale  Linie,  in  einer 
durch  den  gesuchten  Druck  bestimmten  Höhe  gezogen,  schneidet  die 
Isotherme  in  drei  Punkten,  von  welchen  der  mittlere  zwischen  A  und  B 
liegt;  die  Punkte  links  und  rechts  hiervon  wollen  wir  C  imd  D  nennen. 
Maxwell  fingiert  nun  einen  isothermischen  Kreislauf,  in  welchem  man 
auf  der  gekrümmten  Isotherme,  d.  h.  während  der  Körper  homogen  bleibt, 
von  C  nach  D  und  in  gerader  Linie  nach  C  zurück  geht;  auf  letzterem 
Wege  wird  der  Dampf  allmählich  bei  konstantem  Druck  zu  Flüssigkeit 
kondensiert.     Die  Gleichung 


fp 


auf  diesen   Kreislauf  angewandt,    enthält    die   Lösung   der    gestellten 
Aufgabe. 

§  32.  Von  der  Unmöglichkeit  eines  Perpetuum  mobile  zweiter  Art 
ausgehend,  gelangt  man  zu  dem  Begriff  der  freien  Energie  auf  einem 
Wege,  der  genau  mit  demjenigen  übereinstimmt,  auf  welchem  man  aus 
der  Unmöglichkeit  eines  Perpetuum  mobile  erster  Art  den  Begriff  des 
Energieinhaltes  eines  Körpers  deduzieren  kann;  nur  müssen  wir  uns 
jetzt  auf  umkehrbare  tJbergänge  und  isothermische  Umwandlungen  be- 
schränken und  ims  also  immer  zu  dem  Körper,  den  wir  betrachten, 
einen  Wärmebehälter  ü,  mit  dem  er  fortwährend  in  Berühnmg  steht, 
hinzugegeben  denken. 

Aus  dem  Satze,  daß  die  Arbeit  bei  einem  Kreislauf  Null  ist,  folgt 
nun  zimächst,  daß  für  alle  Wege,  welche  es  zwischen  zwei  bestimmten 
Zuständen  gibt,  die  Arbeit  des  Körpers  denselben  Wert  hat.  Dies  führt 
auf  die  Vorstellung,  das  System  habe  in  jedem  Zustande  die  Fähigkeit 
eine  bestimmte  Arbeit  zu  leisten,  eine  Vorstellung,  die  wir  weiter  präzi- 
sieren, indem  wir  jeden  Zustand  A  mit  einem  gewissen  Nullzustand  N 
vergleichen.     Das  Maß  für  die  Arbeitsfähigkeit,  welche  das  System  in 
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dem  Zustande  A  besitzt,  finden  wir  dann  in  der  Arbeit,  die  es  bei  dem 
isothermischen  und  umkehrbaren  Übergang  A — ►N  leistet.  Wie  man 
sieht,  ist  dies  der  Definition  des  dem  Körper  zukommenden  Energie- 
inhaltes sehr  ähnlich,  und  man  könnte  sogar,  wenn  man  die  Rolle, 
welche  das  Reservoir  spielt,  übersähe,  was  z.  B.  geschehen  könnte,  wenn 
die  umgebende  Luft  als  solches  diente,  das,  was  wir  freie  Energie  nennen, 
mit  dem  Energieinhalte  verwechseln.  In  Wirklichkeit  liegt  die  Sache 
aber  so,  daß  die  Arbeit,  welche  jetzt  bei  dem  Übergange  A— ^N  ver- 
richtet wird,  nicht  zu  ihrem  vollen  Betrag,  in  einigen  Fällen  ganz  und 
gar  nicht,  einem  Energieverluste  des  wirkenden  Körpers  zu  verdanken 
ist,  da  aus  dem  Reservoir  R  eine  größere  oder  kleinere  Wärmemenge 
verschwunden  sein  kann. 

Besonders  augenTällig  ist  der  unterschied  zwischen  den  beiden 
Energien  bei  einem  vollkommenen  Gase.  Hier  hat  bekanntlich  die 
innere  Energie  bei  gegebener  Temperatur  einen  konstanten  Wert,  wie 
klein  oder  wie  groß  das  Volum  auch  sein  möge;  dagegen  nimmt  bei 
Vergrößerung  dieses  letzteren  die  freie  Energie  mit  einem  der  äußeren 
Arbeit  gleichen  Betrage  ab.  Bei  dem  System  Wasser-Wasserdampf 
ändern  sich  sogar  die  beiden  Größen  in  entgegengesetzter  Richtung- 
Wird  nämlich  das  Volum  bei  konstantem  T  langsam  vergrößert,  dann 
verdampft  eine  gewisse  Menge  Flüssigkeit;  es  wird  eine  äußere  Arbeit  A 
geleistet,  während  eine  Wärmemenge  B,  die  größer  als  A  ist,  dem  Re- 
servoir entzogen  wird.  Die  innere  Energie  Smmt  um  JB^A  zu,  die 
freie  Energie  aber  wird  um  den  Betrag  A  verkleinert. 

§  33.  Um  die  Werte  ^^  und  ^^  der  freien  Energie  in  zwei  Gleich- 
gewichtszuständen A  und  B  von  gleicher  Temperatur  miteinander  zu 
vergleichen,  denke  man  sich  das  System  von  A  aus,  auf  isothermischem 
und  umkehrbarem  Wege,  zunächst  in  den  Zustand  B  und  dann  weiter 
in  den  Nullzustand  übergeführt.  Für  den  ersten  Teil  dieses  Weges  sei 
die  Arbeit  Wj^^.  Da  sie  für  den  zweiten  Teil  ^b  ^"^^  ^  ^^^  ganzen 
Übergang  ^^  beträgt,  so  gilt  die  Beziehung 

die  mit  der  früher  abgeleiteten  Formel  (29),  wenn  man  in  dieser  das 
obere  Zeichen  fallen  läßt,  übereinstimmt.  Selbstverständlich  kann  Wj^^ 
auch  negativ  sein;  dann  wird  von  außen  Arbeit  auf  den  Körper  ge- 
tan, und  die  freie  Energie  nimmt  mit  einem  dieser  Arbeit  gleichen 
Betrag  zu. 

Liegen  die  Zustände  A  und  B  einander  unendlich  nahe,  so  hat 
man  für  die  vom  System  geleistete  Arbeit 
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Also  ist   in    denjenigen  Fällen,    in   denen   die  Arbeit  durch  den  Aus- 
druck (13)  gegeben  ist,  bei  konstanter  Temperatur 

woraus  sich  wieder  die  Formeln  (35)  ableiten  lassen. 

Es  möge  noch  einmal  betont  werden,  daß  die  vorstehenden  Glei- 
chungen nur  für  reversible  Prozesse  gelten.  Sobald  man  es  mit  nicht 
umkehrbaren  Erscheinungen  zu  tun  hat,  hat  man  in  (29)  das  obere 
Zeichen  zu  nehmen.  Die  freie  Energie  kann  dann  abnehmen,  auch 
wenn  der  Körper  keine  Arbeit  leistet,  und  wenn  er  das  tut,  nimmt  die 
freie  Energie  mehr  ab  als  der  geleisteten  Arbeit  entspricht.  Ander- 
seits, wenn  wir  eine  gewisse  Arbeit  auf  das  System  ausüben,  bringen 
wir  nicht  eine  dieser  Arbeit  entsprechende  Vergrößerung  der  freien 
Energie  zuwege;  sie  erleidet  einen  kleineren  Zuwachs,  vielleicht  sogar 
eine  Abnahme. 

Wenn  man  eine  Verminderung  der  freien  Energie  unter  entspre- 
chender Arbeitsleistung  als  eine  nützliche  auffaßt,  so  kann  man  sagen, 
es  finde  bei  irreversiblen  Vorgängen  eine  unnütze  Vergeudung  von  freier 
Energie  statt. 

§  34.  Wir  hätten  die  Definition  der  freien  Energie  auch  an  die  in 
§  12  dargelegten  Betrachtungen  anknüpfen  können.  Die  Gleichungen  (15) 
zeigen  nämlich,  daß  die  Kraftkomponenten  Ä^, .  . ,  Ä^  sich  als  die  nach 
den  Koordinaten  genommenen  Differentialquotienten  einer  einzigen  Funk- 
tion von  a^j ,  , .  a^  und  T  darstellen  lassen.  Diese  Funktion,  mit  dem 
negativen  Vorzeichen  genommen,  ist  eben  die  freie  Energie. 

Die  Darstellimg  der  Kraftkomponenten  mit  Hilfe  einer  einzigen 
Funktion  der  Koordinaten  hat  für  viele  Theorien  große  Bedeutung, 
Gesetzt  z.  B.,  wir  wollen  die  Grundgleichungen  für  das  Gleichgewicht 
eines  elastischen  festen  Körpers  aufstellen.  Wir  können  dann  ein  aus 
diesem  geschnittenes  rechtwinkliges  Parallelepiped  betrachten,  und  einer- 
seits auf  die  Spannungen,  welche  an  den  Seitenflächen  bestehen,  ander- 
seits auf  die  Größen  a,  welche  die  Deformation  bestimmen,  d.  h.  auf  die 
Änderungen  der  Dimensionen  und  der  Kantenwinkel  unsere  Aufimerk- 
samkeit  richten.  Die  freie  Energie,  welche  eine  Funktion  dieser  Ko- 
ordinaten a  ist,  können  wir  für  hinlänglich  kleine  Deformationen  in 
eine  Reihe  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  der  a  entwickeln;  geeig- 
nete Differentiation  dieser  Reihe  liefert  ims  daim  Ausdrücke  für  die 
Spannimgen.  Es  zeigt  sich,  daß  man  für  alle  genauer  untersuchten 
Fälle  in  der  Reihe  für  ^  nur  bis  zu  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  zu 
gehen  braucht;  da  femer  das  von  den  Koordinaten  unabhängige  Glied 
verschwindet,  wenn  man  den  undeformierten  Zustand  zum  Nullzustand 
wählt,  und  auch  die  Glieder  erster  Ordnung  Null  sein  müssen,   wenn 
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ursprünglich  keine  Spannungen  bestehen,  so  kann  man  ^  als  eine  homo- 
gene quadratische  Funktion  der  Deformationen  ansetzen. 

Formal  ist  das  hier  geschilderte  Verfahren  genau  dasselbe,  das 
man  in  älteren  Theorien  benutzte,  als  man  noch  keinen  Grund  hatte, 
den  Wärmewirkungen  eine  wesentliche  Bolle  zuzuschreiben  und  an  die 
inneren  Bewegungen  eines  Molekülsystems  zu  denken.  Damals  galt  die 
Auffassung,  daß  die  kleinsten  Teilchen  eines  elastischen  Körpers,  so- 
wohl im  ursprünglichen,  als  auch  im  deformierten  Zustande,  in  Ruhe 
sind,  indem  sie  durch  die  inneren  und  äußeren  Kräften  in  bestimmten 
Lagen  festgehalten  werden;  man  betrachtete  demgemäß  den  Körper  als 
den  Sitz  einer  gewissen  potentiellen  Energie  und  leitete  aus  dem  für 
diese  als  Funktion  der  Deformationen  geltenden  Ausdruck  durch  Diffe- 
rentiation die  Formeln  für  die  Spannungskomponenten  ab.  Diese  Be- 
handlungsweise  mußte  man  aufgeben,  nachdem  die  neueren  Anschau- 
ungen über  die  Wärme  sich  Bahn  gebrochen  hatten.  Glücklicherweise 
wird  der  Verlust  durch  die  Lehre  von  der  freien  Energie  ersetzt;  ob- 
gleich die  Theorie  in  physikalischer  Hinsicht  etwas  an  Einfachheit  ein- 
gebüßt hat,  ist  sie,  was  die  mathematische  Form  anbelangt,  so  gut  wie 
unverändert  geblieben. 

§  35.  Die  Theorie  der  Elastizität  ist  nicht  die  einzige,  in  welcher 
man,  streng  genommen,  die  potentielle  Energie  durch  die  freie  Energie 
zu  ersetzen  hat;  gleiches  gilt  z.  B.,  wenn  man  die  Erscheinungen  der 
Kapillarität  oder  das  Verhalten  eines  ponderablen  Dielektrikums  im 
elektrischen  Felde  der  Untersuchung  unterwirft.  Damit  soll  indes  keines- 
wegs gesagt  sein,  daß  eine  Behandlung  mit  Hufe  der  potentiellen  Energie 
unter  allen  Umständen  verwerflich  sei.  Wir  dürfen  ja  gelegentlich  in 
unseren  Theorien  auf  Einfachheit  und  Anschaulichkeit  mehr  Wert  als 
auf  Strenge  legen. 

Ich  füge  noch  hinzu,  daß  das  Vorhergehende  nicht  den  Eindruck 
erwecken  darf,  die  Lehre  von  der  freien  Energie  sei  irgendwie  an  die 
Vorstellung  molekularer  Bewegungen  gebunden.  Von  dieser  sind  alle 
thermodynamischen  Sätze  völlig  unabhängig,  und  wir  dürfen  uns  in 
rein  phenomenologischer  Weise  darauf  beschränken,  die  Energie,  die 
Entropie  und  die  freie  Energie  als  gewisse  durch  den  Zustand  des 
Körpers  bestimmte  Größen,  welche  die  früher  angegebenen  Eigenschafken 
haben,  aufzufassen.  Wir  können  uns  dieser  Größen  bedienen,  um  einen 
Einblick  in  den  Zusammenhang  und  die  Gesetzmäßigkeit  der  Erschei- 
nungen zu  bekommen  und  sie  so  dem  Verständnis  näher  zu  bringen, 
ohne  uns  um  den  Mechanismus  der  Vorgänge  zu  kümmern. 
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Werte  der  freien  Energie  for  ein  vollkommenes  Gas  und  for  gasförmige 

oder  flüssige  Hisclinngen. 

§  36.  Wir  betrachten  zanächst  eine  Einheit  eines  Gases^  worunter 
wir  eine  beliebig  gewählte  Menge ^  z.  B.  ein  Gramm,  oder  ein  Gramm- 
molekül  verstehen  wollen,  nnd  gehen  aus  von  der  Relation 

in  welcher  B  eine  von  der  Wahl  der  Einheit  abhängige  Eonstante  ist; 
beziehen  wir  die  Gleichung  auf  ein  Grammolekül,  dann  ist  R  für  alle 
Gase  gleich  (Gaskonstante).    Aus 

d^^__     ^  _ BT 

folgt  nun  durch  Integration,  wenn  wir  uns  auf  eine  bestimmte  Tempe* 

ratur  beschränken, 

t RTlogv  +  C (50) 

imd  für  die  Differenz  der  Werte  der  freien  Energie  bei  zwei  Volumen 

t,- ^,=- BT  log  (^. 

Für  C  in  der  Gleichung  (50)  dürfen  wir  einen  beliebigen  Wert 
annehmen.   Wir  wollen  C  «=  0  setzen,  also 

t^—RTlogv, (51) 

so  daß  ^  =»  0  wird,  wenn  das  Gas  die  Yolumeinheit  einnimmt.  Das 
wäre  also  der  Nullzustand. 

Haben  wir  es  nicht  mit  einer,  sondern  mit  m  Einheiten  zu  tun, 
die  zusammen  das  Yolum  v  füllen,  so  haben  wir  nebeneinander  m-mal 

die    Einheit  in   dem  Volum   —.    Wir  müssen  also  in  (51)  v  durch  - 

ersetzen  imd  dann  mit  m  multiplizieren. 
Das  Resultat 

^  =  -2iTmlog(^) (52) 

wollen  wir  benutzen,  um  zu  verifizieren,  daß  die  freie  Energie  abnimmt, 
wenn  zwei  Massen  desselben  Gases  von  gleicher  Temperatur  und  ver- 
schiedener Dichte  miteinander  in  Berührung  gebracht  werden,  und  dann 
bei  konstanter  Temperatur  und  ohne  Änderung  des  Gesamtvolums  die 
Druckdifferenz  sich  ausgleicht.  Bestehen  die  beiden  Gasmengen  aus 
m^  bezw.  m^  Einheiten  und  sind  die  Volume  v^  und  v^,  so  findet  man 
leicht  für  die  Änderung  der  freien  Energie 

RT[m,log  (y  +  ^,log(-J)  -  K+  «,,)  log(;J±-y ),     (53) 

was  immer  einen  von  Null  verschiedenen  negativen  Wert  hat,  es  sei 
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denn,  daß  srerade  -^  =  -"-  ware.^)    In  diesem  letzteren  Fall  hatten  die 

beiden  Gasmengen  dieselbe  Dichte;  der  Zustand  bleibt  nach  der  Be- 
rührung unverändert,  und  es  tritt  keine  Abnahme  der  freien  Energie  ein. 

§  37.  Als  Gibbs'sches  Paradoxon,  eine  Benennung,  wofür  der 
Grund  sich  bald  zeigen  wird,  ist  der  Satz  bekannt,  nach  welchem  die 
Entropie  einer  Mischimg  zweier  vollkommenen  Gase  die  Summe  der 
Entropiewerte  ist,  welche  den  einzelnen  Bestandteilen  zukommen  würde, 
wenn  sie  jeder  für  sich  bei  derselben  Temperatur  den  mit  der  Mischung 
gefüllten  Raum  einnahmen.  Offenbar  ist  das  gleichbedeutend  mit  der 
entsprechenden  Aussage  über  die  freie  Energie,  wenn  wir  annehmen,  daß 
die  Mischung  der  Gase  sich  bei  konstanter  Temperatur  imd  konstantem 
Volum  ohne  Entwicklung  oder  Absorption  von  Wärme  vollzieht;  dann 
ist  die  Energie  €  der  Mischung  gleich  der  Summe  der  Einzelenergien. 
Nach  der  Gleichung  (28)  wird  also  der  angeführte  Satz  für  die  Entropie 
bewiesen  sein,  wenn  die  entsprechende  Behauptung  für  die  freie  Energie 
sich  rechtfertigen  läßt,  und  umgekehrt. 

Was  nun  den  Beweis  anbelangt,  so  ist  daran  zu  erinnern,  daß  wir 
die  Werte  der  Entropie  oder  der  freien  Energie  für  zwei  Zustände  nur 
dann  miteinander  vergleichen  können,  wenn  es  möglich  ist,  das  System 
auf  umkehrbarem  Wege  von  dem  einen  in  den  anderen  überzuführen; 
wir  müssen  also  ein  Mittel  ersinnen,  das  es  uns  ermöglicht,  die  beiden 
Gase  ebenso  gut  voneinander  zu  trennen  wie  miteinander  zu  vermischen. 
Ein  solches  finden  wir  nun  in  äußeren  Kräften,  die  wir  auf  die  Gase 
wirken  lassen;  schon  die  Schwerkraft  reicht  hin,  wenn,  wie  wir  an- 
nehmen dürfen,  zwei  miteinander  vermischte  Gase  sich  im  Gleichgewichts- 
zustande gerade  so  über  den  ihnen  gebotenen  Raum  verteilen,  als  ob 
jedes  allein  vorhanden  wäre.  Nach  diesem  Satze,  den  wir,  in  Ermange- 
lung direkter  experimenteller  Bestätigung,  der  kinetischen  Gastheorie 
entnehmen  können,  sind,  wenn  wir  die  0-Achse  vertikal  nach  oben 
legen  und  mit  C^  und  C^  gewisse  positive  Eonstanten  bezeichnen,  die 
für  das   schwerere,  bezw.  das  leichtere  Ghis  gelten,   die  Dichten  den 

Ausdrücken  ^  .        ^ 

e"^'  und  e'~^* 

proportional.     Dabei  ist  C^  >  C, . 


1)  Differentiiert  man  nämlich   den  eingeklammerten  Ansdrack  nach  v,,   bo 
erhält  man 

Dies  iat  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  v^  <C  oder  >>  —  t7|.    Die  Größe  (58) 

wird  also  ein  Maximum  fOr  i?, »  ^  v,.    Da  sie  dann  Nnll  ist,  so  ist  sie  in  allen 
anderen  Fällen  negativ. 
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* 
Um  uns  nicht  in   lange  Formeln   zu  verlieren,   wollen  wir   uns 

denken^  das  Gemenge  befinde  sich  in  einem  vertikalen  Zylinder  von  so 

großer  Höhe,  daß  man  ohne  merklichen  Fehler  sagen  kann,  man  habe 

am  unteren  Ende  nur  das  eine  und  am  oberen  nur  das  andere  Gas; 

das  läßt  sich  wirklich  mit  jedem  Grad  der  Annäherung  realisieren,  da 

das  Verhältnis  der  Dichten 

sich  für  z  ^  oo  dem  Werte  Null  nähert,  und  für  je?  =  —  oo  unendlich 
groß  wird. 

Wir  nehmen  also  an,  es  befinde  sich  in  irgend  einer  tief  liegenden 
Schicht  Pi  nur  das  schwerere  Ghis  G^  und  in  einer  zweiten  hoch  lie- 
genden Schicht  Pj  nur  das  leichtere  G^,  Femer  betrachten  wir  eine 
beliebige  Schicht  P  in  mittlerer  Höhe.  Es  seien  v  das  Volum  einer 
gewissen  Menge  des  an  dieser  Stelle  vorhandenen  Gemisches,  m^  und  m^ 
die  Mengen  der  beiden  Bestandteile,  welche  es  enthält,  v^  und  v^  die 
Räume,  welche  gleich  große  Mengen  in  den  Schichten  P^  und  Pj  ein- 
nehmen. Wenn  wir  dann,  was  mittels  horizontaler  Ansatzröhren,  in 
denen  wir  Kolben  bewegen  können,  möglich  ist,  die  Masse  m^  mit  dem 
Volum  Vj  in  die  Schicht  P^  und  die  Masse  m^  mit  dem  Volum  r,  in 
die  Schicht  Pj  hineintreiben,  während  wir  zugleich  aus  P  das  Volum  v 
der  daselbst  befindlichen  Mischung  entfernen,  und  zwar  alles  ganz  lang- 
sam, damit  das  Gleichgewicht  in  der  vertikalen  Säule  nicht  merklich 
gestört  werde,  so  wird  offenbar  an  dem  Zustande  in  dieser  letzteren 
nichts  geändert  imd  haben  wir  am  Ende  dasselbe  erreicht,  als  wenn 
wir  die  Mengen  m^  und  m^  direkt  miteinander  vermischt  hätten.  Nur 
ist  der  Prozeß  jetzt  umkehrbar,  da  wir  auch  die  Kolben  über  dieselben 
Strecken  in  entgegengesetzter  Richtimg  hätten  verschieben  können. 

Es  fragt  sich  jetzt,  welche  Arbeit  für  das  Zustandekommen  der 
Mischung  erforderlich  ist.  Um  diese  zu  berechnen,  bezeichnen  wir  mit 
p^y  Pj  und  p  die  Drucke  in  den  Schichten  P^,  Pj  und  P  Das  Hinein- 
treiben der  Massen  m^  und  m^  erfordert  dann  eine  Arbeit 

während  bei  der  nach  außen  gerichteten  Bewegung  des  mittleren  Kolbens 

das  System  eine  Arbeit 

pv 

leistet.     Da  mm,  wenn  p\  und  p\  die  Partialdrucke  in  der  mittleren 
Schicht  sind, 

p--p\+v\ 

und 

letzteres  weil  alles  bei  konstant  erhaltener  Temperatur  gemacht  wird^ 
so  sind  die  beiden  Arbeiten  gleich.     Femer  ist  zu  bemerken,  daß  die 
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die  Säule  einschließenden  Wände  unbeweglich  gedacht  werden^  und  daß 
also  auf  diese  keine  Arbeit  ausgeübt  wird.  Wir  schließen  daher,  daß  die 
Summe  der  freien  und  der  potentiellen  Energie  bei  dem  geschilderten 
Vorgang  keine  Änderung  erleidet,  d.  h.,  wenn  wir  die  freie  Energie 
wieder  mit  ^,  die  potentielle  mit  %  bezeichnen  und  durch  Indizes  an- 
deuten, auf  welche  Gasmasse,  auf  welches  Volum  und  auf  welche  Lage 
diese  Größen  sich  beziehen, 

Es  ist  aber,  eben  weU  jedes  Gas  sich  unabhängig  von  dem  anderen 
über  den  Raum  verteilt,  nach  dem,  was  in  §  29  bewiesen  wurde, 

und 
folglich 

Selbstverständlich  ist  femer 

mithin  auch 

und  das  ist  es,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Es  möge  noch  hinzugefügt  werden,  daß  man  den  Gibbs' sehen  Satz 
auch  leicht  beweisen  kann,  wenn  man  sich  eine  Wand  vorstellt,  die  nur 
das  eine  Gas,  nicht  aber  das  andere  durchläßt;  man  kann  ja  mit  einer 
solchen,  indem  man  sie  in  dem  Gemenge  verschiebt,  den  letzteren  Be- 
standteil daraus  hinaustreiben.  Im  Grunde  ist  diese  Methode  von  der 
oben  angewandten  nicht  sehr  verschieden;  das  Wesentliche  ist  bei  beiden 
die  Annahme  der  Möglichkeit,  durch  äußere  Kräfte  die  Dichten  der 
beiden  Gase  in  verschiedener  Weise  zu  beeinflussen. 

Übrigens  läßt  sich  der  Satz  auch  auf  Mischungen  von  drei  oder 
mehr  Gasen  ausdehnen.  Man  sieht  das  am  einfachsten,  wenn  man  für 
jedes  Gas  eine  eigene  äußere  Kraft  einführt,  und  zwar  eine  solche,  die 
es  in  der  Nähe  eines  bestimmten  Punktes  zu  kondensieren  bestrebt 
ist,  wobei  für  jeden  Bestandteil  diesem  Punkt  eine  andere  Lage  zu 
geben  isi 

§  38.  Es  ist  nunmehr  leicht,  einen  Ausdruck  für  die  freie  Energie 
eines  aus  beliebig  vielen  Bestandteilen  bestehenden  Gasgemisches  zu 
gewinnen.  Es  sei  n  die  Anzahl  der  Komponenten,  v  das  Volum  der 
Mischung,  und  es  möge  das  System  m^,  m,,. . .  m^  Einheiten  (§  36) 
der  verschiedenen  Komponenten  enthalten;  die  denselben  zukommenden 
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Werte  von  R  unterscheiden  wir  als  ü^, i?^, . . .  U^.   Aus  dem  Gibbs' sehen 
Satze  folgt  dann,  wenn  man  die  Formel  (52)  benutzt, 

t TlogV'2:(Rm)  +  T2:(Rmlogm),    .    .     .     (54) 

wo  sich  die  Summen  auf  die  verschiedenen  Komponenten  beziehen. 

Auch  die  Abnahme,  welche  die  freie  Energie  infolge  einer  bei 
konstanter  Temperatur  und  konstantem  Volum  stattfindenden  Vermischung 
zweier  Gase  erleidet^  können  wir  jetzt  angeben.  Wir  wollen  den  Fall  be- 
trachten,  daß  von  jedem  Oase  ein  Grammolekül  genommen  wird,  und 
daß  diese  Mengen  anfangs  unter  gleichem  Druck  stehen  und  also  auch 
gleiche  Räume  v  einnehmen;  die  Mischung  vollziehe  sich  ohne  Ände- 
rung des  Gesamtvolums  2v,  Da  nach  (52)  die  freie  Energie  eines  Gramm- 
moleküls bei  Verdoppelung  des  Volums  um  ÜTlog2  abnimmt,  so  be- 
trägt die  gesuchte  Verminderung 

2iJTlog2. 

Es  verdient  besondere  Beachtung,  daß  dies  unabhängig  ist  von  den 
speziellen  Eigenschaften  der  Gase,  und  daß  der  gefundene  Wert  derselbe 
bleibt,  wie  wenig  die  Molekulargewichte  auch  voneinander  verschieden 
seien.  Man  würde  indes  einen  Fehler  begehen,  wenn  man  nun  das 
Resultat  auch  auf  zwei  Portionen  ein  und  desselben  Gases  anwenden 
wollte.  Sind  nämlich  solche  vollkommen  gleiche  Gasmengen  zunächst 
durch  eine  Scheidewand  voneinander  getrennt,  und  wird  diese  dann 
entfernt,  so  findet  gar  keine  Änderung  der  freien  Energie  statt-,  bei  der 
jetzt  behandelten  Frage  dürfen  wir  daher  den  Fall  zwei  gleicher  Gase 
nicht  als  einen  Grenzfall  betrachten,  dem  wir  ein  aus  verschiedenen 
Gasen  bestehendes  System  sich  in  unserer  Vorstellung  nähern  lassen 
können.  Daß  dies  etwas  paradoxal  klingt,  kann  man  nicht  leugnen 
und  leider  läßt  sich  das  Befremdliche  unseres  Ergebnisses  schwerlich 
beseitigen.  Wir  können  nur  sagen,  daß  der  für  den  Gibbs* sehen  Satz 
gegebene  Beweis  gültig  bleibt,  solange  die  beiden  Gase,  sei  es  noch 
so  wenig;  verschieden  sind,  nicht  aber,  wenn  sie  ganz  gleich  sind,  und 
daß  der  Satz  in  seinen  Anwendungen  nie  zu  Widersprüchen  geführt  hat 

§  39.  Wir  wollen  jetzt  die  freie  Energie  eines  Gemenges  betrachten, 
das  sich  im  flüssigen  Zustande  befindet  oder  wenigstens  kein  „voll- 
kommenes^' Gas  ist.  Zu  einer  geeigneten  Formel  für  dieselbe  gelangen 
wir  dadurch,  daß  wir  uns  vorstellen,  das  System  werde  durch  Ver- 
größerung des  Volums  in  den  Zustand  eines  vollkommenen  Gases  über- 
geführt, und  zwar  denken  wir  uns  diesen  Übergang  isothermisch  and 
umkehrbar  und  nehmen  an,  daß  das  System  im  Laufe  desselben  fort- 
während homogen  bleibt. 

Wir  bezeichnen  mit  v  das  Volum,  speziell  dasjenige,  für  welches 
wir  die  freie  Energie  bestimmen  wollen,  mit  V  aber  das  große  Volum, 
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bis  zu  welchem  wir  gehen  müssen^  um  den  vollkommenen  Qaszustand 
zu  erreichen.     Nach  der  ersten  der  Gleichungen  (37)  ist  dann 

V 

t  =  i^y+fpdv (55) 

und  hier  dürfen  wir  nach  (54) 

^,,=  -TlogF.2;(üm)  +  T2:(ümlogw)    .     .     .     (56) 
setzen. 

Das  Resultat  läßt  sich  auf  eine  ziemlich  einfache  Form  bringen, 
wenn  wir  folgendes  beachten.  Hätte  das  System  in  dem  Volum  v  die 
Eigenschaften  einer  Mischung  vollkommener  Gase,  so  wäre 

In  Wirklichkeit  werden  sich,  wenn  man  von  dem  großen  Volum  V 
zu  kleineren  übergeht,  alsbald  Abweichungen  von  diesem  Werte  zeigen. 
Wir  setzen  daher 

1,  =  1 2:{Bm)  +  p', 

WO  p'  eine  gewisse  Funktion  von  v  und  T  ist,  die  wir  im  allgemeinen 
nicht  näher  angeben  können.     Am  oberen  Ende  des  Integrationsinter- 
valles  in  (55)  wird  sie  sehr  klein;  am  unteren  Ende  dagegen  kann  sie 
unter  Umständen  beträchtliche  Werte  annehmen. 
Die  Gleichung  (55)  verwandelt  sich  jetzt  in 

V 

n>  =  ty+T  log  (Z)2:(üm)  +fp'dv, 

r 

oder,  wenn  wir  den  Wert  von  ^,,  einsetzen, 

t T logt; .  i:(Bm)  +  TZ!(Rm  log w)  +fp'dv .     .     (57) 

r 

Hier  haben  wir  zugleicherzeit  als  obere  Grenze  des  Integrals  oo 
statt  V  geschrieben,  und  zwar,  weil  wir  mit  um  so  geringerem  Fehler 
die  Mischung  als  vollkommen  gasförmig  betrachten  können,  je  größer 
das  Volum  ist. 

Man  würde  also  den  Wert  von  ^  für  jedes  Volum  v  vollständig 
angeben  können,  wenn  für  alle  homogenen  Zustände  des  Gemenges  der 
Druck  p  und  damit  auch  der  Wert  von  p  als  Funktion  von  v  gegeben 
wäre,  d.  h.  wenn  die  Gleichung  der  Isotherme  bekannt  wäre.  Nimmt 
man  diese  in  der  Gestalt  an,  die  van  der  Waals  seiner  Theorie  der 
Mischungen  zugrunde  gelegt  hat,  dann  bleibt,  eben  weil  p  rasch  ab- 
nimmt, das  Integral  in  (57),  trotz  der  unendlich  großen  oberen  Grenze, 
endlich.  Wir  setzen  voraus,  daß  dies  auch  dann  noch  der  Fall  ist, 
wenn  größere  oder  kleinere  Abweichungen  von  der  van  der  Waals'schen 
Gleichung  bestehen. 

Loren tz,  WiMenschaftliche  Abhandlungen.  16 
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§  40.     Eine  mit  (57)  übereinstimmende  Formel  gilt  auch  f&r  das 
thermodynamische  Potential  ^.     Berücksichtigt  man,  daß 

nnd,   wenn  p  und  P  die   den  Gh-enzen   des  Integrals   entsprechenden 
Werte  des  Drucks  sind, 

V  P 

J  pdv  =  PV—  pv  —Jvdp, 

V  p 

80  erhält  man  aus  (55)  und  (56) 

g  =  —  TlogF.2:(lJfn)  +  T2J(Rm  logm)  +  PV+fvdp.     (68) 

Hier  kömien  wir  setzen 

Pr^TZ^Bm) (59) 


und 


ir 


WO  v'  eine  Funktion  von  p  und  T  ist,  von  welcher  bei  sehr  kleinen 
Werten  des  Druckes  abgesehen  werden  kann.  Dadurch  wird  das  Inte- 
gral in  (58)  p 

Tlog(|-)2;(Um)+J't;'dp 

p 
uiid  der  Wert  des  thermodynamischen  Potentials 

%^T\o%p^ i:(ß.m)  +  T2:(Rm) { 1  -  log [TU^Rm)] } 

+  T2J{Rmlogm)+Jvdp.    (60) 

0 

Aus   naheliegendem   Grunde   ist  hier  für  die   untere   Grenze  deß 
Integrals  0  geschrieben. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  Gleichon^ 

zwischen  den  Drucken  P  und  p  integriert  und  berücksichtigt,  daß,  ir^* 
aus  (56)  und  (69)  folgt 

tp Tlog  F-  i:{Rm)  +  TZ{Rm)  +  TZ{Rm  log  w). 

Die  Formeln  vereinfachen  sich  erheblich,  wenn  man  die  Quantit5» 
jeder  Komponente  in  Grammolekülen  ausdrückt,  so  daß  die  Eonstani^^ 
Uj,  J2j, .  .  .  ü^  einen  gemeinschaftlichen  Wert  R  haben.  Wählt 
femer  eine  solche  Menge  der  Mischung,  daß  Em  «=  1,  so  bekommt  m 


09 

^ RT\ogv+RT2:{m  logm)  +fpdv, 


i=^RT logp  +  BT{  1  -  log  {RT) ]  +  RTE(m  log m)  + 

0 


fv'dp. 
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§  41.  Während  es,  da  uns  die  Beziehung  zwischen  py  v  und  T 
nicht  bekannt  ist,  im  allgemeinen  unmöglich  ist,  aus  obigen  Formeln 
bestimmte  quantitative  Schlüsse  abzuleiten,  kann  man  das,  wie  sich 
bald  zeigen  wird,  fQr  alle  diejenigen  Systeme  tun,  in  welchen  eine  Kom- 
ponente, die  C  heißen  möge,  nur  in  sehr  kleiner  Menge  vorhanden  ist. 
Dies  rührt  daher,  daß  dann  unter  den  Größen,  die  sich  auf  diese  eine  Kom- 
ponente beziehen,  das  Glied  m  log  m  einen  überwiegenden  Einfluß  hat. 

Wir  wollen  die  Menge  der  genannten  Komponente,  in  einer  be- 
liebigen Einheit  ausgedrückt,  mit  c  bezeichnen  und  die  für  diesen  Be- 
standteil geltende  Konstante  mit  R  ohne  Index,  so  daß,  wenn  man 
für  den  von  log  c  unabhängigen  Teil  des  Ausdrucks  (57)  oder  (60) 
[ii]  oder  [5]  schreibt, 

t  =  W+RTclogc,        S  =  [g]  +RTclogc 

wird.  Hierbei  ist  nicht  aus  dem  Auge  zu  verlieren,  daß  auch  die  in 
[^]  und  [g]  zusammengefaßten  Glieder  von  c  abhängen;  nicht  nur  tritt 
diese  Größe  in  einigen  derselben  explizite  auf,  sondern  sie  ist  auch  in 
p  und  V  enthalten.  Wir  wollen  nun  aber  die  Annahme  machen,  daß 
man  für  kleine  Werte  von  c  die  Größen  [tli]  und  [g]  in  Reihen  nach 
den  aufsteigenden  Potenzen  von  c  entwickeln  kann,  eine  Annahme,  die 
sich  als  richtig  erweist,  wenn  man  z.  B.  die  Zustandsgieichung  in  der 
von  van  der  Waals  angegebenen  Form  benutzt. 
Wir  setzen  also 

t==tl,^+ac  + ßc^+    '+RTclogc,  .     .     .     .     (61) 

und  zwar  sind  in  diesem  Ausdrucke,  unabhängig  von  der  Quantität 
von  (7,  die  Gh-ößen  ^q,  a,  /3 . . .  durch  v,  T  und  die  Mengen  w^,  m,, . .  . 
der  übrigen  Komponenten  bestimmt.  Das  Glied  V'q  hat  eine  sehr  ein- 
fache Bedeutung.  Da  nämlich  bei  fortwährender  Abnahme  von  c  das 
Produkt  c  log  c  sich  der  Null  nähert,  so  ist  ^q  der  Wert  von  ^  für 
0 » 0,  für  den  Fall  also,  daß  die  Komponente  C  gar  nicht  in  der 
Mischung  vorkommt. 

In  den  Anwendungen  kommt  es  oft  auf  den  Wert  von 


^  —  c 


de 


an.     Hierfür  ergibt  sich  aus  (61) 


so  daß  für  hinreichend  kleine  Werte  von  c  die  Beziehung  gilt 


—  c 
Desgleichen  ist  auch 


i'-c^-^-BTc (62) 


5-c|^-go-B^c, (63) 


16» 
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wo  5q  den  Wert  bedeutet,  den  das  thermodjnamische  Potential  erhält, 
wenn  man,  ohne  an  den  Werten  von  p  und  T  und  den  Mengen  der 
übrigen  Bestandteile  etwas  zu  ändern,  die  Komponente  C  aus  der  Mi- 
schung entfernt. 

Osmotischer  Druck. 

§  42.  Eine  höchst  bemerkenswerte  Folgerung  aus  den  gefundenen 
Gleichungen  ist  das  zuerst  von  van  *t  Hoff  ausgesprochene  Gesetz  filr 
den  osmotischen  Druck  einer  verdünnten  Lösung. 

Wir  fassen  das  Gleichgewicht  zwischen  zwei  durch  eine  sogenannte 
halbdurchlässige  Wand  voneinander  getrennten  Phasen  ins  Auge;  die 
eine  Phase  besteht  aus  dem  reinen  Lösungsmittel  TT,  in  der  anderen 
ist  in  dieser  Flüssigkeit  eine  sehr  kleine  Menge  irgend  einer  Substanz  C 
gelöst.  Das  Lösungsmittel  betrachten  wir  als  einen  einheitlichen  Körper, 
in  welchem  keine  Komponenten  unterschieden  zu  werden  brauchen.  Die 
Wand  kann  nur  das  Lösungsmittel  TT,  nicht  aber  die  Substanz  C  durch- 
lassen. Wenn  wir  nun  sowohl  diese  Scheidewand  als  auch  die  übrigen 
die  beiden  Phasen  einschließenden  Wände  als  unbeweglich  voraussetzen, 
kann  keine  Arbeit  geleistet  werden  und  besteht  die  Gleichgewichts- 
bedingung  darin,  daß  die  gesamte  freie  Energie  W  ein  Minimum 
sein  muß. 

In  den  nachstehenden  Formehi  beziehen  sich  die  ungestrichenen 
Buchstaben  auf  die  Lösung,  die  gestrichenen  auf  das  reine  Lösungs- 
mittel. 

Es  mögen  sich  nun  an  der  einen  Seite  der  Wand  ti  Einheiten, 
und  an  der  anderen  Seite  n  Einheiten  des  Lösungsmittels  befinden;  auf 
jede  dieser  letzteren  komme  eine  Menge  der  Substanz  C,  die  wir,  in 
einer  beliebigen  Einheit  ausgedrückt,  mit  c  bezeichnen.  Für  jede  Ein- 
heit des  reinen  Lösungsmittels  sei  v  das  Volum  und  ^'  die  freie  Energie, 
ebenso  für  eine  Einheit  von  W  an  der  anderen  Seite,  mit  der  darin  ge- 
lösten Menge  c  der  Substanz  C,  v  das  Volum  und  ^  die  freie  Energie. 
Letztere  Größe  ist  bei  festgehaltener  Temperatur  eine  Funktion  von  v 
imd  c,  während  ^'  nur  von  v   abhängt. 

Bei  der  Bestimmung  des  Minimums  von 

haben  wir  auf  die  Nebenbedingungen  zu  achten,  daß  die  Mengen  n  +  «' 
und  nc  der  beiden  Komponenten  sowie  die  auf  beiden  Seiten  der  Wand 
liegenden  Räume  nv  und  nv  unveränderlich  sind.  Aus  den  entsprechen- 
den Beziehungen  zwischen  den  Variationen  der  veränderlichen  Größen, 

nämlich 

Sn  -f-  dw'=  0,         cdn  +  nöc  =  0, 

vdn  +  nSv  =  0,       v8n-\-  nSv  =  0 
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folgt 

dn^  —  ön,   dc  =  —      dn.     dt?  = dn,     dv^—rdn.       (64) 

Die  Gleichgewichtsbedingong  lautet  nun 

d^^ndt  +  tSn  +  nöt'+  ^'*n'=  0, 
oder 


n 


(lUv  +  f^Sc)  +  i>dn  +  n'l^dv'+t'dn  =  0. 


Es  ergibt  sich  daher,  indem  man  die  Werte  (64)  substituiert, 

^  de  dv       ^  ov 

Hier  wollen  wir  nun  für  die  beiden  ersten  Glieder  den  Wert  (62) 
einsetzen.    Wir  bekommen  dann 

wo  ^Q  die  freie  Energie  einer  Einheit  des  Lösungsmittels  bei  dem 
Volum  V  bedeutet.  Anderseits  ist  ^'  die  freie  Energie  einer  solchen 
Einheit  bei  dem  Volum  v.  Da  v  und  v'  nur  sehr  wenig  voneinander 
verschieden  sein  können,  eben  weil  c  als  sehr  klein  betrachtet  wird, 
so  dürfen  wir  setzen 

infolgedessen  unsere  Gleichung  die  Gestalt  annimmt 

oder 

P-P--^ (6o) 

Drückt  man  c  in  Grammolekülen  aus,  so  ersieht  man  aus  dieser 
Gleichung  sofort,  daß  der  osmotische  Druck,  d.  h.  die  Differenz  p  —p, 
denselben  Wert  hat  wie  der  Druck,  der  bei  der  gewählten  Temperatur 

von  einem  Gase  mit         Grammolekülen   pro  Volumeneinheit   ausgeübt 

wird. 

Allgemeine  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  zwischen  verschiedenen 

Phasen. 

§  43.  Es  soll  jetzt  der  Gleichgewichtszustand  eines  Systems  unter- 
sucht werden,  das  aus  n  Komponenten  zusammengesetzt  ist  und  aus  k 
direkt  miteinander  in  Berührung  stehenden  Phasen  besteht;  dabei  be- 
zeichnen wir  die  Menge  der  v-ten  Komponente  in  der  x-ten  Phase  mit 


mS;\ 


Allgemein  beziehen   sich   in   den   nachstehenden   Gleichungen   die 
unteren  Indizes   auf  die  Komponenten,   die  höher   gestellten   und   ein- 
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geklammerten  Indizes  dagegen  auf  die  Phasen.  Mitunter,  wenn  es 
sich  um  eine  beliebige  Phase  oder  eine  beliebige  Komponente  handelt^ 
können  wir  den  betreffenden  Index  fortlassen. 

Wir  fangen  mit  der  Methode  der  freien  Energie  an  und  suchen 
also  die  Summe 

ZU  einem  Minimum  zu  machen^  wobei  wir  das  GesamtTolum 

ungeändert  lassen  müssen  und  bei  festgesetzter  Temperatur  jedes  ^  als 
eine  Punktion  des  entsprechenden  v,  sowie  der  Werte  von  m^,  w,, . .  .  m^ 
zu  betrachten  haben. 

Es  genügt  nuU;  einige  spezielle  unendlich  kleine  Variationen  des 
Zustandes  zu  betrachten.  Erstens  können  wir,  ohne  etwas  an  den 
Größen  m  zu  ändern,  das  Volum  einer  Phase  unendlich  wenig  zu- 
nehmen lassen  und  das  Volum  einer  anderen  Phase  um  den  gleichen 
Betrag  verringern.     Zum  Beispiel  variieren  wir  bloß  fM^  und  v^*^  und 

zwar  SO;  daß 

ivW dt;(^) 

ist.     Die  Bedingung 

führt  dann  zu  der  Gleichung 


(66) 


oder 

In  dieser  Weise  finden  wir,  daß,  wie  wir  bereits  wußten,  der 
Druck  in  allen  Phasen  einen  gemeinschaftlichen  Wert  p  haben  muß. 

Zweitens  können  wir,  indem  wir  alle  t;  konstant  lassen,  eine  un- 
endlich kleine  Menge  irgend  einer  Komponente  aus  einer  Phase  in  eine 
andere  übergehen  lassen.  Tritt  etwa  die  erste  Phase  die  unendlich  kleine 
Menge  ©  der  ersten  Komponente  an  die  zweite  Phase  ab,  so  ändert  sich 

tl^^^l  um   —  ö-(i)ö  und  ^(*)  um   o— t^)»,  so  daß  die  Bedingung  tf^«0 
auf  die  Relation 

d^^d^  r67^ 

führt.   Wir  können  füglich  sagen,  dies  sei  die  Gleichgewichtsbedingung 
für  die  beiden  ersten  Phasen  in  Bezug  auf  die  erste  Komponente. 

Eine  ähnliche  Gleichung  ergibt  sich  für  jedes  Paar  Phasen  und 
für  jede  in  beiden  vorkommende  Komponente,  und  man  überzeugt  sich 
leicht  davon,  daß  man  in  dieser  Weise  wirklich  alle  Gleichgewichts- 
bedingungen  erhält. 
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§  44.  Die  ScUüsse;  zu  welchen  wir  gekommen  sind^  führen  un- 
mittelbar zu  einer  wichtigen  Folgerung.  Die  Gleichgewichtsbedingung, 
immer  in  Bezug  auf  die  erste  Komponente;  ist  für  die  erste  und  dritte 
Phase 

und  für  die  zweite  uiTd  dritte 

Da  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Beziehung  (67)  folgt, 
so  können  wir  schließen:  Wenn  yon  drei  Phasen,  die  eine  gemeinschaft- 
liche Komponente  enthalten,  die  erste  und  dritte,  und  ebenso  die  zweite 
und  dritte  in  Bezug  auf  diese  Komponente  miteinander  im  Gleichgewicht 
sind,  dann  besteht  in  Bezug  auf  diese  auch  Gleichgewicht  zwischen  der 
ersten  und  zweiten  Phase.  Den  Beweis  dieses  Satzes  kann  man  übrigens 
auch  kurz  in  Worte  fassen.  Das  Gleichgewicht  zwischen  der  ersten  und 
zweiten  Phase  erfordert,  daß  die  freie  Energie  sich  nicht  ändert,  wenn 
eine  unendlich  kleine  Menge  der  betreffenden  Komponente  aus  der  ersten 
Phase  in  die  zweite  übergeht.  Man  kann  sich  nun  vorstellen,  daß  dieser 
Übergang  in  zwei  Schritten  stattfindet,  so  nämlich,  daß  jene  Menge  zu- 
nächst aus  der  ersten  Phase  in  die  dritte  hinübertritt,  und  dann  aus 
dieser  in  die  zweite  Phase.  Die  freie  Energie  wird  sich  dabei  nicht 
ändern,  wenn  sie  bei  beiden  Schritten  konstant  bleibt. 

Ein  einfaches  Beispiel  hat  man  in  Körpern,  aus  welchen  Wasser- 
dampf entweichen  kann.  Zwei  Phasen,  etwa  ein  wasserhaltiges  Salz  und 
eine  gesättigte  Lösung  desselben^  können,  indem  sie  koexistieren,  mit 
derselben  Dampfmasse  im  Gleichgewicht  sein. 

§  45.  Will  man  das  Gleichgewichtsproblem  nach  der  Methode  des 
thermodynamischen  Potentials  behandeln,  so  hat  man  von  vornherein 
anzunehmen,  daß  der  Druck  in  allen  Teilen  des  Systems  den  gleichen 
Wert  p  hat  und  für  jede  Phase  g  als  Funktion  von  p  und  T,  sowie 
von  m^,  m^, . .  .,  den  Mengen  der  in  derselben  enthaltenen  Komponenten 
aufzufassen.  Indem  man  sich  nun  vorstellt,  daß  eine  unendlich  kleine 
Menge  einer  Komponente  bei  konstanten  p  und  T  aus  einer  Phase  in 
eine  andere  übergeht,  erhält  man  die  Gleichgewichtsbedingungen  in 
einer  Gestalt,  die  genau  mit  (67)  übereinstimmt.  Zum  Beispiel  wird 
das  Gleichgewicht  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  Phase  in  Bezug 
auf  die  erste  Komponente  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt. 
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■ 

Es  läßt  sieb  leicht  verifizieren^  daß  diese  Formel  mit  (67)  identisch 
ist.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  daran,  daß  wir  für  jede  Phase  ^ 
als  eine  Funktion  von  t?,  T,  w^,  m^,  usw.  betrachteten,  und  daß  wir, 
bei  der  in  der  Formel  (67)  angedeuteten  Differentiation  von  ^  nach 
einer  der  Größen  m,  nicht  nur  die  übrigen  m  und  die  Temperatur, 
sondern  auch  das  Volum  v  ungeändert  lassen  mußten;  wir  können  das 
durch  die  Bezeichnung 

^*^  (69) 


\dm), 


( 


ausdrücken.     Dagegen    war   in    diesem   Paragraphen    von   Differential- 
quotienten bei  konstantem  Druck,  also  von 

S). o<» 

die  Bede. 

Man  kann  nun  aber  auch  in  die  Funktion  ^  statt  des  Volums  v 
den  Druck  p  als  unabhängige  Variable  einführen  und  den  Differential- 
quotienten [y^]  bilden.  Diese  hängt  mit  dem  Differentialquotienten 
(69)  auf  folgende  Weise  zusammen: 

(d^\  __  (d;^\       (dj^\    (dv\ 
Kdmjp      Väm//    \dv)^  \dm); 

wo  in  (y^)     alle  Mengen  m  als  konstant  betrachtet  werden.     Dieser 
Differentialquotient  hat  daher  den  Wert  —  p,  und  es  wird 

\dm)j^  \dm}^     ^  \dm)' 


Anderseits  ist 
und  also 


S  =  ^  +  pt; 


Aus  den  beiden  Gleichungen  folgt  die  Gleichheit  von  (69)  und 
(70),  so  daß  in  den  Gleichgewichtsbedingungen  (67)  und  (68)  genau 
dieselben  Größen  vorkommen. 

§  46.  Es  fragt  sich  jetzt,  wie  groß  die  Anzahl  der  voneinander 
unabhängigen  Gleichgewichtsbedingungen  ist  und  was  man  aus  den- 
selben ableiten  kann.  Um  das  anzugeben,  muß  man  beachten,  daß  bei 
gegebenem  T  die  freie  Energie  einer  Phase  eine  homogene  Fimktion 
ersten  Grades  von  v,  m^,  m^  . .  .,  und  daß  ebenso  bei  festgesetzten 
T  und  p  das  thermodjnamische  Potential  eine  Funktion  derselben  Art 
von  m^,  m^ .  . .  ist;  man  kann  nämlich,  wenn  eine  gewisse  Phase  ge- 
geben ist,  sich  eine  andere  denken,  für  welche  p  und  T  dieselben  Werte 
haben  wie  für  jene  erste,  t;,  ^n^,  m^, . .  .,  ^  und  g  aber  n-mal  größere 
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Werte.     Daraus  folgt,  daß  alle  Differentialquotienten  wie  ^,  ^  sich 
in  den  Verhältnissen 

••, (71) 


m^        m. 


ü    '  V 


d.  h.    in   den   Partialdichten    der    einzelnen   Komponenten    ausdrücken 

lassen;  ebenso  hängen  alle  Differentialquotienten  ^  von  den  Mischungs- 
verhältnissen 

::^'  5^ ('"> 

ab. 

Wir  haben  femer  zu  bedenken,  daß  es  Phasen  geben  kann,  in 
welchen  eine  der  Komponenten  gar  nicht  vorkommt  und  in  welche  sie, 
wie  wir  annehmen  wollen,  auch  nicht  aufgenommen  werden  kann;  das 
Vorhandensein  solcher  Phasen  wird  offenbar  die  Zahl  der  Gleichgewichts- 
bedingungen von  der  Art  (67)  oder  (68)  verringern. 

Um  nun  gleich  einen  allgemeinen  Fall  zu  behandeln,  denken  wir 
uns,  die  erste  Komponente  komme  in  \  Phasen,  die  zweite  in  Tt^  Pha- 
sen, usw.  vor.  Dann  haben  wir,  was  das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf  die 
erste  Komponente  betrifft,  \—l  voneinander  unabhängige  Gleichungen 
wie  (67);  ebenso  A^  — 1  Gleichungen,  die  das  Gleichgewicht  in  Bezug 
auf  die  zweite  Komponente  ausdrücken,  usw.  Da  es  femer  h  —  1  von- 
einander unabhängige  Bedingungen  wie  (66)  gibt,  so  haben  wir  im 
ganzen 

a  =  i  — l-fti-l-f  Ä-,-H h*^  — l  =  A;-fÄi-fÄ;j-f  .•+ Ä^  — (n  +  1) 

Gleichungen  zwischen  den  Differentialquotienten  der  ^  nach  v  und  m. 
Enthält  nun  die  erste  Phase  nS^^  Komponenten,  die  zweite  n^^^  Kompo- 
nenten usw.,  so  beträgt  die  Anzahl  der  Partialdichten  (71) 

h  =  «(1)  +  n(«)  -f h  w(*), 

wofür  wir  schreiben  dürfen 

6  =  *!+*, +  •••  +  *»• 

Man  ersieht  hieraus,  daß  man,  wenn  A;==n-f  1,  d.  h.  wenn  die 
Zahl  der  Phasen  um  eins  größer  ist  als  die  Zahl  der  Komponenten, 
ebensoviele  Gleichungen  wie  Unbekannte  hat.  Bei  gegebener  Tempe- 
ratur sind  dann  alle  Partialdichten  vollständig  bestimmt  und  hat  auch 
der  Druck,  der  von  diesen  Gh-ößen  abhängt,  einen  ganz  bestimmten 
Wert.  Die  Temperatur  kaxm  hierbei  beliebig  gewählt  werden;  erhöht 
oder  erniedrigt  man  sie,  so  stellt  sich  das  Gleichgewicht  bei  entsprechend 
geändertem  Druck  und  bei  ebenfalls  geänderter  Zusammensetzung  der 
Phasen  ein. 

Ist  k  =  n  +  2j  dann  wird  a  =»  6  -|- 1.  Den  Gleichungen  kann  dann 
nicht  bei  einer  beliebig  gewählten  Temperatur  genügt  werden;  ein  Gleich- 
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gewicht  zwischen  n  +  2  Phasen  kann  nur  noch  bei  einer  ganz  bestimmten 
Temperatur,  die  man  zugleich  mit  den  Partialdichten  aus  den  Gleichungen 
bestimmt,  bestehen. 

In  dem  System  Wasser -Wasserdampf  und  ebenso  in  dem  System 
Wasser- Eis  ist  n  =  1,  k  =  2-  ein  Beispiel,  in  welchem  w  =  2,  Ä  =*=  3 
ist,  hat  man,  wenn  ein  wasserhaltiges  Salz,  eine  Lösung  dieses  Salzes 
und  Wasserdampf  nebeneinander  vorkommen.  In  diesen  Fällen  kann 
das  Gleichgewicht  bei  verschiedenen  Temperaturen,  jedesmal  unter  be- 
stimmtem Druck,  realisiert  werden.  Dagegen  können  Wasser,  Eis  und 
Wasserdampf,  oder  zwei  feste  Hydrate  eines  Salzes,  die  Lösung  und 
Wasserdampf  nur  bei  einer  Temperatur  koexistieren. 

Zu  denselben  Schlüssen  gelangen  wir  auch,  wenn  wir  das  Problem 
mit  Hilfe  des  thermodynamischen  Potentials  behandeln.   Dann  haben  wir 

a'=»  Ä^i  -f  ÄJj  -f  •  •  •  +  Ä„  —  n 

Gleichungen  wie  (68)  imd  diese  enthalten  außer  p  und  T  die  Verhält- 
nisse (72),  deren  es 

6'=  w(i)  -  1  +  wW  -  1  -f- . . .  -t-  n(*)  -  1  =  *!  -f-  fc,  +  . . .  +  fr^-  Ä 

voneinander  unabhängige  gibt.  Ist  nun  A'=»w  -f- 1,  und  also  a'=  6'+  1, 
dann  können  bei  gegebener  Temperatur  sämtliche  Yerhältniszahlen,  so- 
wie der  Druck  aus  den  Gleichungen  abgeleitet  werden.  Wenn  die  Zahl 
der  Phasen  die  der  Komponenten  um  2  übersteigt,  ist  auch,  da  a'=  6'+  2 
wird,  die  Temperatur  bestimmt. 

Mit  n  Stoffen,  die  sich  über  weniger  als  w  +  1  Phasen  verteilen, 
lassen  sich  bei  gegebener  Temperatur  verschiedene  Gleichgewichte  her- 
stellen, die  sich  durch  den  Druck,  sowie  durch  die  Dichte  und  die  Zu- 
sammensetzung der  einzelnen  Phasen  voneinander  unterscheiden.  Jedoch 
ist  in  solchen  Fällen  der  Zustand  vollständig  bestimmt,  wenn  man  T 
und  p  gewählt  hat  und  außerdem  die  Gesamtmenge  jeder  Komponente 
kennt.  Letzteres  liefert  nämlich  n  Gleichungen  zwischen  den  Größen  w, 
so  daß  man  im  ganzen 

a'+  w  «  fci  -j-  Äj  +  •  •  •  +  fc^ 

Gleichungen  hat,  was  mit  der  Zahl  der  Größen  m,  nämUch 

nW  4.  nW  +  "'  +  w^*) 
übereinstimmt. 

Ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  der  Zustand  eines  aus  weniger  als 
n  + 1  Phasen  bestehenden  Systems  bestimmt  ist,  sobald  man  weiß,  wie 
viel  von  jeder  Komponente  es  enthält  und  welchen  Raum  es  bei  ge- 
gebener Temperatur  einnimmt. 

§  47.  Im  allgemeinen  ist,  da  die  Form  der  Funktionen  ^  und  g 
sich  nicht  oder  nicht  genau  angeben  läßt,  die  wirkliche  Auflösung  der 
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im  Vorhergehenden  vorkommenden  Gleichungen  nicht  möglich.  Man  ge- 
langt indes  zu  quantitativen  xmd  mit  den  Beobachtungen  vergleichbaren 
Schlüssen ;  wenn  man  einen  Gleichgewichtszustand  mit  einem  anderen 
unendlich  wenig  davon  verschiedenen  Gleichgewichtszustand  vergleicht. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  in  dem  einen  Zustand,  den  wir  den 
ersten  nennen,  n  +  1  aus  n  Komponenten  Ä  zusammengesetzte  Phasen 
bei  der  Temperatur  T  und  unter  dem  Druck  p  miteinander  im  Gleich- 
gewicht sind.  Der  zweite  Zustand  möge  sich  erstens  dadurch  von 
diesem  ersten  unterscheiden,  daß  die  Temperatur  T+  dT  und  der  Druck 
p  +  dp  ist,  und  zweitens  dadurch,  daß  dem  System  eine  kleine  Menge 
einer  neuen  Komponente  C  hinzugefügt  worden  ist,  die  sich  in  irgend 
einer  Weise  über  die  Phasen  verteilt,  so  daß  diese  c^^^,  c^*\  . . .  c^""*"^^ 
Einheiten  davon  enthalten.  Dabei  betrachten  wir  diese  letzteren  Größen, 
sowie  öT  und  öp  als  unendlich  klein  von  derselben  Ordnung. 

Wir  schicken  nun  die  Bemerkung  voraus,  daß  man  im  ersten  Fall, 
auf  welchen  sich  die  bis  jetzt  benutzten  Buchstaben  beziehen  mögen, 
n  + 1  bestimmte  Größen  a^^\  a^^\  ...  a("  +  ^)  angeben  kann,  deren  Ver- 
hältnisse durch  die  Gleichungen 

•     •     •     (73) 

bestimmt  werden,  wobei  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  ist,  daß  einige 
dieser  Koeffizienten  den  Wert  Null  haben. 

Natürlich  werden  die  Zahlen  a  teils  positiv,  teils  negativ  sein. 
Wir  wollen  annehmen,  die  r  ersten  seien  positiv,  die  übrigen  negativ. 
Dann  ist,  wie  aus  den  Gleichungen  (73)  hervorgeht,  eine  Umsetzung 
möglich,  bei  welcher,  ohne  daß  an  der  Temperatur,  dem  Druck,  der 
Dichte  und  Zusammensetzung  der  einzelnen  Phasen  etwas  geändert 
wird,  die  Menge  der  r  ersten  auf  Kosten  der  übrigen  zunimmt;  wir 
bestimmen  sie  durch  die  Festsetzung,  daß  die  Menge  jeder  Phase  sich 
im  Verhältnis  von  1  zu  1  +  «©  ändern  soll,  wo  a  die  der  Phase  ent- 
sprechende Zahl  ist  und  cd   eine  unendlich  kleine  Konstante  bedeutet. 

Für  jede  Phase  ändert  sich  nun  auch  das  thermodynamische  Po- 
tential in  dem  angegebenen  Verhältnis.  Das  gesamte  thermodynamische 
Potential  des  Systems  ändert  sich  daher  um  den  Betrag 

und  da  dieses  verschwinden  muß,  so  gilt 

a(i)g(i)  +  a(2)g(«)+...4.a<"+i)gC«+^)  =  0,      .     .     .     (74) 

was  man  übrigens  auch  leicht  aus  den  in  §  45  angeführten  Gleich- 
gewichtsbedingungen, in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (73)  ableiten 
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kann.     Man  hat  nur  zu  beachten,  daß,  wegen  der  in  §  46  genannten 
Eigenschaft  des  thermodynamischen  Potentials,  für  jede  Phase 

ist. 

Was  den  zweiten  Zustand  anbelangt,  so  wollen  wir  die  in  den 
verschiedenen  Phasen  yorkommenden  Mengen  der  Komponenten  A,  die 
unendlich  wenig  von  m^\  m^\  usw.  verschieden  sind,  mit  m^^  m^\  us-w. 
bezeichnen,  und  unter  ä^^\  ä^*\  usw.  n  + 1  von  a^^\  a^\  usw.  unendlich 
wenig  verschiedene  Zahlen  verstehen,  die  den  Gleichungen 

•     •     •     (75) 

genügen. 

Wir  wollen  nun  auch  eine  unendlich  kleine  Änderung  des  zweiten 
Zustandes  bei  konstanter  Temperatur  und  Druck  betrachten  und  aus- 
drücken, daß  das  thermodynamische  Potential  dabei  konstant  bleibt. 
Die  Variation  möge  darin  bestehen,  daß  in  jeder  Phase  die  Menge  aller 
Komponenten  Ä  im  Verhältnis  1  +  äo  geändert  wird,  die  Menge  von  C 
aber  bleibt  wie  sie  war.  Da  hierbei  für  eine  beliebige  Phase  die  Mengen 
der  zuerst  genannten  Komponenten  um  atolh^^  äcomg,  *  •  *  acom^  va- 
riiert werden,  so  beträgt  die  Variation  ihres  thermodynamischen  Po- 
tentials, das  wir  g  nennen  wollen, 

äol  m,  TTz^  +  Wo  —  -  +  •••  +  w^  ^  ).      .     .     .     (76) 

Wir  benutzen  nun  den  Umstand,  daß  g  eine  homogene  Funktion 
ersten  Grades  von  m^,  m^, . . .,  m^  und  c  ist.    Daraus  folgt 

__  aF     _  aF  ,       i  —  dt  ,  ^dt     z 

^  dm^    '       *  ^m,  '       ^dm„  '       cc       '' 

so  daß  wir  statt  (76)  schreiben  können 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (63), 

ä(ü{l^-RTc) (77) 

Hier  ist  g^  der  Wert,  welchen  das  thermodynamische  Potential 
haben  würde,  wenn  die  Komponente  C  gar  nicht  vorhanden  wäre. 

Indem  wir  nun  für  jede  Phase  einen  Ausdruck  wie  (77)  bilden, 
und  die  Änderung  des  gesamten  thermodynamischen  Potentials  gleich 
Null  setzen,  erhalten  wir 

Z{äl^)-RT2:{äc)'=0 (78) 
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§  48.  Diese  Oleichung;  in  der  sich  die  Summen  auf  die  n  +  1 
Phasen  beziehen,  haben  wir  jetzt  mit  der  Formel  (74),  d.  h.  mit 

2^{at)  =  0 
zu  vergleichen.  Zu  diesem  Zwecke  subtrahieren  wir  diese  letztere  von 
(78).  Dabei  wollen  wir,  wie  wir  das,  was  p  und  T  betrifft,  bereits  ge- 
tan  haben,  die  unendlich  kleine  Änderung,  welche  irgend  eine  Größe 
bei  dem  Übergang  vom  ersten  zum  zweiten  Gleichgewichtszustand  er- 
leidet, durch  ein  vorgesetztes  d  andeuten.  Wir  schreiben  also  am  für 
die  Differenz  m  —  m  zwei  einander  entsprechender  Werte  von  m,  und 
ebenso  da  für  die  Differenz  cc  —  a^  während  wir  unter  dg  die  Differenz 
§Q  —  g  verstehen.  Da  c  unendlich  klein  ist,  so  dürfen  wir  in  dem  letzten 
Gliede  von  (78)  die  Koeffizienten  ä  durch  die  entsprechenden  a  ersetzen. 
Infolgedessen  wird  das  Resultat 

oder 

2]{adi)+Z{tSa)^BT2:{ac)^0 (79) 

Hier  ist  nun  die  Variation  dS  naher  zu  betrachten.  Der  Wert  ^q 
unterscheidet  sich  dadurch  von  g,  daß  er  sich  auf  die  Werte  m^+  dw^, 
m^  +  Sm^y . . .  m^  +  *^*«j  T+  dT  und  p  +  Sp  der  unabhängigen  Va- 
riablen bezieht.    Also  ist 

wo  wir  unter  ^ —  usw.  die  für  den  ersten  Gleichgewichtszustand  gel- 
tenden Werte  verstehen  wollen. 

Bei  der  Substitution  in  (79)  bedenken  wir  nun  erstens,  daß  für 

jede  Phase  die  Wertet  von  —  wj,  und  ^  der  Entropie  tj  und  dem  Vo- 
lum V  gleich  sind,  zweitens  daß,  wenn  m  die  Menge  einer  beliebigen 
Komponente  Ä  ist,   der  Differentialquotient   w^  für  alle   Phasen   den 

gleichen  Wert  hat  (§  45),  drittens,  daß,  wie  aus  (73)  und  (75)  erhellt, 
für  jede  Komponente 

du  (am)  =  0  und  also  Z(adm)  =  --Zl^mda) 

ist,  und  viertens,  daß  g  eine  homogene  Funktion  ersten  Grades  von 
wf^,  7^2, .  .  .  m„  ist.  Durch  Anwendung  dieser  Sätze  bekommt  man  für 
£(ad^)  die  Summe  von 

-Z{arj)dT+Z(av)dp 
und 
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Die  Oleichung  (79)  verwandelt  sich  scliließlich  in 

-2:{ari)dT+2:(av)öp-RTi:(ac)^0,    .     .     .     (80) 

§  49.  Die  hier  auftretenden  Summen  lassen  eine  einfache  Deutung 
zu.  Man  stelle  sich  (§  47)  die  Umsetzung  vor,  bei  welcher  «(*)  Mal  bzw. 
a^^\  . . .  a^*"^  Mal  die  in  dem  ersten  Gleichgewichtszustände  vorhandenen 
Mengen  der  r  ersten  Phasen  aus  —  a^'"^^\  , , .  —  a^""*"^)  Mal  die  Mengen 
der  übrigen  Phasen  entstehen.  Bei  dieser  Umwandlung,  die  wir  uns 
bei  konstanter  Temperatur  und  unter  konstantem  Druck  vollzogen  den- 
ken, nimmt  das  Volum  des  Systems  um  ^v  =  2^(ccv\  die  Entropie  aber 
um  zir]  » ^(cc'rj)  zu-  Da  die  Umwandlung  umkehrbar  ist,  so  können 
wir  auch  sagen,  £{arj)  sei  die  mit  T  dividierte  bei  derselben  zuzu- 
führende  Wärmemenge  ^Q.  Was  ferner  Z(ac)  betrifft,  so  denken  wir 
uns,  daß  auch  in  dem  zweiten  Fall,  wenn  das  System  die  neue  Kompo- 
nente C  enthält,  die  obengenannte  durch  die  Zahlen  a  bestimmte  Umwand- 
lung stattfindet.  Soll  dabei  in  jeder  Phase  der  Wert  von  c  ungeändert 
bleiben,  so  muß  dem  System  eine  gewisse  Menge  der  Komponente  C 
hinzugefugt  werden,  und  diese  Menge  ist  eben  durch  2J(ac)  gegeben. 

§  50.  Man  kann  aus  der  erhaltenen  Oleichung  verschiedene  Folge- 
rungen ableiten.  Zunächst  kann  man  annehmen,  daß  auch  in  dem 
zweiten  Zustand  die  Komponente  C  fehlt;  dann  ergibt  sich  eine  be- 
kannte Relation  zwischen  den  gleichzeitigen  Änderungen  von  Tempe- 
ratur und  Druck  bei  dem  Gleichgewicht  von  n  +  1  Phasen.  Es  ist  das 
die  Beziehxmg,  welche  z.  6.  zwischen  der  Dampfspannung  und  der 
Temperatur,  oder  zwischen  dem  Gefrierpunkt  und  dem  Druck  besteht. 

Zweitens  kann  man  den  Einfluß,  welchen  eine  kleine  Menge  der 
neuen  Komponente  C  auf  das  Gleichgewicht  hat,  untersuchen,  wobei  man 
noch  zur  Vereinfachung  entweder  d  T  oder  S'p  gleich  Null  setzen  kann. 

Wir  lösen  z.  6.  in  einer  Flüssigkeit  J.,  die  mit  ihrem  Dampf  in 
Berührung  steht,  eine  unendlich  kleine  Menge  eines  firemden  Körpers  C, 
Der  Dampf  sei  die  erste,  die  Flüssigkeit  die  zweite  Phase,  und  die  oben- 
genannte Umwandlung  bestehe  darin,  daß  eine  Masseneinheit  der  Flüssig- 
keit in  Dampf  übergeht.  Enthalten  nun  der  Dampf  und  die  Flüssig- 
keit, auf  je  eine  Masseneinheit  der  Substanz  -4,  vP"^  bzw.  n^*^  Einheiten 
des  Körpers  C,  so  ist  2^(ac)  =  n^^^  — n^*^;  femer  ist,  wenn  die  spezifischen 
Volume  mit  w^^^  imd  uP^^  bezeichnet  werden,  I^[a'o)^  w^^^  —  ?</'('\  Man 
hat  daher,  wenn  tf  T=  0  gesetzt  wird, 

und,  wenn  die  gelöste  Substanz  nicht  mit  verdampft, 

<Ji'  =  --R2'l^~(«, (81) 
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die  bekannte  Oleichong  für  die  durch   die  Auflösung   eines   fremden 
Körpers  bewirkte  Dampfdruckemiedrigung. 

Ebenso  leicht  ist  es,  die  dadurch  hervorgebrachte  Veränderung  des 
Gefrierpunktes  aus  der  allgemeinen  Gleichung  abzuleiten.  Wir  nehmen 
jetzt  an,  die  Substanz  Ä  befinde  sich  teils  im  festen,  teils  im  flüssigen 
Zustand  und  nennen  die  feste  Phase  die  erste.  Diesmal  setzen  wir 
dp  =  0.  Femer  legen  wir  den  Zeichen  n^^\  n^^,  w^^\  w^^  eine  ähnliche 
Bedeutung  wie  soeben  bei,  nur  daß  jetzt  der  Index  (1)  sich  auf  die 
feste  Phase  bezieht,  und  bezeichnen  die  in  Arbeitseinheiten  ausgedrückte 

Schmelzungswärme  für  die  Masseneinheit  mit  r.    Dann  ist  2J(ai?)  =  —  y- 

imd 

Für  den  Fall,  daß  die  Komponente  C  nicht  in  die  feste  Phase 
aufgenommen  wird,  vereinfacht  sich  die  Formel  zu 

ST=-^^^ (82) 


Bemerkungen  zu  den  vorhergehenden  Betrachtungen. 

§  51.  Das  in  dem  letzten  Abschnitt  Besprochene  veranlaßt  uns 
noch  zu  einigen  weiteren  Erörterungen. 

Zunächst  möge  daran  erinnert  werden,  daß  wir  nur  die  Werte  der 
freien  Energie,  bzw.  der  Entropie  und  des  thermodynamischen  Poten- 
tials für  verschiedene  Zustände  ein  und  desselben  Systems,  nicht  aber 
die  Werte  für  ganz  verschiedene  Systeme  miteinander  vergleichen 
können.  In  Anbetracht  dieses  Umstandes  kann  es  auf  den  ersten  Blick 
befremdlich  erscheinen,  daß  in  unseren  Formeln  Differentialquotienten 

wie  ö---  und  ^  **   vorkommen.    Die  freie  Energie  ^  einer  Phase  nach  der 
otn  ctn  ^ 

Menge  m  einer  darin  vorkommenden  Komponente  differentiieren  heißt 
nämlich,  die  Werte  von  ^  für  zwei  Phasen  mit  den  Mengen  m  und 
m  +  dm,  also  für  zwei  nicht  aus  derselben  Stoffmenge  bestehende 
Systeme  miteinander  vergleichen. 

Betrachtet  man  aber  die  Sache  etwas  genauer,  dann  sieht  man 
leicht,  daß  wir  in  Wirklichkeit  nur  die  Werte  der  freien  Energie  für 
verschiedene  Zustände  ein  imd  derselben  Stoffinenge  miteinander  ver- 
glichen haben;  es  handelte  sich  ja  immer  um  die  Änderung  des  Ge- 
samtwertes von  ^  für  ein  aus  einigen  Phasen  zusammengesetztes  System. 
Der  Auffassung,  daß  dieser  Wert  sowohl  vor  als  auch  nach  der  vor- 
genommenen Variation  sich  als  die  Summe  einer  Anzahl  sich  auf  die 
einzelnen  Phasen  beziehenden  Glieder  darstellen  läßt,  steht  nichts  im 
Wege. 
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Eine  weitere  Bemerkung^  die  nicht  ohne  Zusammenhang  mit  der 
vorhergehenden  ist^  betrifft  den  Umstand,  daß  in  die  Ausdrücke  ffir  die 
Energie  s  und  die  Entropie  rj  eines  Systems  immer  additive  Konstanten 
C  und  C"  aufgenommen  werden  können,  deren  Wert  unbestimmt  bleibt^ 
und  daß  infolgedessen  zu  irgend  einem  Wert  der  freien  Energie  immer 
das  Glied  C  —  CT  addiert  werden  darf.  Wir  haben  das  Auftreten  der- 
artiger Glieder  dadurch  vermieden,  daß  wir  den  Zustand^  in  welchem 
die  freie  Energie  den  Wert  Null  haben  soll,  in  bestimmter  Weise  festsetzten 
(vgl.  §  36).  Man  wird  sich  indes  ohne  Mühe  davon  überzeugen,  daß, 
wenn  wir  das  nicht  tun  und  also  in  die  Gleichungen  die  unbestimmten 
Eonstanten  au&ehmen,  diese  aus  allen  Endformeln  verschwinden;  dies 
rührt  daher,  daß  die  Konstanten  keinen  Einfluß  auf  die  Differenz  der 
Werte  von  ^  für  verschiedene  Zustände  eines  Systems  haben  können. 

§  52.  Wir  müssen  hier  auch  noch  mit  einigen  Worten  auf  die- 
jenigen Systeme  zurückkommen,  in  denen  eine  Komponente  nur  in  sehr 
kleiner  Menge  vorhanden  ist.  Das  merkwürdige  Gesetz  für  den  osmo- 
tischen Druck  hat  zu  der  Ansicht  geführt,  ein  Körper  befinde  sich  in 
einer  sehr  verdünnten  Lösung  gewissermaßen  im  gasförmigen  Zustand 
und  man  wird  einer  derartigen  Annahme  gewiß  nicht  entbehren  können, 
wenn  man  sich  die  Aufgabe  stellt,  das  Gesetz  molekulartheoretisch  ab- 
zuleiten. Der  reinen  Thermodynamik  jedoch  ist  eine  solche  Auffassung 
fremd,  und  bei  unseren  Ableitungen  brauchte  denn  auch  von  dem  Zu- 
stande, in  welchem  sich  die  gelösten  Körper  befinden,  gar  nichts  gesagt 
zu  werden.  Allerdings  war  insofern  von  einem  gasformigen  Zustande 
die  Rede,  als  wir  uns  vorstellen  mußten,  daß  die  Lösung  durch  fort- 
gesetzte Vergrößerung  des  Volums  in  eine  Mischung  vollkommener  Gase 
verwandelt  werden  kann.  Die  für  die  Eigenschaften  einer  verdünnten 
Lösung  maßgebenden  Größen  rühren  eben  von  denjenigen  Teilen  der 
freien  Energie  eines  Gasgemisches  her,  die  sich  auf  eine  in  geringer 
Menge  vorhandene  Komponente  beziehen  (vgl.  §  41). 

Es  ist  nun  sehr  bemerkenswert,  daß  in  dieser  Weise  Erscheinungen, 
die  wir  bei  flüssigen  Systemen  beobachten,  mit  Eigenschafben  zusammen- 
hängen, die  in  weit  entfernten  Zuständen  derselben  bestehen.  Befremden 
kann  uns  das  aber  nicht,  weil  es  in  den  Grundlagen  der  Thermodynamik 
eingeschlossen  liegt.  Wenn  wir  für  einen  umkehrbaren  Kreislauf  den 
Satz  (4)  aussprechen,  so  drücken  wir  schon  dadurch  aus,  daß  zwischen 
Größen,  die  sich  auf  verschiedene  Zustände  eines  Systems  beziehen,  ein 
gewisses  Band  besteht.  Wären  die  Verhältnisse,  von  denen  der  Wert  eines 
jeden  dQ  abhängt,  in  der  einen  Hälfte  des  E^reislaufs  ganz  imabhängig 
von  den  Verhältnissen,  die  in  der  anderen  Hälfte  sich  geltend  machen, 
80  könnte  offenbar  die  Gleichung  nicht  allgemein  richtig  sein  Der 
Zusammenhang   kann  natürlich  nur   darin  wurzeln,   daß    der  Korper, 
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während  er  den  Kreisprozeß  durchläuft,  im  Grunde  genommen,  seine 
Natur  nicht  ändert,  molekulartheoretisch  gesprochen  darin,  daß  die 
kleinsten  Teilchen,  aus  welchen  wir  uns  den  Körper  zusammengesetzt 
denken,  nicht  in  dem  einen  Zustande  ganz  andere  Kräfte  aufeinander 
ausüben,  oder  sich  ganz  anders  verhalten  als  in  dem  anderen.  In 
diesem  Sinne  dürfen  wir  sagen,  daß,  wenn  ein  System  sich  in  dem 
Zustand  eines  voUkommenen  Gases  befunden  hat,  die  Spuren  der  Eigen- 
schaften, die  es  darin  hatte,  sich  auch  dann  noch  zeigen  müssen,  nach- 
dem es  zu  einer  Flüssigkeit  kondensiert  worden  ist. 

Bekanntlich  hat  man  Anlaß  gefunden,  einige  Körper,  namentlich 
die  Salze,  in  sehr  verdünnter  Lösung  als  dissoziiert  zu  betrachten;  da- 
durch macht  man  es  sich  erklärlich,  daß  für  diese  Körper  die  in  vielen 
Formeln  vorkommende  Größe  R  Tc  (vgl.  §  41)  einen  doppelt  so  großen 
Wert  hat,  als  man  nach  dem  Molekulargewicht  erwarten  sollte.  Streng 
genommen  braucht  man  indes  in  solchen  FäUen  nur  für  den  sehr  ver- 
dünnten gasförmigen  Zustand  eine  Dissoziation  anzunehmen,  die  zu 
einem  grö^ren  Wert  von  RTc  führt,  und  es  ist  in  einer  üie;modyna. 
mischen  Theorie  von  dem  Zustande  des  in  einer  flüssigen  Lösung  be- 
findlichen Körpers  gar  nicht  die  Rede.  Hiermit  soll  nicht  gesagt  sein, 
daß  die  Dissoziation  nicht  bestehe:  abgesehen  von  anderen  Erwägungen, 
U^  „„  ,ch,»H«h  ^^«,:  J  di.  D™«b«.,  .eich,  i/l^em 
gasförmigen  Zustande  eine  Dissoziation  herbeiführen,  nach  der  Ver- 
flüssigung ganz  verschwunden  seien. 

§  53.  Den  oben  hervorgehobenen  Zusammenhang  zwischen  den 
Eigenschaften  eines  Körpers  in  verschiedenen  Zuständen  hat  man  auch 
in  anderen  Fällen  im  Auge  zu  behalten.  Wenn  man  z.  B.,  nach  dem 
Vorgang  von  van  der  Waals,  die  freie  Energie  einer  Mischung  in  der 
§  39  geschilderten  Weise  berechnet  und  dabei  die  Zustandsgieichung 

{pi-^^(v-h)  =  RT, (83) 

in  der  jetzt  a  und  b  von  dem  Mischungsverhältnis  abhängen,  zugrunde 
legt,  so  verkettet  man  die  freie  Energie  in  dem  betrachteten  Zustande 
mit  den  Werten  von  p  bei  allen  größeren  Volumen.  Ist  nun  b  mit 
dem  Volum  veränderlich,  etwa  infolge  einer  von  der  Dichte  abhängigen 
Dissoziation  oder  Assoziation  von  Molekülen,  so  hat  man  in  der  Glei- 
chung (83)  und  bei  der  Berechnung  des  Integrals   /pdv,  unter  diesem 

Koeffizienten  den  zu  dem  jedesmaligen  v  passenden  Wert  zu  verstehen. 
Es  kommt  also  am  Ende  nicht  bloß  auf  die  Anzahl  der  Moleküle  in 
dem  zu  betrachtenden  Zustand,  sondern  auch  auf  die  Molekülzahl  in 
weit  davon  entfernten  Zuständen  an,  und  es  ist  im  allgemeinen  nicht 

gerechtfertigt,  ohne  weiteres  in  dem  Integral  Jpdv  für  b  den  Wert  zu 

Lorentz,  WUsensohaftliche  Abhandlungen.  17 
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nehmen^  welcher  dem   untersncliteii  Zustande^  also   der  einen   Grenze 
des  Integrals,  entspricht. 


Graphische  Darstellungen. 

§  54.  Die  Behandlung  der  Oleichgewichtsprobleme  läßt  sich  durch 
geeignete  graphische  Darstellungen  sehr  veranschanlichen  und  manche 
Frage  kann  mit  diesem  Mittel  fast  ohne  Rechnung  gelöst  werden. 
Das  Wichtigste  hiervon  möge  in  diesem  Abschnitt  kurz  besprochen 
werden. 

Wir  beschränken  ims  dabei  auf  diejenigen  Fälle,  in  denen  man  es 
mit  zwei  oder  drei  Komponenten  zu  tun  hat,  und  wählen  für  jede 
dieser  letzteren  ein  Grammolekül  zur  Einheit.  Kommen  in  der  be- 
trachteten Substanzmenge,  sei  diese  in  dem  Zustande  einer  homogenen 
Phase,  oder  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Phasen  geteilt,  m^  und  m^y 
bzw.  m^,  m^  und  m^  Grammoleküle  der  einzelnen  Komponenten  vor,  so 
wollen  wir  sagen,  es  seien  im  ganzen  m^  +  Wg,  bzw.  w^  +  w^  +  w, 
Grammoleküle  vorhanden.  Wir  fassen  speziell  Phasen  ins  Auge,  für 
welche  diese  Summen  den  Wert  Eins  haben,  xmd  reden  dann  kurz  von 
einem  Grammolekül  der  Phase.  Mit  n  Grammolekülen  derselben  meinen 
wir  dann  eine  n-fache  Menge  von  derselben  Beschaffenheit. 

Auch  bei  einem  aus  verschiedenen  Phasen  bestehenden  System, 
einem  „Phaswikomplex",  reden  wir  von  einem  Grammolekül;  wir  ver- 
stehen darunter  eine  solche  Menge,  daß  die  Summe  der  Anzahlen 
jiii,  ^j,  usw.  von  Grammolekülen,  die  von  den  einzelnen  Phasen  vor- 
handen sind,  den  Wert  Eins  hat.  Multipliziert  man  dann  femer  alle 
diese  Zahlen  mit  einem  beliebigen  Faktor  n,  so  bekommt  man  n  Gramm- 
moleküle des  Komplexes.  Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  daß,  wenn 
nach  diesen  Festsetzungen  ein  6rammolekül  eines  beliebigen  Phasen- 
komplexes im  ganzen  m^  und  m,,  bzw.  nt^,  Wg  imd  tn^  Grammoleküle 
der  Komponenten  enthält,  die  Summe  m^  +  mg,  bzw.  m^  +  wi,  -f  m^ 
gleich  Eins  ist.  Auch  ist  klar,  daß  die  Vereinigung  von  ^4  Gramm- 
molekülen irgend  eines  Systems  mit  f^j  Grammolekülen  eines  zweiten  usw. 
jiij  +  jit,  -[-  usw.  Grammoleküle  liefert. 

Wenn  wir  uns  des  thermodynamischen  Potentials  bedienen,  so  be- 
ruht die  graphische  Darstellung  darauf,  daß  wir,  bei  bestimmten  von 
vornherein  gewählten  Werten  von  p  und  T,  für  jede  Phase  und  jeden 
Phasenkomplex  die  Zusammensetzung,  sowie  das  auf  ein  Grammolekül 
bezogene  thermodynamische  Potential  durch  die  Lage  eines  Punktes 
ausdrücken. 

§  55.  Im  Fall  zweier  Komponenten  können  wir  m^  =  x  und  also 
»•1  —  1  —  X  setzen  xmd  in  einer  Ebene  die  Werte  von  x  und  g  durch 
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die  Koordinaten  darstellen.  Dabei  legen  wir  die  x-Achae  0^  Og  (Fig.  5) 
horizontal  und  die  g- Achse  nach  oben;  wir  nehmen  an,  daß  alle  in 
Betracht  kommenden  Werte  von  5  positiv  sind,  was  sich  immer  durch 
geeignete  Wahl  der  additiven  Eonstante  erreichen  läßt.  Ein  System,  sei 
es  eine  Phase  oder  ein  Phasenkomplex,  dessen  Zusammensetzung  durch 
die  Lage  des  Punktes  a  und  dessen  thermodynamisches  Potential  durch 
die  Senkrechte  aÄ  dargestellt  wird,  soll 
als  das  System  Ä  oder  a  bezeichnet  wer- 
den; Ä  nennen  wir  den  g- Punkt  des- 
selben. Der  Punkt  a  bleibt  natürlich 
auf  eine  Strecke  0^  Og,  deren  Länge  Eins 
ist,  beschränkt;  0^  entspricht  der  ersten, 

Og  der  zweiten  Komponente.  ^, 

Es  besteht  nun  folgender  Satz.  Wenn     ^  a  o 

man  fi  Grammoleküle  der  Phase  oder  des 

Komplexes  a  und  1  —  fi  Grammoleküle  von  b  zusammenbringt,  so  liegt 
der  Punkt  d,  welcher  die  Zusammensetzung  des  so  erhaltenen  Systems 
angibt,  in  solcher  Lage  zwischen  a  und  b,  daß 

ad:bd  =  {l-'ii):fi (84) 

Mit  anderen  Worten,  d  ist  der  Schwerpunkt  zweier  materieller  Punkte 
mit  den  Massen  ^  und  1  —  |ii,  die  wir  uns  in  a  und  b  denken. 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  der  Erwägung,  daß  nach  (84) 

O^d  =  ft  X  O^a  +  (1  —  f*)  X  O^b 

ist,  welche  Gleichung  ausdrückt,  daß  die  in  dem  System  enthaltene 
Menge  der  zweiten  Komponente  wirklich  durch  die  Länge  von  O^d  ge- 
geben ist. 

Umgekehrt  kann  sich,  was  die  Mengen  der  Komponenten  betrifft, 
ein  System,  dessen  Zusammensetzung  durch  den  Punkt  d  dargestellt 
wird,   immer    in   zwei    den  Punkten  a  und  b   entsprechende   Systeme 

teilen:  aus  einem  Grammolekül  von  d  entstehen  dabei  -,-  Grammole- 
'  ah 

küle  von  a  und  -r  Grammoleküle  von  6. 

ah 

Es  ist  weiter  folgendes  zu  bemerken.  Wenn  wir  fi  Grammoleküle 
von  a  und  1  —  ii  Grammoleküle  von  b  ohne  Änderung  ihres  Zustandes 
nebeneinander  stellen,  so  daß  ein  Komplex  (a,  b)  entsteht,  dann  wird 
das  thermodynamische  Potential  des  Ganzen  durch  die  Strecke  dD  dar- 
gestellt, welche  die  Verbindungslinie  AB  von  der  in  d  errichteten  Senk- 
rechten abschneidet;  die  Länge  dieser  Strecke  ist  nämlich 

dD^lixaÄ+(l  —  iJL)x  bB. 

Man  kann  daher  auch  sagen:   Der  Punkt  jD,  welcher  Zusammensetzung 
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und  thermodTiiamisches  Potential  des   Komplexes   (fia,  (1  —  fi)  b)   an- 
gibt^ liegt  auf  der  Verbindungslinie  AB  m  solcher  Lage^  daß 

er  fällt  mit  dem  Schwerpunkt  zweier  in  Ä  und  B  gestellter  Massen 
fjL  und  l  —  fi  zusammen. 

Oft  können  nun  die  Substanzmengen,  welche  in  dem  Komplex  D 
vorhanden  sind,  auch  in  anderen  Zuständen  vorkommen,  indem  sie  z.  B. 
eine  homogene  Mischung  bilden,  oder  in  anderer  Weise  als  in  jenem 
Komplex  über  verschiedene  Phasen  verteilt  sind.  Der  Punkt,  welcher 
die  Zusammensetzung  angibt,  behält  dabei  die  Lage  d'^  der  g-Punkt  aber 
kann  höher  oder  tiefer  als  D  liegen. 

§  56.  Wir  wollen  uns  im  flüssigen  Zustande  die  beiden  Kompo- 
nenten in  jedem  Verhältnis  gemischt  vorstellen,  so  daß  x  von  0  bis  1 
gehen  kann;  die  g-Punkte  der  flüssigen  Phasen  liegen  demnach  auf 
einer   ununterbrochenen   Kurve  (der  J-Kurve),   wie  PCDQ  in  Fig.  6. 

Dabei  geben  die  Anfangs-  und  Endordi- 

naten  0^  P  und  O^lQ  die  Werte  des  ther- 

modynamischen  Potentials  der  einzelnen 

Komponenten  im  flüssigen  Zustande  an. 

Auf  die  ganz  nahe  an  P  und  Q  liegenden 

Teile  der  Kurve  kann  man  die  Formeln 

anwenden,  die  sich  früher  für  Systeme, 

in   welchen   eine   Komponente    in    sehr 

kleiner  Menge  vorkommt,  ergeben  haben. 

Man  kann  daraus  schließen^  daß  die  Kurve 

von  P  an  fällt,  und  nach  Q  hin  steigt, 

und  zwar  berührt  sie  in  P  und  Q  die 

Senkrechte  O^P  bzw.  O^Q. 

Außer  den  flüssigen  Phasen  können  nun  auch  feste  Phasen,  etwa 

in  kristallisiertem  Zustande  auftreten;  diesen  schreiben  wir  eine  ganz 

bestimmte  Zusammensetzung  zu,  so  daß  jeder  festen  Phase  ein  isolierter 

Punkt,  wie  F,  entspricht. 

§  57.  a)  Stabile  und  labile  flüssige  Phasen.  Wenn  in  irgend 
einem  Punkte  Ä  die  J-Kurve  nach  unten  konvex  ist,  so  liegt,  wenn 
man  zwei  in  kleiner  Entfernung  links  und  rechts  von  dieser  Stelle 
liegende  Pimkte  Ä'  und  J."  (in  der  Figur  nicht  angegeben)  durch  eine 
Sehne  verbindet,  der  Punkt  Ä  unterhalb  dieser  letzteren.  Das  thermo- 
dynamische  Potential  ist  daher  für  die  homogene  Phase  Ä  kleiner  als 
für  einen  Komplex  {Ä\  Ä'),  welcher  dieselbe  Zusammensetzung  hat. 
Bringt  man  die  beiden  Phasen  Ä  und  A'  zusammen,  so  können  sie 
sich   also   unter  Abnahme   des   thermodynamischen   Potentials   zu    der 


Fig.  6. 
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homogenen  Phase  Ä  yermischen.  Dagegen  kann  diese  letztere  sich 
nicht  in  zwei  Phasen,  deren  g-Punkte  rechts  und  links  von  Ä  liegen, 
teUen,  weU  das  mit  einer  Znnahme  des  thermodynamischen  Potentials 
verbunden  wäre. 

Anders,  wenn,  wie  in  unserer  Figur  im  Punkte  B,  die  g-Kurve  die 
konkave  Seite  nach  unten  wendet.  Sind  wieder  B'  und  B"  naheliegende 
Punkte  links  und  rechts  von  B,  dann  liegt  jetzt  B  höher  als  die  Ver- 
bindungslinie B'B",  Daraus  schließen  wir,  daß  sich  B'  und  B"  gewiß 
nicht  zu  der  homogenen  Phase  B  vereinigen  werden.  Im  Gegenteil 
kann  jetzt  B  unter  Verminderung  des  thermodynamischen  Potentials  in 
die  Phasen  B'  und  B"  zerfallen. 

Das  Gesagte  drücken  wir  dadurch  aus,  daß  wir  das  Gleichgewicht 
in  einem  Zustande  wie  A  stabil,  in  dem  Zustande  B  aber  labil 
nennen.  Eine  Phase  ist  also  stabil  oder  labil,  je  nachdem  der  Diffe- 
rentialquotient 

dx* 
positiv  oder  negativ  ist. 

In  der  Nähe  der  Punkte  P  und  Q  ist  nun  die  Kurve  jedenfalls 

nach  unten  konvex.    Ist  sie  es  auch  an  allen  zwischenliegenden  Stellen, 

dann  entspricht  jedem  Werte  von  x  eine   stabile  flüssige  Phase;   die 

beiden  Komponenten  sind  dann  wirklich  in  jedem  Verhältnis  mischbar. 

Es  kann  aber  auch  der  FaU  eintreten,  daß  ein  gewisser  Teil  der  g-Kurve 

wie  in  unserer  Figur,   die  konkave  Seite  nach   unten   wendet.     Dann 

sind  die  zugehörigen  Phasen  labil;  sie  können  nicht  dadurch  entstehen, 

daß  man  die  flüssigen  Komponenten  zusammenbringt. 

Die  Grenze  zwischen  den  stabilen  und  den  labilen  Phasen  wird  in 
diesem  Fall  durch  die  Inflexionspunkte  C  und  D  angegeben. 

b)  Gleichgewicht  zwischen  einer  festen  und  einer  flüssigen 
Phase.  Die  feste  Phase  F  sei  mit  der  flüssigen  G  in  Berührung  und 
R  sei  der  ^-Punkt  für  den  aus  beiden  bestehenden  Komplex.  Beim 
Übergang  einer  unendlich  kleinen  Menge  der  festen  Phase  in  die  flüssige 
muß  sich  das  thermodynamische  Potential  nicht  ändern;  der  Punkt  R 
muß  also  an  seiner  Stelle  bleiben.  Infolge  des  Überganges  wird  sich 
die  Zusammensetzung  der  Flüssigkeit  ein  wenig  ändern;  der  ^-Punkt 
derselben  wird  also  nach  einem  neuen  unendlich  wenig  von  G  ent- 
fernten Punkte  G'  der  Kurve  verschoben.  Da  sich  nun  R  auf  einen 
Komplex  (F,  G')  beziehen  muß  und  also  auf  der  Verbindungslinie  FG' 
liegt,  so  liegen  die  Punkte  jP,  G  und  &  in  gerader  Linie.  Es  wird 
also,  da  G&  ein  Element  der  f- Kurve  ist,  diese  Kurve  von  der  Ver- 
bindungslinie FG  berührt.  Um  daher  die  flüssigen  Phasen  zu  finden, 
die  mit  der  festen  F  koexistieren  können,  hat  man  nur  aus  F  eine 
Tangente  an  die  ^-Kurve  zu  legen. 


In  maoeba  FalkiL  ron  denen  imsm  Figur  ein  Bebpiei  gibc,  kann 
man  Mü  F  zwei  Berührnngilinien  ziehen:  dann  gibt  es  zwei  üüaage 
Phaaen,  die  mit  der  featen  F  im  Gleidigewiclit  aein  können. 

C;  Gleiebgewieht  zwiseben  zwei  flüssigen  Phasen.  Es  seien 
H  und  K  die  beiden  nebeneinander  beatebenden  Phasen,  L  der  Punkt  der 
Verbindongslinie  iff  ^  der  den  Komplex  <  JJ,  IT)  danteDt,  ^  nnd  IT 
zwei  in  der  Figur  nicht  angegebene  Punkte  der  Kunre.  deren  einer 
unendlich  wenig  Ton  i7,  der  andere  aber  unendlich  wenig  ron  £^  ent- 
fernt iat.  Man  kann^  waa  die  Mengen  der  Beatandtefle  betrifft^  den 
Komplex  L  der  IPiumen  H  und  K  in  einen  Komplex  \H\  K^)  um- 
wandeln^ und  da  ea  sich  hierbei  um  eine  unendlich  kleine  Variation 
handelt^  so  muß  die  Hohe  des  Punktes  L  ungeandert  bleiben.  Folglich 
muß  die  Verbindungslinie  H' K'  durch  den  Punkt  L  gehen.  Man  kann 
nun  femer  dieselben  Betrachtungen  wiederholen ,  indem  man  L  durch 
einen  anderen  Punkt  L'  der  Verbindungslinie  HK  ersetzt ,  die  Punkte 
H'  und  K'  aber  an  ihrer  Stelle  laßt.  Wir  schUeßen  somit,  daß  H'K' 
auch  den  Punkt  V  enthalten  muß,  und  dies  ist-  nur  möglich,  w^m 
HK  mit  ff  K'  zusammenfallt,  A  h.  wenn  HK  die  ^-Kurre  sowohl 
in  H  als  auch  in  K  berührt. 

Man  findet  daher  die  flfissigen  Phasen,  welche  koexistieren  können, 
dadurch,  daß  man  an  die  Eurre  eine  Doppeltangente  legt.  Offenbar  ist 
dies  nur  möglich,  wenn,  wie  in  Fig.  6,  die  Kurre  in  einem  Teil  ihres 
Verlaufs  die  konkare  Seite  nach  unten  wendet,  also  bei  Flüssigkeiten,  die 
nicht  in  jedem  Verhältnis  mischbar  sind. 

d)  Wenig  stabile  Phasen.  In  Fig.  6  sieht  man,  daß  die  lufiexions- 
punkte  6'  und  D  oberhalb  der  Doppeltangente  HK  liegen.  Die  Phasen, 
welche  den  zwischen  H  und  C,  sowie  den  zwischen  D  und  K  liegenden 
Punkten  der  Kurve  entsprechen,  sind  nun  insofern  als  stabil  anzusehen, 
als  sie  nicht  in  zwei  Phasen  von  unendlich  wenig  yerschiedener  Zu- 
sammensetzung zerfallen  können.  Dennoch  sind  diese  Zustände  wenig 
beständig.  Eine  Phase  zwischen  JJ  und  C  z.  B.  kann  unter  Verkleine 
rung  des  thermodynamischen  Potentials  in  einen  Komplex  {H,  K)  über- 
gehen, und  dies  wird  tatsächlich  geschehen,  sobald  eine  gewisse  Menge, 
wie  klein  sie  auch  sei,  einer  in  der  Nähe  von  K  liegenden  Phase  vor- 
handen ist. 

e)  Gleichgewicht  zwischen  drei  Phasen.  Bei  beliebig  ge- 
wählten Werten  von  p  und  T  kann  ein  solches  nicht  bestehen.  Hält 
man  aber  die  Temperatur  fest  und  erhöht  oder  erniedrigt  man  den 
Druck,  HO  erleidet  die  Figur  eine  allmähliche  Formveränderung,  und  es 
ist  nun  möglich,  daß,  wenn  ein  bestimmter  Druck  erreicht  ist,  der 
(-Punkt  einer  festen  Phase  in  die  Doppeltaugonte  an  die  (-Kurve  der 
flüssigen  Phasen  fällt.  Dimn  kann  der  fimto  Köri)er  mit  zwei  flüssigen 
OonuHchen  im  Gleichgewicht  sein. 
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Ebenso  können  bei  beliebiger  Temperatur,  aber  unter  einem  be- 
stimmten davon  abhängigen  Druck^  zwei  feste  Phasen  mit  einer  flüssigen 
koexistieren;  die  hierzu  erforderliche  Bedingung  besteht  darin,  daß  die 
Verbindungslinie  der  den  beiden  ersteren  entsprechenden  J-Punkte  die 
S-Kurve  berührt. 

Daß  diese  Ergebnisse  mit  dem  in  §  46  Gesagten  in  Übereinstimmung 
sind,  braucht  nicht  weiter  erklärt  zu  werden. 

§  58.  Wir  können  jetzt  zu  den  aus  drei  Komponenten  bestehenden 
Systemen  übergehen.  Wollen  wir  auch  für  diese  die  Zusammensetzung 
und  das  thermodynamische  Potential  durch  die  Lage  eines  Punktes  dar- 
stellen^  so  müssen  wir  eine  räumliche  Konstruktion  benutzen.  Statt 
der  Grundlinie  0^0^  in  Fig.  5  wählen  wir  jetzt  eine  Orundebene,  die 
wir  horizontal  legen  wollen;  wegen  der  Beziehung  w^  +  «i^  +  m^  =  1 
kann  die  Zusammensetzung  jeder  Phase  und  jedes  Phasenkomplexes 
durch  zwei  Variablen  bestimmt  und  also  durch  die  Lage  eines  Punktes 
in  der  Ebene  veranschaulicht  werden.  Das  kann  noch  in  sehr  ver- 
schiedener Weise  geschehen  und  für  unseren  Zweck  genügt  es,  fest- 
zusetzen, daß  nij^y  m^,  m^  lineare  Funktionen  der  Koordinaten  x  und  y 
des  betreffenden  Punktes  und  also  umgekehrt  auch  x  und  y  lineare 
Funktionen  von  m^,  m^,  ni^  sein  sollen. 

Sind  nun  (Fig.  7)  a  und  b  die  Punkte  in  der  Grundebene,  welche 
zwei  Phasen  oder  Phasenkomplexen  ent- 
sprechen, und  bringen  wir  (i  Grammole-  Q^ 
küle  des  ersten  und  1  —  ft  Grammoleküle 
des  zweiten  Systems  zusammen,  so  wird 
die  Zusammensetzung  des  neuen  Systems 
durch  einen  Punkt  d  auf  der  Verbindungs- 
linie ah  dargestellt,  und  zwar  ist  d  der 
Schwerpunkt  zweier  in  a  und  6  gedachter 
Massen  von  der  Größe  ft  und  1  —  fi,  so  daß     '  ^ 

Fig.  7. 

ad  :  6df  =  (1  —  fi) :  fi. 

Der  Beweis  geht  sofort  daraus  hervor,  daß,  eben  weil  die  Koordinaten 
lineare  Funktionen  von  m^,  w,,  w,  sind,  die  Koordinaten  des  Punktes  rf, 
welcher  dem  neuen  Komplex  entspricht,  in  folgender  Weise  mit  den 
Koordinaten  von  a  und  h  zusammenhängen  müssen: 

^d  ==  /^^a  +(!  —  /*)  ^by     usw. 

Umgekehrt  kann  sich  ein  System,  dessen  Zusammensetzung  durch 
die  Lage  von  d  bestimmt  ist,  was  die  Menge  der  Komponenten  anlangt, 
in  die  Systeme  a  und  6  teilen,  wobei  a  und  b  in  beliebigen  Entfer- 
nungen von  d  gewählt  werden  können.  Es  verdient  nun  besondere 
Beachtung,   daß  die  Systeme,   in  welche  d  zerfallen  kann,   keineswegs 
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auf  die  eine  Linie  ai  bescliränkt  sind.  Zieht  man  nämlich  dnrch  d 
irgend  eine  andere  Linie  und  nimmt  man  auf  dieser  zwei  Punkte  e  nnd  f 
auf  verschiedenen  Seiten  von  d  sn,  bo  kann  das  System  d  sich  auch 
in  die  Systeme  e  und  f  spalten. 

Wir  betrachten  femer  drei  Phasen  oder  Phasenkomplexe  a,b,  c, 
von  denen  fi^,  ft^,  fi^  Grammoleküle  zusammengebracht  werden,  derart, 
daß  ft^+ fi^+ ftg=  1.  Wegen  der  linearen  Beziehungen  zwischen  den 
Koordinaten  und  den  Größen  m  hat  der  Punkt,  welcher  die  Zusammen- 
setzung des  erhaltenen  Systems  darstellt,  die  Koordinaten 

er  fällt  also  mit  dem  Schwerpunkte  dreier  in  a,  &,  c  gedachter  Massen 
^a)  ^by  ^0  zusammen.  Daraus  folgt,  daß  allen  Systemen,  welche  man 
aus  a,  h  und  c  zusammensetzen  kann,  Punkte  entsprechen,  die  in  der 
Grundebene  im  Inneren,  bzw.  auf  dem  Umfang  des  Dreiecks  ahc  liegen. 
Auch  sieht  man  leicht,  daß,  wenn  e  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb 
dieser  Figur  ist,  ein  System  z  sich  in  ganz  bestimmter  Weise  in  die 
drei  Systeme  a,  6,  c  teilen  kann. 

Den  einzelnen  Komponenten  werden  bei  der  angenommenen  Be- 
ziehung zwischen  m^,  m^,  m^  und  den  Koordinaten  gewisse  Punkte 
Oj,  Oj,  Og  der  Grundebene  entsprechen,  und  offenbar  bleibt  nun  die 
graphische  Darstellung  auf  den  dreieckigen  Teil  0^  0^  0^  der  Grund- 
ebene, ebenso  wie  früher  (Fig.  6)  auf  den  Teil  0^  0^  der  Grundlinie 
beschränkt. 

§  59.  Li  jedem  Punkte  des  genannten  Teils  der  Grundebene  er- 
richten wir  jetzt  vertikal  nach  oben  eine  Senkrechte,  deren  Länge 
das  (positiv  vorausgesetzte)  thermodynamische  Potential  des  betreffenden 
Systems  angibt.  Wir  erhalten  dadurch  eine  Raumfigur,  mit  der  wir, 
obgleich  die  Verhältnisse  jetzt  etwas  verwickelter  werden,  in  ganz  ähn- 
licher Weise  operieren  können  wie  früher  (§  57)  mit  einer  ebenen  Figur. 
Die  Endpunkte  der  Senkrechten  nennen  wir  wieder  g-Punkte;  wir  be- 
zeichnen sie  mit  großen  und  ihre  Projektionen  auf  die  Grundebene  mit 
den  entsprechenden  kleinen  Buchstaben.  Daß  nun  der  g-Punkt  des  Kom- 
plexes, der  aus  der  Nebeneinanderlagerung  von  /it^,  ft^,  ft^,  usw.  Gramm- 
molekülen  beliebiger  Systeme  A,  B,  C  usw.  entsteht,  wobei  Zfi  =  1  sein 
soll,  mit  dem  Schwerpimkte  der  Punkte  Ä,  B,  C  usw.,  wenn  in  diesen 
die  Massen  ft^,  fc^,  l^c  . . .  liegen,  zusammenfällt,  ergibt  sich  sofort.  Alle 
aus  zwei  Systemen  Ä  imd  jB,  bzw.  aus  drei  Systemen  Ä,  B  und  C 
gebildeten  Komplexe  haben  ihre  g-Punkte  in  der  Verbindungslinie  AB, 
bzw.  in  der  Ebene  ABC,  Endlich  liegen  die  g-Punkte  zweier  Systeme, 
die  aus  derselben  Stoffmenge  bestehen,  immer  in  einer  Senkrechten  zur 
Grundebene  und,   was  die  Möglichkeit  der  Verwandlung  des  einen  in 
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das  andere  betrifiPb,  kommt  es  nur  darauf  an,  ob  der  eine  g-Punkt  höher 
oder  tiefer  als  der  andere  liegt. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  im  flüssigen  Zustande  die  drei 
Komponenten  in  allen  möglichen  Verhältnissen  miteinander  vermischt 
sein  können.  Der  Inbegriff  der  S- Punkte  aller  flüssigen  Phasen  bildet 
dann  eine  gewisse  krumme  Fläche,  die  g- Fläche,  die  das  Dreieck  0^  0^  0, 
zur  horzontalen  Projektion  hat.  Sie  ist  begrenzt  von  drei  Kurven  in 
den  durch  die  Dreiecksseiten  gelegten  vertikalen  Ebenen,  und  zwar 
sind  das  die  g- Kurven  für  die  aus  je  zwei  Bestandteilen  bestehenden 
flüssigen  Gemische. 

Aus  dem  Umstand,  daß  (vgl.  §  41)  der  Wert  von  w—  unendlich 

groß  wird,  wenn  das  betreffende  m  sich  der  Null  nähert,  läßt  sich 
schließen,  daß  die  f-Fläche  sich  in  den  genannten  Grenzknrven  an  die 
vertikalen  Ebenen  anschmiegt,  und  zwar  steigt  sie  an  allen  Stellen, 
wenn  man  sich  der  Bandkurve  nähert. 

§  60.  a)  Stabile  und  labile  flüssige  Phasen.  Die  Frage,  ob 
sich  eine  flüssige  Phase  D  in  zwei  andere,  ihr  unendlich  nahe  liegende 
spalten  oder  umgekehrt  aus  diesen  entstehen  kann,  ist  in  ähnlicher 
Weise  zu  beantworten  wie  früher;  nur  ist  jetzt  zu  beachten,  daß,  wenn 
D  gegeben  ist,  die  Punkte  in  der  Grundebene,  welche  jenen  zwei  Phasen 
entsprechen,  auf  verschiedenen  durch  d  gehenden  Linien  liegen  können. 
Man  überzeugt  sich  nun  ohne  Mühe  davon,  daß  eine  Phase  D  sich  im 
stabilen  Gleichgewicht  befindet,  wenn  alle  Schnitte  der  g-Fläche  mit 
vertikalen  durch  D  gelegten  Ebenen  in  diesem  Punkte  nach  unten 
konvex  sind;  als  labil  ist  das  Gleichgewicht  zu  betrachten,  sobald  einige 
dieser  Schnitte  oder  alle  die  konkave  Seite  nach  unten  wenden. 

Die  Bedingung  für  stabiles  Gleichgewicht  läßt  sich  auch  so  aus- 
drücken, daß  man  sagt,  die  g-Fläche  müsse  in  der  Nähe  des  be- 
trachteten Punktes  D  oberhalb  der  Berührungsebene  in  diesem  Punkte 
liegen. 

Wir  bezeichnen  mit  x,  y,  J  die  Koordinaten  des  Punktes  JD,  mit 
X  +  z/rr,  y  +  z/y,  S  -|-  z/g  die  Koordinaten  eines  benachbarten  Punktes  E 
der  5- Fläche,  mit  g+z/'g  aber  den  Wert  von  g  in  dem  Punkte  E\  wo 
die  durch  D  gelegte  Berührungsebene  die  durch  E  gezogene  Senkrechte 
schneidet.  Indem  wir  uns  auf  Größen  beschränken,  die  in  Bezug  auf 
^x  und  z/y  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  können  wir  setzen 

und 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  fiir  alle  Werte  von  ^x  und  Jy  der 
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Punkt  JE  höher  als  E'  liegt,  daß  also  die  Differenz  z/t  —  ^g  positiv 
ist,  lauten 

dx*  ^  ^'       dy*  ^    '       dx"  dy^  ^  \dx  dy)  ' 

von  welchen  Ungleichungen  übrigeus  die  erste  oder  die  zweite  in  den 
beiden  anderen  involviert  ist. 
Die  durch  die  Gleichung 

dx*dy'      \dxdy)^ 

bestimmte  Linie,  welche  man  die  Spinodalkurve  der  Fläche  nennt, 
trennt  ein  Gebiet  stabiler  von  einem  Gebiet  labiler  Phasen. 

Sobald  in  einem  Teil  der  g- Fläche  die  Bedingungen  für  die  Sta- 
bilität nicht  erfüllt  sind,  und  also  jedenfalls  einige  Vertikalschnitte  nach 
unten  konkav  sind,  können  wir  füglich  sagen,  es  bestehe  in  der  Fläche 
eine  Falte.  Eine  solche  kann  entweder  eine  oder  mehrere  Grenzkurven 
erreichen  oder  auf  den  mittleren  Teil  der  Fläche  beschränkt  bleiben. 

b)  Gleichgewicht  zwischen  einer  festen  und  einer  flüssigen 
Phase.  Führt  man  durch  die  räumliche  Figur,  die  wir  ims  jetzt  vor- 
stellen, einen  vertikalen  Schnitt,  dann  gelten  für  diese  alle  Betrach- 
tungen, deren  wir  uns  früher  bedient  haben.  Daraus  folgt,  daß  eine 
feste  Phase  F  mit  einer  flüssigen  G  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wenn 
die  Verbindungslinie  FG  die  g-Fläche  berührt..  Dieser  Bedingimg  ge- 
nügen jetzt  unendlich  viele  flüssige  Phasen,  nämlich  alle  diejenigen, 
deren  g- Punkte  auf  der  Kurve  liegen,  in  welcher  die  Fläche  von  einem 
Kegel,  dessen  Spitze  in  F  liegt,  berührt  wird. 

Zwei  feste  Phasen  F^  und  F^  können  mit  einer  flüssigen  G  ko- 
existieren, deren  g-Punkt  da  liegt,  wo  die  g-Fläche  von  einer  durch 
die  Verbindungslinie  F^F^  gelegten  Ebene  berührt  wird. 

c)  Gleichgewicht  zwischen  zwei  flüssigen  Phasen.  Wir 
fassen  zunächst  den  Durchschnitt  mit  der  durch  die  g-Punkte  H  und  K 
gelegten  vertikalen  Ebene  ins  Auge  und  beweisen  ähnlich  wie  in  §  57,  c, 
daß,  wenn  Gleichgewicht  zwischen  Jff  und  K  bestehen  soll,  die  Linie  HK 
sowohl  in  H  als  auch  in  K  Berührungslinie  sein  muß.  Es  seien  femer 
in  der  Grundebene  (Fig.  8)  h  und  k  die  Projektionen  von  H  und  K, 

l  der  Punkt,  welcher  dem  Komplexe 
{H,  K)  entspricht  und  A',  h'  zwei 
imendlich  wenig  von  ä,  h  entfernte 
Punkte,  die  mit  l  in  einer  Geraden 

Fig.  ».  ' 

liegen;  H'  und  K'  seien  die  in  // 
und  h'  projizierten  Punkte  der  g-Fläche.  Der  aus  H  und  K  bestehende 
Komplex  kann  sich  nun  durch  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung 
in  einen  Komplex  (JET,  K')  verwandeln,  der  in  der  Grundebene  gleich- 
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falls  durch  den  Punkt  l  angedeutet  wird.  Da  sich  hierbei  das  thermo- 
dynamische  Potential  nicht  ändern  soll,  so  muß  die  Linie  H'  K'  durch 
den  Punkt  L  gehen;  die  vier  Punkte  JJ,  K,  H',  K'  liegen  daher  in  einer 
Ebene,  und  zwar  berührt  diese  die  i,-  Fläche  sowohl  in  ^  als  auch  in  K, 
da  HK  eine  Berührungslinie  ist  und  HE!,  KK'  Linienelemente  in  der 
g- Fläche  sind. 

Bedingung  für  die  Koexistenz  zweier  flüssigen  Phasen  ist  also,  daß 
die  in  den  betreffenden  Punkten  an  die  Fläche  gelegten  Berührungs- 
ebenen zusammenfallen,  mit  anderen  Worten,  um  zwei  koexistierende 
flüssige  Phasen  zu  finden,  hat  man  nur  eine  Doppelberührungsebene 
an  die  g-Fläche  zu  legen. 

Offenbar  ist  das  nur  möglich,  wenn  die  Fläche  eine  Falte  hat. 
Nachdem  man  in  diesem  Fall  ein  Paar  Phasen  gefunden  hat,  die  neben- 
einander bestehen  können,  erhält  man  die  übrigen  dadurch,  daß  man 
die  Doppelberührungsebene  über  die  Fläche  rollen  läßt.  Dabei  kommt 
man,  wenn  die  Falte  sich  bis  an  einen  der  Flächenränder  erstreckt, 
schließlich  zu  einem  Gleichgewicht  zwischen  zwei  nur  zwei  Kompo- 
nenten enthaltenden  Phasen.  Geht  die  Falte  nicht  so  weit,  so  fallen 
bei  einer  bestimmten  Lage  der  Ebene  die  beiden  Berührungspunkte  in 
einen  zusammen,  was  physikalisch  gesprochen  bedeutet,  daß  die  beiden 
koexistierenden  Phasen  sich,  was  Zusammensetzung  und  sonstige  Eigen- 
schafben betrifft,  fortwährend  einander  nahem  und  schließlich  gleich 
werden.  Den  Punkt  der  g- Fläche,  wo  das  Zusammenfallen  stattfindet, 
nennt  man  einen  Faltenpunkt. 

§  61.  Es  möge  schließlich  noch  die  Methode  erwähnt  werden,  die 
van  der  Waals  in  seinen  wichtigen  Untersuchungen  über  gasförmige 
und  flüssige  Mischungen  angewandt  hat.  Als  Grundlage  derselben  diente 
die  Theorie  der  freien  Energie,  und  es  erwies  sich,  obgleich  nur  zwei 
Komponenten  vorausgesetzt  wurden,  eine  graphische  Darstellung  im 
Raum  als  sehr  nützlich.  Hält  man  sich  nämlich  an  eine  bestimmte 
Temperatur,  so  hängt  ^  für  das  Grammolekül  jeder  homogenen  Phase 
von  der  Größe  x  ab,  welche  (vgl.  §  55)  die  Zusammensetzung  bestimmt, 
und  außerdem  von  dem  Volum  v.  Es  wurden  daher  die  Werte  von  x 
imd  V  als  Koordinaten  in  einer  horizontal  gedachten  Grundebene  dar- 
gestellt und  der  Wert  von  ^  für  die  betreffende  Phase  durch  die  dritte 
Koordinate  eines  Punktes  angegeben.  Da  x  auf  das  Intervall  von  Null 
bis  Eins  beschränkt  ist,  das  Volum  aber  große  Werte  haben  kann,  so 
hat  man  es  mit  einem  Streifen  in  der  o^t; -Ebene  zu  tun,  der  durch  die 
Linien  a;  =  0,  :r  =  l,  t;  =  0  begrenzt  ist  und  sich  nach  der  einen  Seite 
ins  Unendliche  (  i7=  od)  erstreckt.  Es  gelten  nun  zwei  Sätze,  die  den 
im  vorhergehenden  Paragraphen  besprochenen  ganz  ähnlich  sind.  Erstens 
ißt  eine  Phase  nur  dann  stabil,  wenn  in  dem  betreffenden  Punkte  alle 
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Vertikalschnitte  der  ^-Fläche  die  konvexe  Seite  nach  unten  wenden, 
was  jetzt  das  Bestehen  der  Ungleichungen 

erfordert.  Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt^  dann  hat  die  Fläche 
eine  Falte,  und  die  zu  einem  gewissen  Teil  der  Fläche  gehörigen  Phasen 
sind  in  labilem  Gleichgewicht. 

Femer  können  zwei  Phasen  koexistieren,  wenn  in  den  entsprechenden 
Punkten  die  ^-Fläche  von  ein  und  derselben  Ebene  berührt  wird. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ergibt  sich  auf  fast  genau  demselben  Wege, 
dem  wir  in  §  60  bei  Betrachtxmg  der  g-Fläche  im  Falle  dreier  Kompo- 
nenten folgten;  er  beruht  auf  zwei  Hilfssätzen,  die  es  genügen  wird, 
hier  noch  kurz  anzuführen.  Der  eine  sagt  aus,  daß,  wenn  Ä  und  B  zwei 
Punkte  der  ^-Fläche  sind,  der  Schwerpunkt  zweier  Massen  ft  und  1  —  ft, 
die  wir  uns  in  diesen  Punkten  denken,  durch  seine  drei  Koordinaten 
die  Zusammensetzung,  das  Volum  und  die  freie  Energie  desjenigen 
Komplexes  darstellt,  den  man  erhält,  wenn  man  /t  Grammoleküle  der 
Phase  Ä  und  l  —  [i  Grammoleküle  von  B,  ohne  an  dem  Zustande  dieser 
Stoffmengen  etwas  zu  ändern,  einfach  nebeneinander  stellt. 

Der  zweite  Hilfssatz  bezieht  sich  auf  die  Frage,  ob  eine  Phase  oder 
ein  Phasenkomplex  A  sich  in  ein  anderes  System,  dessen  ^-Punkt  B 
dieselbe  Horizontalprojektion  wie  A  hat,  verwandeln  kann.  Das  ist  nur 
möglich,  wenn  A  höher  als  B  liegt.  In  der  Tat,  eben  weil  die  Hori- 
zontalprojektionen von  A  und  B  zusammenfallen,  würde  die  Umwand- 
lung ohne  Yolumänderung  stattfinden.  Unter  diesen  Umständen  kann 
die  freie  Energie  des  Systems  nie  zunehmen. 

Phasen  in  geschlossener  Kette. 

§  62.  Wir  fanden  in  §  44,  daß  zwei  Phasen  A  und  B,  die  in 
Bezug  auf  irgend  eine  Komponente  mit  einer  dritten  Phase  C  im  Gleich- 
gewicht sind,  auch,  ebenfalls  in  Bezug  auf  diese  Komponente,  unter 
sich  im  Gleichgewicht  sein  werden.  Denkt  man  sich  nun  diese  drei 
Phasen  räumlich  so  angeordnet,  daß  A  mit  B,  B  mit  (7  und  C  wieder 
mit  A  in  Berührung  steht,  so  hat  man  es  mit  einer  geschlossenen  Kette 
zu  tun,  in  welcher  an  allen  Stellen  Gleichgewicht  besteht.  Derartige 
Ketten  von  Phasen,  in  welchen  auch  mehr  als  drei  verschiedene  Zu- 
stände vorkommen  können,  können  wir  uns  namentlich  dann  in  großer 
Verschiedenheit  vorstellen,  wenn  wir  auch  äußere  Kräfte  wie  die  Schwer- 
kraft wirken  lassen. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  denken  wir  uns 
zwei  vertikale  Zylinder,  von  welchen  die  oberen  Enden  Pj,  Pg  und 
ebenso  die  unteren  Enden  Q^,  Q^  durch  enge  horizontale  Röhren  mit- 
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einander  verbunden  sind.  In  dieses  Gefäß  sei  ein  beliebiges  System 
eingeschlossen,  das  der  Schwerkraft  unterworfen  ist,  so  daß  sich  in 
jedem  Zylinder  der  Zustand  in  vertikaler  Richtung  von  Punkt  zu  Punkt 
ändert,  an  allen  Stellen  eines  horizontalen  Durchschnitts  aber  derselbe 
ist.  Wir  wollen  annehmen,  daß  in  den  oberen  Schichten  der  beiden 
Zylinder,  sowie  auch  in  dem  diese  Schichten  miteinander  verbindenden 
Rohr  PiPi  die  gleiche  Phase  besteht;  dies  ist  möglich,  da  wir  das 
Rohr  als  sehr  eng  voraussetzen,  so  daß  wir  von  der  Verschiedenheit 
der  Zustände  in  der  oberen  und  unteren  Hälfte  dieses  Kanals  absehen 
dürfen.  Eine  ähnliche  Annahme  machen  wir  auch  in  Bezug  auf  die 
unteren  Schichten  in  den  beiden  Zylindern  und  das  Rohr  QiQ^. 

Wir  wollen  nun  den  Inhalt  des  Gefäßes  durch  horizontale  Ebenen 
in  unendlich  dünne  Schichten  zerlegen,  wobei  die  Teilebenen  in  dem 
zweiten  Zylinder  nicht  in  der  Verlängerung  der  in  dem  ersten  Zylinder 
angebrachten  zu  Uegen  brauchen.  Wir  erhalten  dann  eine  unendliche 
Anzahl  in  geschlossener  Kette  liegender  Volumelemente,  unter  welchen 
es  eines  gibt,  das  aus  den  oberen  Schichten  von  P^  Q^  und  P,  Q,  mit  dem 
Verbindungsrohr  PiP^  besteht,  und  ein  zweites,  welches  das  Rohr  QiQ^ 
enthält.  Indem  wir  von  einer  bestimmten  horizontalen  Ebene  im  Zy- 
linder PjQ„  und  zwar  in  beUebiger  Richtung  ausgehen,  bezeichnen  wir 
diese  Volumelemente  mit  S^y  S^y , . ,  S^]  das  letzte  steht  wieder  mit  dem 
ersten  in  Berührung. 

Man  denke  sich  jetzt  das  System  auf  konstanter  Temperatur  er- 
halten und  den  Zustand  in  der  ersten  Schicht  S^  gegeben.  Aus  den 
zwischen  dieser  und  der  zweiten  obwaltenden  Gleichgewichtsbedingungen 
kann  man  den  Zustand  in  S^  ableiten,  daraus  mittels  der  geeigneten 
Gleichgewichtsbedingungen  den  Zustand  in  S^y  usw.  Schließlich  findet 
man  in  dieser  Weise  die  Zusammensetzung  und  die  Dichte  der  in  S^ 
enthaltenen  Phase,  und  es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß,  wenn  nur  die 
Drucke  in  S^  und  S^  sich  als  gleich  herausstellen,  die  gefundene  Zu- 
sammensetzung und  Dichte  gerade  diejenigen  sind,  welche  in  der 
Schicht  S^  bestehen  müssen,  damit  sie  sich  auch  bei  der  direkten  Be- 
rührung mit  S^  im  Gleichgewicht  befinde. 

Es  wird  genügen,  das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf  eine  der  Kom- 
ponenten C  ins  Auge  zu  fassen.  Wir  setzen  die  Gefäßwände,  sowie 
auch  alle  Grenzflächen  der  Schichten  als  unbeweglich  voraus.  Für  das 
Gleichgewicht  zwischen  den  Schichten  S^  und  S^^^  ist  dann  erforder- 
lich (vgl.  §  26),  daß  sich  die  für  diese  beiden  berechnete  Summe  der 
freien  und  der  potentiellen  Energie,  und  also  auch  die  entsprechende 
Summe  Sl  für  das  gesamte  System  nicht  ändert,  wenn  eine  unendlich 
kleine  Menge  von  C  aus  S^  in  Sj^^^  hinübertritt.  Man  kann  sich  nun 
denken,  daß  eine  solche  Menge  von  bestimmter  Größe  zuerst  aus  S'^  in  S^ 
übergeht,  dann  von  S^  in  iSg,  von  S^  in  S^  usw.,  so  daß  sie  schließlich 
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in  S^  anlangt.  Ist  auf  diesem  Wege  immer  Gleichgewicht  yorhanden, 
so  ändert  sich  bei  keinem  dieser  Schritte  der  Wert  von  H,  und  es  ist 
also  der  Endwert  dieser  Funktion  dem  Anfangswerte  gleich.  Da  sich 
nun  der  Endzustand  nur  dadurch  von  dem  ursprünglichen  Zustande 
unterscheidet^  daß  S^  die  betrachtete  Menge  verloren  und  S^  sie  ge- 
wonnen hat,  so  wäre  Sl  auch  ungeändert  geblieben,  wenn  die  unendlich 
kleine  Quantität  von  C  direkt  von  S^  an  S^  abgegeben  wäre.  Auch 
der  Gleichgewichtsbedingung  für  S^  und  S^  ist  also  genügt  imd  können 
wir  behaupten,  daß,  wenn  auf  dem  Wege  S^S^ , . .  S^  an  allen  Stellen 
Gleichgewicht  besteht,  dasselbe  auch  von  der  Trennungsfiäche  /Si,S^  gilt. 

§  63.  um  die  Bedeutung  des  Satzes  klar  hervortreten  zu  lassen, 
hat  man  sich  nur  zu  vergegenwärtigen,  was  geschehen  würde,  wenn 
S^  und  Sl  in  Bezug  auf  die  Komponente  C  nicht  miteinander  im 
Gleichgewicht  wären.  Dann  würde  dieser  Körper  von  der  einen  Schicht 
nach  der  anderen,  etwa  von  S^  nach  S^  wandern.  Sobald  aber  infolge 
dieses  Überganges  S^  reicher  an  C  geworden  ist,  ist  das  Gleichgewicht 
zwischen  dieser  Schicht  und  S^  gestört;  S^  wird  daher  die  Substanz 
wieder  an  S^  abtreten.  Setzt  man  diese  Schlußfolgerung  fort,  so  sieht 
man,  daß  der  Körper  C  im  Kreise  herumlaufen  würde,  und  zwar  würde 
das,  eben  weil  nach  dem  soeben  Vorausgesetzten  nicht  an  allen  Stellen 
zugleicherzeit  Gleichgewicht  sein  kann,  nie  aufhören. 

Es  ist  nun  ein  derartiger  Kreislauf  irgend  eines  Körpers,  den  die 
Thermodynamik  für  unmöglich  erklärt. 

In  allen  denjenigen  Fällen,  in  welchen  der  Übergang  der  betrach- 
teten Komponente  aus  einer  Phase  in  die  andere  von  einer  Wärme- 
entwicklung oder  Absorption  begleitet  sein  würde,  ergibt  sich  der  Schluß, 
zu  dem  wir  gekommen  sind,  auch  aus  der  Erwägung,  daß  nach  dem 
C  lau  8  i  US 'sehen  Grundsatze  in  einem  System,  dessen  Teile  alle  auf  der- 
selben Temperatur  gehalten  werden,  fortwährende  thermische  Wirkungen 
nicht  bestehen  können. 

Es  verdient  besondere  Beachtung,  daß  das  im  vorigen  Paragraphen 
Gesagte  auch  dann  gilt,  wenn  an  einzelnen  Stellen  der  Kette  Phasen, 
zwischen  deren  Zuständen  ein  endlicher  Unterschied  besteht,  sich  ein- 
ander berühren  und  ebenso  wenn  an  einer  oder  mehreren  Stellen  dünne 
horizontale  Scheidewände  angebracht  sind,  die  nur  einem  Teil  der  Kom- 
ponenten den  Durchtritt  gestatten.  In  solchen  Fällen  ist  es  zweck- 
mäßig, einen  der  Querschnitte,  von  denen  oben  die  Rede  war,  mit  einer 
Unstetigkeitsfiäche  oder  einer  Scheidewand  zusammenfallen  zu  lassen. 

§  64.  Es  mögen  jetzt  einige  Beispiele  folgen.  Zunächst  denke 
man  sich  im  imteren  Teil  des  Zylinders  PiQi  eine  nur  für  Wasser 
durchlässige  Scheidewand,  unterhalb  derselben,  in  dem  Rohr  Q^Q^  und 
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bis  zu  einer  gewissen  Höhe  im  Zylinder  Q2P3  Wasser,  im  ersten  Zy- 
linder aber  oberhalb  der  Scheidewand  eine  Salzlösung,  und  endlich  in 
den  oberen  Teilen  der  beiden  Zylinder  und  in  dem  Rohr  P,  P,  Wasser- 
dampf. Man  kann  mit  Hilfe  einer  Schlußfolgerung,  die  zuerst  von 
Arrhenius  benutzt  wurde,  aus  dem  Satze,  daß  im  ganzen  Kreise  Oleich- 
gewicht besteht,  die  Beziehung  zwischen  dem  osmotischen  Druck  und 
dem  Dampfdruck  der  Lösung  ableiten. 

Zweitens  wollen  wir  annehmen,  der  mittlere  Teil  des  Zylinders  Pj  Q^ 
sei  durch  zwei  halbdurchlässige  Wände  von  dem  oberen  und  imteren 
Teil  getrennt;  er  sei  mit  einer  Lösung  gefüllt,  während  der  übrige  Teil 
des  Kreises  nur  Wasser  enthält.  Die  Anordnung  stimmt  dann  im 
wesentlichen  mit  derjenigen  überein,  deren  ich  mich  in  einer  früheren 
Arbeit^)  bedient  habe,  um  die  Unterschiede  des  osmotischen  Drucks 
in  verschiedenen  Schichten  einer  der  Schwerkraft  unterworfenen  Lösung 
zu  bestimmen. 

Wir  lassen  endlich  alle  Scheidewände  weg  und  füllen  das  Qefäß 
mit  einer  einheitlichen  Substanz,  die  sich  teils  im  gasförmigen  oder 
flüssigen  Zustande  befinden  möge,  zum  Teil  aber  auch  in  denjenigen 
Zuständen,  welche  der  Körper  durchläuft,  wenn  er  in  kontinuierlicher 
Weise  aus  dem  gasförmigen  in  den  flüssigen  Zustand  übergeführt  wird, 
und  die  den  Punkten  der  theoretischen  Isotherme  entsprechen. 

Wir  erinnern  daran  (vgl.  §  31),  daß  man,  wenn  man  diese  Kurve 
in  der  Richtung  des  abnehmenden  Volums  durchläuft,  zunächst  einen 
Punkt  D  findet,  der  dem  gesättigten  Dampfe  entspricht,  und  dann  einen 
Punkt  Ä,  in  welchem  der  Druck  ein  Maximum  wird.  Von  hier  ab 
senkt  sich  die  Isotherme  bis  zu  einer  Stelle  B  kleinsten  Druckes  und 
sie  erreicht  dann  unter  erneuertem  Steigen  den  Punkt  0,  welcher  zu 
demjenigen  Zustande  gehört,  in  welchem  die  Flüssigkeit  mit  ihrem 
Dampf  im  Gleichgewicht  sein  kann.  Wir  wollen  nun  die  verschiedenen 
Zustände,  die  wir  füglich  mit  den  soeben  benutzten  Buchstaben  be- 
zeichnen können,  in  unser  ringförmiges  Oefäß  zusammenbringen,  und 
zwar  in  einer  eigentümlichen  Anordnung,  die  sich  aus  der  Bedingung 
ergibt,  daß  in  jedem  Zylinder,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soU,  der 
Druck  nach  oben  hin  abnehmen  muß.  Wir  denken  uns  nämlich,  daß 
in  dem  unteren  Verbindungsrohr  der  Zustand  Äy  in  dem  oberen  aber 
der  Zustand  B  besteht.  In  der  Säule  P^  Q^  mögen  die  Zustände,  auf 
welche  die  zwischen  Ä  und  B  liegenden  Punkte  der  Isotherme  sich 
beziehen,  kontinuierlich  aufeinanderfolgen,  was  bei  geeigneter  Höhe 
der  Säule  wirklich  imter  dem  Einfluß  der  Schwerkraft  möglich  ist. 
In  der  anderen  Säule  aber  sollen  vom  tiefsten  Punkte  an  die  Zustände 
von  Ä  bis  JD,  und  vom  höchsten  Punkte  an  die  Zustände  von  B  bis  C 


1)  Siehe  diese  Sammlung,  p.  175.  176. 
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aufeinanderfolgen;  in  einer  gewissen  Höhe  begegnen  sich  hier  in  einer 
horizontalen  Ebene  E  die  Zustande  C  und  D,  die  Flüssigkeit  und  der 
gesättigte  Dampf.  Daß  nun  diese  Anordnung,  bei  welcher  an  allen 
Stellen  zugleicherzeit  Gleichgewicht  besteht,  möglich  ist,  lehrt  uns  der 
Satz  von  §  62,  und  wir  wollen  jetzt  sehen,  zu  welcher  Folgerung  diese 
Möglichkeit  uns  führt. 

Es  sei  in  irgend  einem  Punkte  von  PiQi  oder  PfQ^  ^  die  verti- 
kale Höhe  über  einer  beliebigen  horizontalen  Ebene;  femer  bezeichnen 
wir  mit  ds!  die  Änderungen,  welche  diese  Höhe  erleidet,  wenn  man 
von  E  aus  den  Umfang  des  Rechtecks  in  der  Richtung  EQ^Q^P^P^E 
durchläuft.     Dann  ist  offenbar 


/« 


dz  =  0 (85) 

In  jedem  Punkte  besteht  aber  nach  der  gewöhnlichen  Regel  für  das 
hydrostatische  Gleichgewicht  die  Beziehung 

dp ^dz, 

— 

in  der  dp  die  dem  dz  entsprechende  Änderung  des  Druckes,  v  das  spe- 
zifische Volum  imd  g  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  bedeuten. 
Infolgedessen  verwandelt  sicli  die  Gleichung  (85)  in 

c 

vdp  =  0, 


ß 


D 


WO  die  Buchstaben  D  und  C  angeben  sollen,  daß  man  längs  des 
Teiles  DABC  der  theoretischen  Isotherme  zu  integrieren  hat.  Wenn 
man  nun  partiell  integriert  und  dabei  berücksichtigt,  daß  der  Druck 
für  die  Phasen  D  und  C  einen  und  denselben  Wert  p^  hat,  so  bekommt 
man  schließlich 


D 


{''n'-''c)Ps-fpdv, 


eine   Formel,    die   sich   auch   direkt  aus   der  in    §  31    erwähnten   von 
Maxwell  herrührenden  Betrachtung  ergibt. 

§  65.  Es  wird  dem  Leser  nicht  entgangen  sein,  daß  bei  der  in 
dem  letzten  Beispiel  angenommenen  Anordnung  die  Dichte  in  P^  Qy^  von 
oben  nach  unten  abnimmt,  imd  daß  in  P^Ä  ^®  schwerere  Flüssigkeit 
sich  über  dem  leichteren  Dampf  befindet;  das  Gleichgewicht  war  daher 
labil.  Auch  sind  die  Zustände,  die  wir  uns  in  dem  Schenkel  P^  Q^  vor- 
stellten, jeder  für  sich  labil,  weil  für  dieselben  der  Differentialquotient  |^ 

einen  positiven  Wert  hat. 

Es  ist  dies  eine  Eigentümlichkeit,  die  unsere  Betrachtungsweise 
mit  der   von  Maxwell  gemein  hat;   auch   bei  dieser  denkt  man  sich. 
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daß  die  zuletzt  genannten  Phasen  wirklich  realisiert  werden  können. 
In  ähnlicher  Weise  wird  auch  in  anderen  Fällen  mit  nicht  stabilen 
Phasen  operiert.  Wenn  man  z.  B.^  wie  in  §  39  dargelegt  wurde^  sich 
bei  der  Berechnung  der  freien  Energie  vorstellt^  daß  das  Gemisch  in 
den  Zustand  eines  vollkommenen  G^es  übergeftlhrt  wird^  so  muß  man 
bedenken ;  daß  unter  Umständen  einige  der  dabei  durchlaufenen  Zu- 
stände labil  sein  können. 

Da  sich  nun  in  diesen  und  ähnlichen  Fällen  nie  ein  Widerspruch 
mit  der  Erfahrung  gezeigt  hat^  so  dürfen  wir  schließen,  daß  die  thermo- 
dynamischen  Sätze  auch  auf  labile  Zustände  anwendbar  sind,  und 
können  wir  den  C 1  au sius 'sehen  Grundsatz  dahin  verallgemeinem,  daß 
es  uns  sogar  dann,  wenn  wir  solche  verwirklichen  könnten,  unmöglich 
sein  würde,  Wärme  von  einem  kälteren  nach  einem  wärmeren  Körper 
überzuführen,  ohne  daß  gleichzeitig  irgend  eine  andere  Verwandlung 
stattfindet. 


Holekulartheoretische  Behandlung  von  Gleichgewichtszuständen. 

§  66.  Durch  ihre  zahlreichen  wichtigen  und,  soweit  man  es  hat 
untersuchen  können,  immer  mit  der  Erfahrung  übereinstimmenden  Er- 
gebnisse gehört  die  Thermodynamik  unstreitig  zu  den  schönsten  Partien 
der  theoretischen  Physik;  sie  hat  besonders  deswegen  einen  hohen  Reiz^ 
weil  sie  auf  nur  wenigen  ganz  allgemeinen  Grundsätzen  beruht.  Neben 
diesem  Wege  gibt  es  noch  einen  zweiten,  auf  dem  wir  gleichfalls  manche 
Erscheinimg  dem  Verständnis  näher  bringen  können;  das  ist  der  Weg  der 
molekularen  und  kinetischen  Theorien.  Auch  auf  diesem  können  wir 
manche  erfreuliche  Erfolge  erzielen,  darunter  auch  solche,  die  der  reinen 
Thermodynamik  unzugänglich  sind.  Man  denke  z.  B.  an  die  Erklärung 
der  inneren  Reibung,  der  Wärmeleitung  und  der  Diffusion  der  Gase,  an 
die  numerischen  Beziehungen  zwischen  diesen  auf  den  ersten  Blick  so 
weit  auseinanderliegenden  Erscheinungen  und  an  das  von  der  kinetischen 
Theorie  geforderte  und  später  experimentell  bewiesene  Gesetz,  nach 
welchem  die  Koeffizienten  der  inneren  Reibung  und  der  Wärmeleitung 
in  weiten  Grenzen  von  der  Dichte  eines  Gases  unabhängig  sind. 

Bei  dieser  Sachlage  kann  man,  wie  mir  scheint,  kaum  daran  zwei- 
feln, daß  die  beiden  Betrachtungsweisen,  die  thermodynamische  und  die 
molekulartheoretische,  gleich  berechtigt  sind  und  daß  wirkliche  Wider- 
sprüche zwischen  den  beiden  auf  die  Dauer  nicht  bestehen  können, 
eine  Meinung,  in  der  wir  durch  die  Tatsache  bestärkt  werden,  daß 
man  wenigstens  einen  Teil  der  Folgerungen,  die  sich  aus  den  thermo- 
dynamischen  Sätzen  ergeben,  auch  molekulartheoretisch,  mit  Hilfe  ge- 
wisser Vorstellungen  über  den  Mechanismus  der  Erscheinungen  begrün- 
den kann.     Dies  möge  hier  an  eim'gen  Beispielen  erläutert  werden. 

L  o  r  e  n  t  s ,  WissenschAftllche  Abhandlongen.  1 8 
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§  67.  Zimaclist  betracliten  wir  den  aus  dem  Clan  sin  Besehen 
Prinzip  folgenden  Satz  (§  4),  nach  welchem  ein  Körper,  auf  den  die 
Schwerkraft  wirkt,  wenn  er  sich  im  Gleichgewicht  befindet,  an  allen 
Stellen  dieselbe  Temperatur  hat.  Dies  scheint  bei  oberflächlicher  Be- 
trachtung mit  den  Annahmen  der  kinetischen  Gastheorie  unvereinbar 
zu  sein.  In  der  Tat,  wenn  die  Moleküle  eines  Gases  unter  dem  Einfluß 
der  Schwerkraft  stehen,  so  muß  ein  Teilchen,  das  sich  aufwärts  be- 
wegt, an  Geschwindigkeit  verlieren,  ein  abwärts  gehendes  Molekül  aber 
in  seiner  Bewegung  beschleunigt  werden.  Der  Schluß  scheint  daher  auf 
der  Hand  zu  liegen,  daß  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  den  unteren 
Schichten  einer  vertikalen  Gassäule  größer  sei  als  in  den  oberen;  die 
Temperatur  würde  also  nach  oben  hin  fallen.  Dieser  vermeintliche 
Widerspruch  ist  indes  bereits  vor  vielen  Jahren  von  Maxwell  gelöst 
worden.  Nachdem  er  das  nach  ihm  benannte  Gesetz  für  die  Geschwin- 
digkeitsverteilung in  einem  Molekülsystem  gefunden  hatte,  gelang  es 
ihm  zu  zeigen,  daß  die  mittlere  kinetische  Energie  in  allen  Schichten 
der  Säule  gleich  groß  sein  muß. 

§  68.  Interessant  ist  auch  der  Fall  eines  Gases  6r,  das  sich  in 
zwei  Bestandteile  G^  und  G^  dissoziieren  kann,  so  daß  man  es,  wenn  das 
Gleichgewicht  erreicht  ist,  mit  einer  Mischung  der  drei  Gase  Gy  G^,  G^ 
zu  tun  hat.  Wirkt  nun  hierauf  die  Schwerkraft,  so  werden  sich  die 
drei  Dichten  z/,  ^^  und  ^^  von  Punkt  zu  Punkt  ändern  und  die  Thermo- 
dynamik verlangt,  daß  zugleicherzeit  in  jeder  Höhe  die  für  das  Disso- 
ziationsgleichgewicht erforderliche  Beziehung  zwischen  diesen  Dichten 
besteht.  Andernfalls  würde  an  gewissen  Stellen  fortwährend  eine  Zer- 
setzung von  G  und  an  anderen  eine  Wiedervereinigung  der  Bestand- 
teile stattfinden.  Die  damit  verbundenen  thermischen  Wirkungen  sind 
aber  in  einem  auf  konstanter  Temperatur  gehaltenen  System  nach  dem 
Clausius'schen  Ghmndsatz  unmöglich. 

In  der  kinetischen  Theorie  lernen  wir  nun  wirklich  einen  Zustand 
kennen,  welcher  der  genannten  Anforderung  genügt.  Jedes  der  drei 
Gtise  verteilt  sich  unter  dem  Einfluß  der  Schwerkraft  gerade  so  über 
den  verfügbaren  Raum,  als  ob  es  allein  vorhanden  wäre,  und  es  ist 
also,  wenn  wir  die  js-Achae  vertikal  nach  oben  ziehen, 

j=Ce-'%    z/i=Cie-'^^    z/,=  Cje-'»^     .     .     .     (86) 

wo  die  Konstanten  5,  5^,  s^  den  Molekulargewichten  proportional  sind. 

Was  aber  das  Dissoziationsgleichgewicht  betrifft,  so  wird  dieses  durch 

das  bekannte  Gesetz  von  Guldberg  und  Waage  beherrscht.    Für  den 

Fall,  daß  ein  Molekül  von  G  je  ein  Molekül  von  G^  und  G^  liefert, 

so  daß 

s^s^  +  s^ (87) 


(89) 
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wird,  lantet  dieses  Gesetz 

wo  A:  eine  von  der  Temperatur  und  der  Natur  der  Körper  abhängige 
Konstante  bedeutet.  Dieser  Formel  wird  nun,  wie  aus  (86)  und  (87) 
ersichilicli,  für  jeden  Wert  von  z  genügt,  sobald  zwischen  den  Kon- 
stanten die  Beziehung 

besteht. 

Man  kann  übrigens  diese  Betrachtung  noch  leicht  etwas  verall- 
gemeinem.  Wir  wollen  annehmen,  die  vertikale  Säule  enthalte  eine 
Anzahl  von  Gasen  öj,  O^  usw.,  G\,  G\  usw.,  derart,  daß  sich  durch 
eine  chemische  Umsetzung  m^,  m^, . . .  Moleküle  der  zuerst  genannten 
in  m\j  m\  .  .  .  Moleküle  der  zuletzt  genannten  verwandeln  können; 
zwischen  den  Molekulargewichten  /t  besteht  dann  die  Relation 

Wi/ii  +  Wj/ijH =  f»'i^'i  + Wj|[i'j+ •••    .    .    .    (88) 

Für  die  Dichten  hat  man  jetzt 

und  hier  genügen  die  Konstanten  s,  da  sie  den  Molekulargewichten 
proportional  sind,  der  aus  (88)  folgenden  Gleichung 

m^s^  +  Wj5j  H —  •  =  m\8\  +  m\s\  +  •  •  •     .     .     .     (90) 

Der  Ausdruck  für  das  Guldberg-Waage'sche  Gesetz  wird  in 
diesem  Fall 

was  sich,  wegen  der  Formeln  (89)  und  (90)  wieder  auf  eine  Beziehung 
zwischen  den  Konstanten  reduziert.  Da  z  aus  der  Gleichung  ver- 
schwindet, so  kann  wirklich  in  allen  Schichten  gleichzeitig  Dissoziations- 
gleichgewicht bestehen. 

£s  möge  noch  hervoi^ehoben  werden,  daß  die  Koordinate  z  nur 
deswegen  aus  den  Endgleichungen  verschwindet  und  also  der  Forderung 
der  Thermodynamik  genügt  werden  kann,  weU  die  Schwerkraft  sowohl 
auf  G  als  auch  auf  G^  imd  G^  wirkt,  überhaupt  hängt  die  Gültigkeit 
der  thermodynamischen  Sätze  damit  zusammen,  daß  äußere  Kräfte,  die 
auf  die  einzelnen  Atome  wirken,  nicht  verloren  gehen,  wenn  diese  eine 
Verbindung  miteinander  eingehen. 

Als  letztes  Beispiel  für  die  Übereinstimmung  zwischen  Thermo- 
dynamik und  Kinetik  möge  noch  die  Betrachtung  angeführt  werden, 
die  ich  in  einer  früheren  Abhandlung  auf  das  Gleichgewicht  einer  der 
Schwerkraft  unterworfenen  Lösung  angewandt  habe.^)     Ich  kam  dabei 


1)  Siehe  oben,  p.  177—181. 
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zu  dem  Schluß,  daB  zwar  die  Molekulartheorie  zur  Zeit  die  thermo- 
dynamisch  aufgefundene  Änderung  des  osmotischen  Drucks  von  Punkt 
zu  Punkt  nicht  ganz  erklaren  kann,  aber  doch  nicht  weit  yon  diesem 
Ziel  entfernt  bleibt. 

Znruckfülirung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Thermodynamik  auf  die 

Prinzipien  der  Mechanik. 

§  69.  Man  könnte  nun  in  dieser  Weise  fortfahren,  und  in  jedem 
einzebien  Fall  die  Resultate  der  Thermodynamik  molekulartheoretisch 
zu  deuten  oder  zu  rekonstruieren  versuchen.  Das  wäre  freilich  ein 
recht  mühseliger  und  wohl  auch  ein  unnötig  weitschweifiger  Weg.  In 
der  Taty  was  in  der  Thermodynamik  aus  einem  allgemeinen  Grundsatze, 
wie  dem  Clausius' sehen,  gefolgert  wird,  muß  auch  in  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  aus  Molekülen  bestehenden  Systeme  wurzeln.  Statt  daß 
wir  die  verschiedenen  Fälle,  jeden  für  sich,  der  Betrachtung  unterwerfen, 
können  wir  daher  nach  diesen  allgemeinen  Eigenschaf  ben  suchen,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  nach  einer  Ableitung  der  thermodynamischen 
Sätze  aus  den  für  jedes  Molekularsjstem  geltenden  Gesetzen  der  Mechanik. 

Verschaffen  wir  uns  zunächst  Klarheit  darüber,  welche  Aufgabe 
wir  uns  stellen  müssen,  wenn  wir  in  dieser  Weise  zu  dem  zweiten 

Hauptsatze  in  einer  seiner  Formen,  etwa  zu  dem  Satze,  daß  -^  ein 

vollständiges  Differential  ist,  gelangen  wollen.  Vor  allen  Dingen  haben 
wir  dann  offenbar  von  den  in  diesem  Satze  vorkommenden  Begriffen,  von 
dem  der  Wärmemenge  und  dem  der  Temperatur  Rechenschaft  zu  geben. 
Man  kann  nun  die  zugeführte  Wärmemenge  als  die  Differenz  zwischen 
der  Energieänderung  des  Systems  und  der  Arbeit  äußerer  Kräfte,  die 
auf  sichtbare  Körperteile  wirken,  betrachten;  es  wird  daher  einer 
Molekulartheorie  im  allgemeinen  keine  Mühe  machen,  genau  festzusetzen, 
was  man  unter  d^  zu  verstehen  hat.  Größere  Schwierigkeit  bietet  der 
Temperaturbegriff  um  diesen  zu  begründen,  hat  man  zu  zeigen,  daß 
ein  sich  selbst  überlassenes  System  von  Molekülen  einem  stationären 
oder  Gleichgewichtszustande  zustrebt,  d.  h.  einem  Zustande,  in  dem  alle 
an  dem  System  beobachtbaren  Größen  konstant  bleiben.  Femer  hat 
man  nachzuweisen,  daß  sich  jedem  im  stationären  Zustand  befindlichen 
System  eine  gewisse  Zahl  zuordnen  läßt,  derart,  daß,  wenn  für  zwei 
sich  berührende  Körper  diese  charakteristischen  Zahlen  ungleich  sind, 
Wärme  von  dem  Körper  mit  der  größeren  in  den  mit  der  kleineren 
Zahl  übergeht,  daß  aber  kein  Wärmeaustausch  stattfindet,  sobald  die 
charakteristischen  Zahlen  gleich  sind. 

Gelingt  es  für  eine  Gruppe  von  Körpern  die  Existenz  einer  der- 
artigen Zahlenreihe  darzutun,  so  ergeben  sich  daraus  unendlich  viele 
andere  Zahlenreihen,  die  demselben  Zweck  dienlich  sind. 
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Wenn  man  so  weit  gekommen  ist^  kann  man  an  die  Hauptaufgabe 
herantreten.  Diese  bezieht  sich  auf  den  langsamen  Übergang  eines 
Systems  aus  einem  Gleichgewichtszustande  in  einen  anderen  unendlich 
wenig  dayon  verschiedenen.  £s  gilt  jetzt,  die  fär  diesen  Übergang 
erforderUche  Wärmemenge  dQ  ms  Auge  zu  fassen  und  nachzuweisen, 
daß  unter  den  soeben  genannten  Reihen  eine  durch  die  Eigenschaft 
ausgezeichnet  ist,  daß,  wenn  man  die  derselben  angehörigen  Zahlen 

f^  T  nimmt,   der  Ausdruck   -j-  zu   einem   vollständigen  Differential 

wird.  Gelingt  es,  dies  zu  zeigen,  dann  hat  man  den  Begriff  der  Entropie 
erreicht  und  kann  dann  schließlich  noch  versuchen,  diesen  auch  auf 
Zustände,  in  welchen  die  Körper  sich  nicht  im  Gleichgewicht  befinden, 
auszudehnen;  damit  würde  man  sogar  über  diesen  Begriff,  wie  er  in 
der  reinen  Thermodynamik  definiert  wird,  hinausgehen. 

Im  ganzen  hätte  man  also  drei  Schritte  zu  tun.  Der  erste  hat 
den  Zweck,  Gleichgewichtszustände  zu  untersuchen  und  die  für  diese 
geltenden  Gesetze  zu  erforschen.  Der  zweite  bezieht  sich  auf  die 
Umwandlung  eines  Gleichgewichtes  in  ein  anderes,  der  dritte  auf  be- 
liebige Abweichungen  vom  Gleichgewicht.  Was  den  ersten  Schritt  an- 
langt, so  ist  noch  hinzuzufügen,  daß  er  bereits  an  und  für  sich  zu 
vielen  Schlüssen  führen  kann,  die  wir  jetzt  thermodynamisch  ableiten. 
Könnte  man  z.  B.  aus  dem  Spiel  der  molekularen  Bewegungen  imd 
Kräfte  erklären,  daß  der  stationäre  Zustand  eines  Molekülsystems  da- 
durch gekennzeichnet  ist,  daß  im  Kreise  umlaufende  Bewegungen  einer 
bestimmten  Art  von  Teilchen  nicht  vorkommen,  so  wäre  man  bereits  so 
weit,  wie  wir  mit  dem  in  §  62  ausgesprochenen  Satze  gekommen  waren. 

In  der  Theorie  der  gasformigen  Körper  können  wir  nun  wirklich 
die  drei  Schritte  alle  ausführen.  Man  hat  hier  in  der  mittleren  kine- 
tischen Energie  der  fortschreitenden  Bewegung  eines  Moleküls  ein  Maß 
fOr  die  Temperatur,  und   die  direkte  Betrachtung  eines   sich  langsam 

ändernden  Gleichgewichtszustandes  lehrt  uns,  daß  -^  ein  vollständiges 

Differential  ist.^)  Die  Bedeutung  der  Entropie  kommt  der  zuerst  von 
Boltzmann  in  die  Gastheorie  eingeführten  (mit  dem  umgekehrten 
Vorzeichen  genommenen)  Größe  H  zu,  und  insofern  diese  Größe  sich 
für  jeden  beliebigen  Zustand  vorstellen  läßt,  ist  auch  der  letzten  For- 
derung, die  wir  soeben  stellten,  genügt. 

§  70.  Leider  kann  man  nicht  sagen,  daß  eine  für  alle  Körper 
geltende  Ableitung  des  zweiten  Hauptsatzes,  die  nichts  mehr  zu  wünschen 
ließe,  schon  jetzt  vorliege.  Indes  kann  man  dem  Ziel  sehr  nahe  kom- 
men, wenn  man  sich  der  Prinzipien  der  statistischen  Mechanik  bedient. 


1)  Siehe  Art.  YIU  dieser  Sammlung. 
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die  Gibbs  in  seinem  letzten  Buche  ^)  ansführlicli  beliandelt  hat.  Bei 
der  großen  Wichtigkeit  der  Ideen  dieses  Physikers  erscheint  es  an- 
gemessen^ denselben  den  Schloß  dieser  Vorträge  zn  widmen  ^  wobei 
allerdings  nur  ein  kleiner  Teil  des  Inhalts  des  genannten  Werkes  wieder- 
gegeben werden  kann.  Der  Kürze  wegen  werde  ich  mich  dabei  in  der 
Wahl  der  zn  betrachtenden  Systeme  etwas  weniger  allgemein  fassen, 
als  Gibbs  es  getan  hat.  Auch  werde  ich,  was  die  Anwendui^  auf  (fie 
Thermodynamik  betrifft,  mich  nicht  immer  mit  demselben  vorsichtigen 
Vorbehalt  ausdrücken,  durch  den  die  Darstellung  yon  Gibbs  sich  aus- 
zeichnet. 

Wir  betrachten  ein  System  yon  n  materiellen  Punkten,  deren  recht- 
winklige  Koordinaten  wir  mit  x„  x„...  x,,  bezeichnen,  so  daß  x,,  x„  x, 
dem  ersten  Punkte  angehören,  x^,  x^,  x^  dem  zweiten,  usw.  Die  Masse 
des  Punktes,  zu  dem  die  Koordinate  x^  gehört,  möge  m,  heißen;  dies 
involviert,  daß  jedesmal  drei  aufeinanderfolgende  m,,  wie  m^,  m,,  m,  die- 
selbe Masse  vorstellen.    Für  die  Geschwindigkeitskomponenten  schreiben 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  materiellen  Punkte  gewissen  Kräften 
unterworfen  sind,  die  von  eiuer  potentiellen  Energie  abhängen.  Ist 
diese  für  das  gesamte  System  ü,  welche  Größe  also  als  irgend  eine 
Funktion  der  3  n  Koordinaten  anzusehen  ist,  dann  lauten  die  Bewegungs- 
gleichungen 

«»,^  =  -1? (91) 


»'  dt  dx 


V 


Die  Koordinaten  und  die  Geschwindigkeitskomponenten  zusammen 
bestimmen  das,  was  wir  die  Phase  des  Systems  nennen  können;  diese 
ändert  sich  fortwährend  von  eiuem  Augenblick  zum  anderen. 

Das  Eigentümliche  der  Gibbs 'sehen  Betrachtungsweise  besteht  nun 
darin,  daß  man  sich  nicht  ein  einziges  System,  sondern  eine  sehr  große  An- 
zahl ohne  Wechselwirkung  nebeneinander  bestehender  Systeme  vorstellt. 
Wir  wollen  das  eine  Systemmenge  nennen.  Die  individuellen  Systeme, 
aus  denen  sie  sich  zusammensetzt,  sollen,  was  die  Anzahl  und  die  Eigen- 
schaften der  materiellen  Punkte  sowie  die  auf  diese  wirkenden  Kräfte 
betrifft,  genau  miteinander  übereinstimmen,  sich  aber  in  einem  be- 
stimmten Augenblick  in  sehr  verschiedenen  Phasen  befinden.  Mit  an- 
deren Worten,  während  die  Massen  m  für  alle  Systeme  gleich  sind 
und  ü  auch  immer  dieselbe  Funktion  der  Koordinaten  ist,  weisen  die 
Individuen  der  Menge  zu  einer  bestimmten  Zeit  sehr  verschiedene  Werte 

von   Xif  .  .  .  ^8n»    »1?  •  •  •  »Sn   *^*' 


1)  J.W.  Gibbs,  £lementary  principles  in  Statistical  mechanics  developed 
with  special  reference  to  the  rational  foundation  of  thermodynamics,  New  York, 
London,  1902. 
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§  71.  Es  empfiehlt  sich  nun,  die  Gesamtheit  aller  Phasen  als  eine 
6n-fache  Mannigfaltigkeit  (x^, . . .  x^^j  £i; . . .  ig  J  (Phasenmannig- 
faltigkeit) au&nfassen,  und  uns  einer  Ausdrucksweise  zu  bedienen, 
die  derjenigen  der  mehrdimensionalen  Geometrie  nachgebildet  ist.^)  So- 
mit sagen  wir^  jedes  System  nehme  in  einem  bestimmten  Augenblick 
eine  gewisse  Stelle  in  der  Phasenmannigfaltigkeit  ein  und  bewege  sich 
in  dieser  letzteren;  die  verschiedenen  Systeme  aber  seien  in  jedem  Augen- 
blick in  irgend  einer  Weise  über  die  Phasenmannigfaltigkeit  yerteilt. 

Wir  können^  und  hierin  liegt  das  Statistische  der  Methode^  spe- 
ziell diejenigen  Systeme  ins  Auge  fassen,  für  welche  in  dem  betrachteten 
Zeitpunkt  die  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  zwischen  den  Grenzen 

x^  und  Xi  -|-  dx^, . . .  iPj^  und  x^^-}-  dx^^j 

61  und   li  -f  d|i,  .  .  .  ?8n   ^»d    %n+  ^Un 

«ingeschlossen  sind.  Diese  liegen  in  dem  nach  den  x  und  den  £  be- 
grenzten*) unendlich  kleinen  Gebiet  {dx^y . .  .  dx^^y  d^^y . . .  d^j  J  der 
Phasenmannigfaltigkeit.  Ein  derartiges  Gebiet  können  wir  aber  auch 
in  anderer  Weise  begrenzen.  Für  die  in  (rc,  |)-Maß  gemessene  Größe 
desselben  schreiben  wir  im  allgemeinen  dX^  und  zwar  soUen  die  Dimen- 
sionen eines  solchen  Elementes  so  klein  sein,  daB  man  bei  physika- 
lischen Betrachtungen  yon  der  Verschiedenheit  der  Phasen  der  in  den- 
selben liegenden  Systeme  absehen  kann.  Trotzdem  soll  das  Element  dX 
eine  sehr  große  Zahl  von  Systemen  einschließen,  was  sich  immer  da- 
durch erreichen  läßt,  daß  man  die  Zahl  N  aller  in  der  Menge  enthal- 
tenen Systeme  groß  genug  wählt. 

In  dieser  Voraussetzung  kann  man  beweisen,  daß  die  betreffende 
Zahl  dem  Inhalte  des  Elementes  dX  proportional  ist;  stellt  man  sie 
durch  QdX  vor,  dann  ist  q  die  Dichte,  mit  der  die  Systeme  über  die 
Phasenmannigfaltigkeit  yerteilt  sind.  Sie  ist  in  jedem  Augenblick  eine 
gewisse  Funktion  der  Koordinaten  x  und  der  Geschwindigkeiten  |.  Ist  sie 
fortwährend  dieselbe  Funktion  dieser  Größen,  so  enthält  jedes  Element 
anhaltend  gleich  viel  Systeme,  obgleich  dies  immer  wieder  andere  sind; 
der  Zustand  der  gesamten  Menge  ist  dann  stationär.  Unsere  nächste 
Aufgabe  besteht  darin,  die  hierfür  erforderliche  Bedingung  zu  suchen. 

§  72.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  daß,  wenn  sich  ^1, .  •  •  ^3,, 
iij ' '  'izn  ^^^  ^^  ^^^^  ^  beziehen,  die  Koordinaten  und  Geschwindigkeits- 
komponenten zur  Zeit  1+  dt  die  Werte 


^'l-==  ^1+  ?l^^  •  •  •  ^8«=  ^3n+  Ssn^^ 

1)  Vgl.  zu  dem  Folgenden  Art.  VU  dieser  Sammlung. 

2)  Siehe  oben,  p.  151. 


(92) 
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haben.  Diejenigen  Systeme,  welche  zur  Zeit  t  in  dem  Elemente  dJL 
liegen,  werden  nun  im  Moment  t  +  dt  in.  einem  anderen  Elemente  an- 
gekommen sein,  dessen  nach  den  neuen  Koordinaten  imd  Geschwindig- 
keiten gemessene  Größe  wir  mit  dl'  bezeichnen.    Man  hat  dann^) 


dA'= 


dXy 


^(^11     •    •     •     S3«) 

oder,  wenn  man  (92)  beachtet, 

dr=dA (93) 

Da  mm  dieselben  Systeme,  welche  zu  Anfang  des  Zeitelementes 
dt  in  dX  liegen,  nach  Ablauf  dieser  Zeit  in  dX'  gekommen  sind,  so 
liegen  sie  dort  mit  derselben  Dichte,  mit  der  sie  Torher  über  dX  ver- 
teilt waren.  Anderseits  muß,  wenn  der  Zustand  stationär  sein  soll,  in 
dem  Elemente  dX'  die  Dichte  fortwahrend  dieselbe  bleiben.  Bedingung 
filr  den  stationären  Zustand  ist  daher,  daß  die  Dichte  an  den  Stellen 
(phf"  Isk)  ^Mid  {x\,...  5^^)  der  Phasenmannigfaltigkeit  gleich  groß  ist, 
d.  h.  wenn  man  die  Dichte  als  Funktion  der  Veränderlichen  x^, . , .  ^^^ 
mit  F  bezeichnet,  daß 

Beachtet  man,  daß  die  links  und  rechts  stehenden  Grrößen  die 
Werte  sind,  welche  die  Koordinaten  und  Geschwindigkeitskomponenten 
ein  und  desselben  Systems  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Augenblicken 
annehmen,  dann  ersieht  man  aus  dieser  Gleichung,  daß  F  eine  Funktion 
dieser  Ghrößen  sein  muß,  die  sich  im  Laufe  der  Bewegung  eines  Systems 
nicht  ändert. 

Eine  solche  (xröße  ist  nun  die  Energie  eines  Systems,  für  die  wir  s 
schreiben  wollen,  und  der  Zustand  der  Menge  ist  also  stationär,  sobald 
wir  für  F  eine  Funktion  dieser  Energie  nehmen. 

Wir  wollen  nun  eine  besondere  Annahme  machen.  Nach  dem  Bei- 
spiele von  Gibbs  setzen  wir  nämlich 


\p-t 


F^Ne-r-, (94) 

wo  ^  und  T  Konstanten  sind,  deren  letztere  das  positive  Vorzeichen  hat. 
Die  durch  diese  Formel  bestimmte  Verteilung  der  Systeme  über  die 
Phasenmannigfaltigkeit  wollen  wir  eine  kanonische  Verteilung 
nennen,  und  die  Konstante  T  den  Modul  dieser  Verteilung.  Was  ^ 
betrifft,  so  ist  zu  bemerken,  daß  diese  Größe  einen  bestimmten  Wert 
hat,  sobald  man  die  Natur  der  materiellen  Systeme  kennt  und  T,  sowie 
die  in  £  enthaltene  additive  Konstante  gewählt  hat.  Wenn  man  näm- 
lich den  Ausdruck  (94)  mit  dX  multipliziert  xmd  dann  über  die  volle 


1)  Siehe  oben,  p.  159  und  160. 
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Ausdehnnng   der  Phasenmann^altigkeit  integriert,   so   muß   man  die 
Gesamtzahl  N  der  Systeme  finden.     Hieraus  folgt 


^dl (95) 

§  73.  Wenn  man  sicli  einen  Überblick  über  den  Zustand  der 
Menge  yon  Systemen  yerschaffen  will,  liegt  es  nahe,  auf  die  Mittel- 
werte yerschiedener  bei  der  Bewegung  in  Betracht  kommender  Größen 
die  Aufmerksamkeit  zu  richten.  Der  Mittelwert  ^  irgend  einer  yon  der 
Phase  abhängigen  Größe  g)  ist  offenbar 


"=/ 


e  ^  (pdX (96) 


Man  hat  nämlich,  um  diesen  Mittelwert  zu  bilden,  die  Summe  der  9 

für  alle  Systeme  der  Menge  zu  berechnen  und  dann  mit  N  zu  diyi- 

dieren.     Da  nun  die  in  dem  Element  dX  liegenden  Systeme  alle  den 

gleichen  Wert  yon  9  haben,  so  liefern  sie  zu  der  gesuchten  Summe 

den   Beitrag  Fipdk,    woraus,    wenn   man   (94)   beachtet,    sofort   die 

Formel  (96)  folgt. 

Ein  sehr  einfaches  Resultat  ergibt  sich  für  die  mittlere  kinetische 

Enei^ie  eines  bestimmten,  etwa  des  ersten  materiellen  Punktes.     Wir 

können  damit  anfangen,   daß   wir  den  Mittelwert  yon  1^^  berechnen. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen   wir  für  das  Element  dk  ein  solches,  in 

welchem  |^  zwischen  |^  und  g^  +  ^Si  liegt;  und  das  femer,  was  die 

Größen  a?! ,  .  .  •  a^j»,  ^2  .  . .  ^3,1  betrifft,  in  beliebiger  Weise  begrenzt  ist. 

Wir  können  dann  setzen^) 

dX^dX'dii, 

wo  jetzt  dk'  ein  unendlich  kleines  Gebiet  in  der  (6n— l)-fachen  Man- 
nigfaltigkeit (^1 .  • .  iCj^,  Sj, . .  .  Ij  J  bedeutet,  und  zunächst  für  die  in 
diesem  Element  liegenden  Systeme  den  Mittelwert  yon  |^^  bestimmen. 
Die  Bemerkung,  daß  s  das  Glied 

enthält,  übrigens  aber  yon  |^  unabhängig  ist,  und  daß  ferner  ^^  alle 
positiyen  und  negatiyen  Werte  haben  kann,  führt  zu  der  Gleichung 


I,* 


+  00      __  rn^i^ 


—  00 


—  » 


1)  Vgl.  oben,  p.  169. 
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Das  Integral  im  Nenner  hat  den  Wert  1/ ,  und  für  das  Integral 

im  Zähler  findet  man 

Also 

Da  dieses  Resultat  unabhängig  ist  yon  der  speziellen  Wahl  des 
Elementes  dX  in  der  Mannigfaltigkeit  (x^,., . x^^,  I27 •  •  •  Ssn);  *^^  welches 
wir  uns  soeben  beschränkt  haben,  so  gilt  es  auch  für  aUe  diejenigen 
Systeme,  die  in  einem  beliebigen  Gebiete  dieser  Mannigfaltigkeit,  in 
irgend  einem  Teil  der  Mannigfaltigkeit  (rr^, . .  .  x^^\  oder  in  der  ganzen 
Phasenmannigfaltigkeit  enthalten  sind.    Denselben  Wert  erhält  man  für 

^n»2^2^  ^^^  l^s^s^  ^obei  wir  daran  erinnern,  daß  diese  beiden  Größen 
sich  ebenso  wie  die  zuerst  untersuchte  auf  das  erste  Teilchen  beziehen. 
Der  Mittelwert  der  kinetischen  Energie  des  ersten  materiellen  Punktes 
beträgt  daher  ^T.  Von  jedem  anderen  materiellen  Punkt  können  wir 
dasselbe  aussagen.  Wir  schließen  daher,  daß  ein  bestimmter  materieller 
Punkt,  sowohl  in  denjenigen  Systemen  der  Menge,  welche  irgend  eine 
bestimmte  Konfiguration  haben,  als  auch  in  allen  Systemen  der  Menge, 
im  Mittel  die  kinetische  Energie  ^  T  hat.  Hieraus  folgt  für  den  Mittel- 
wert der  gesamten  kinetischen  Energie  eines  Systems 

§  74.  In  den  weiteren  Entwicklungen  setzen  wir  voraus,  daß  die 
Zahl  n  der  materiellen  Punkte  eines  Systems  sehr  groß  ist,  ähnlich  wie 
die  Zahl  der  Atome  in  einem  ponderablen  Körper.  Dann  hat  die  kano- 
nische Verteilung  die  merkwürdige  Eigenschaft,  daß,  obgleich  alle  mög- 
lichen Phasen  in  der  Menge  vertreten  sind,  dennoch  der  weitaus  größere 
Teil  der  N  Systeme  sich,  was  die  der  Beobachtung  zu^nglichen  Größen 
IfetrifFt,  nicht  merklich  voneinander  unterscheiden.  Zunächst  gilt  das 
von  der  räumlichen  Anordnung  der  Massenteilchen.  In  der  Energie  s 
eines  Systems  ist  nämlich  die  potentielle  Energie  ü  enthalten,  und  der 
Ausdruck  (94)  zeigt  daher,  daß  Anordnungen,  für  welche  diese  einen 
großen  positiven  Wert  hat,  in  der  Menge  verhältnismäßig  selten  vor- 
kommen. Lagerungen  der  Teilchen,  welche  man  vom  experimentellen 
Standpunkte  für  unmöglich  erklären  würde,  weil  denselben  ein  sehr 
hoher  Wert  der  potentiellen  Energie  zukommen  würde,  findet  man  in 
nur  so  wenigen  Fällen,  daß  man  ganz  davon  absehen  darf. 

Daß  bei  den  gewöhnlichen  Temperaturen  Kupfer  ein  fester  Körper 
ist,  dessen  Volum  nur  geringer  Änderungen  fähig  ist,  müssen  wir  durch 
die  Annahme  erklären,  daß  sich  der  Trennung  der  Metallatome  Kräfte 
von  beträchtlicher  Größe  widersetzen,  und  daß  also  eine  Kupfennasse, 
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« 

deren  Atome  zu  einem  irgendwie  beträchtliclien  Teil  weit  voneinander 
getrennt  wären^  so  daß  sie  etwa  Eupferdampf  bildeten,  eine  sehr  hohe 
potentielle  Energie  besitzen  würde.  Wenn  wir  nun  den  materiellen 
Punkten  der  Systeme,  die  wir  oben  betrachteten,  die  Eigenschaften  von 
Eupferatomen  zuschreiben,  so  dürfen  wir  annehmen,  daß  große  gegen- 
seitige Entfernungen  zwischen  den  einander  zunächst  liegenden  Atomen 
kaum  in  der  kanonisch  verteilten  Systemmenge  angetroffen  werden.  In 
der  großen  Mehrzahl  der  Systeme,  aus  welchen  die  Menge  besteht, 
würde  man  es  also  wirklich  mit  festem  Eupfer  zu  tun  haben. 

§  75.  Für  die  kinetische  Energie  kann  man  streng  beweisen,  daß 
ihr  Gesamtwert,  sei  es  für  die  n  Massenpunkte  eines  Systems,  oder  für 
eine  beliebig  herausgegriffene  sehr  zahlreiche  Gruppe  dieser  Punkte,  in 
der  großen  Mehrzahl  der  zu  der  kanonisch  verteilten  Menge  gehörenden 
Systeme  nur  ganz  imbedeutenden  Variationen  xmterliegt. 

Wir  betrachten  die  Je  Punkte  der  ausgewählten  Ghruppe  als  die  k 
ersten  Punkte  des  Systems  und  bezeichnen  zur  Abkürzimg  mit  dfi  das 
Element  d^^  . . .  d^^j^  der  Mannigfaltigkeit 

(^^,--U, (97) 

mit  dv  aber  das  Gebiet  dx^  .  . .  dx^^  ^^sk+i  •  •  •  ^Sj«  iii  der  Mannig- 
faltigkeit (a^i, . . .  iTj»,  Ist+i, . . .  Ss  J,  so  daß  wir 

dl  =»  d^idv 

«etzen  dürfen.  Aus  (94)  ergibt  sich  dann,  indem  wir  über  alle  Ele- 
mente dv  integrieren,  für  die  Anzahl  der  Systeme,  die  in  dem  Elemente 
dii  liegen,  ein  Ausdruck  von  der  Form 

CNe-^^'^^'^--^'^'^''^dii (98) 

Hier  ist  C  eine  Eonstante,  deren  Wert  man  angeben  kann,  wenn 
man   berücksichtigt,    daß    sich   bei   Ausführung   der   Integration   nach 

li?  •  •  •  Ssib  di^  ^^^  ^  herausstellen  muß. 

Wir  können  nun  in  der  Mannigfaltigkeit  (97)  ein  unendlich  kleines 
Gebiet  in  der  Weise  begrenzen,  daß  innerhalb  desselben  die  kinetische 
Energie  i(wil,*+  •  *  +  ^st^L)  zwischen  den  Werten  u  und  u  +  du 
liegt.  Offenbar  ist  die  Größe  dieses  Gebietes  dem  Intervall  du  pro- 
portional, und  kann  man  für  dieselbe  schreiben  Jdu,  wo  J  eine  ge- 
wisse Funktion  von  u  ist.  Aus  (98)  ergibt  sich  dann  für  die  Anzahl 
der  in  diesem  Bereich  enthaltenen  Systeme,  d.  h.  derjenigen  Systeme, 
in  welchen  die  k  Punkte  zusammen  eine  kinetische  Energie  zwischen 
u  und  u  -{•  du  haben, 

u 

CNf^Jäu .    .    (99) 
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Um  J  zu  berechnen,  Hellten  wir  unsere  Aufinerksamkeit  auf  den- 
jenigen Teil  der  Mannigfaltigkeit  (97)^  in  welchem 

ist.     Es  läßt  sich  leicht  zeigen^  daß  die  Größe  desselben  der  Potenz 


proportional  ist  und  also  durch 


I* 


C'«**, 


WO  0'  imabhängig  von  u  ist,  ausgedrückt  werden  kann.  Offenbar  ist 
nim  Jdu  das  der  Zunahme  du  entsprechende  Differential  dieser  Große. 
Folglich  ist,  wenn  wir 

setzen, 

Der  Ausdruck  (99)  yerwandelt  sich  hierdurch  in 

\'kCC'lifu^e~^  du. 
Hier  wollen  wir  nun  noch  die  Variable  u  durch 

t^  =  ^ (100) 

ersetzen.  Wir  erhalten  dann,  indem  wir  mehrere  yon  u  oder  w  unab- 
hängige Faktoren  in  einen  einzigen  zusammenziehen,  für  die  Anzahl 
der  Systeme,  in  welchen  w  zwischen  w  und  w  -f  dw  liegt, 

C"Ii{we"'ydw. 

Der  Koeffizient  C"  ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  Inte- 
gration nach  w  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  den  Wert  -^Tliefern  muß. 

Die  Variable  w  hat  eine  einfache  Bedeutung.  Da  die  Zahl  Jb  der 
ausgewählten  Punkte  sehr  groß  ist,  so  kann  man  in  (100)  $  durch  \'k 
ersetzen.     Es  wird  dann 

d.  h.,  man  erhält  die  kinetische  Energie  für  den  betrachteten  Teil  des 
Systems,  wenn  man  w  mit  ^kT  multipliziert. 

Die  Größe  we""',  und  also  auch  die  Größe  (we"**')^  ist  ein  Maximum 
für  m;  «=  1  und  wird  Null,  sowohl  für  m;  =  0,  als  auch  für  w  =  oo. 
Da  nun  dem  Wert  m;  =  1  die  kinetische  Energie  M  =  fÄT  entspricht, 
80  sind  unter  allen  Systemen  der  Menge  diejenigen  am  häufigsten  yer- 
treten,  in  welchen  die  ausgewählte  Gruppe  yon  Punkten  gerade  die 
kinetische  Energie  hat,  die  derselben  im  Mittel  zukommt. 

Stellt  man  die  Funktion  we""'  durch  die  Ordinaten  einer  Kurve 
dar,  so  erhält  man  daraus  die  graphische  Darstellung  von  (tve"'")'^,  wenn 
man   alle  Ordinaten  durch   die   q^  Potenz   ihrer  Werte  ersetzt.     Dabei 
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treten  die  kleineren  Ordinaten  um  so  mehr  im  Verhältnis  zn  der  maxi- 
malen Ordinate  zurück,  je  größer  die  Anzahl  h  der  Punkte  und  also 
q  wird.  Sogar  die  Ordinaten,  welche  auf  der  einen  oder  der  anderen 
Seite  in  beliebig  kleiner  Entfernung  yon  w  =  1  liegen,  können  im  Ver- 
hältnis zu  der  maximalen  Ordinate  so  Hein  gemacht  werden,  wie  man 
will;  wenn  man  nur  h  groß  genug  wählt.  Auch  beschränkt  sich  das 
Integral  ^ 

0 

welches  die  Anzahl  der  Systeme  bedeutet,  bei  fortwährender  Zunahme 
von  q  immer  mehr  auf  den  AnteU,  der  ein  sehr  kleines  Intervall  in 
der  Nähe  von  tc;  » 1  für  dasselbe  liefert.  Hiermit  ist  bewiesen,  daß 
bei  wachsendem  q  die  Systeme  immer  mehr  in  die  Nähe  von  t«; » 1 
zusammengedrängt  werden.  Ist  also  die  betrachtete  Gruppe  von  Punkten 
sehr  zahlreich,  dann  wird  sie  in  fast  allen  Systemen  der  Menge  eine 
kinetische  Energie  besitzen,  die  sich  kaum  von  ^TcT  unterscheidet. 

Was  hier  von  einer  ausgewählten  Gruppe  von  Punkten  gesagt 
wurde,  gilt  natürlich  auch  für  das  ganze  System  und  nach  den  Be- 
trachtungen von  Gibbs  darf  man  sich  vorstellen,  daß  auch  die  gesamte 
potentielle  Enei^e  und  andere  Größen,  die  sich  nicht  auf  ein  einzelnes 
Massenteilchen,  sondern  auf  sehr  viele  Teilchen  beziehen,  in  dem  weit- 
aus größten  Teil  der  Menge  sehr  wenig  verschiedene  Werte  haben. 

§  76.  Was  die  Energie  s  der  Systeme  anbelangt,  so  müssen  wir 
noch  einen  wichtigen  Punkt  besprechen.  Während  in  der  Phasenmannig- 
faltigkeit alle  möglichen  Werte  der  Energie  vertreten  sind,  behält  jedes 
individuelle  System  fortwährend  denselben  Energieinhalt;  es  durchläuft 
daher  nicht  die  volle  Phasenmannigfaltigkeit,  sondern  nur  einen  Teil 
derselben.  Bei  der  Besprechung  dieses  Punktes  wollen  wir  uns  eines 
neuen  bildlichen  Ausdrucks  bedienen.  Den  Inbegriff  aller  Phasen,  welche 
einer  durch  eine  einzige  Gleichung  ausgedrückten  Bedingung  genügen, 
wollen  wir  eine  Fläche  von  Phasen  nennen.  Speziell  verstehen  wir 
unter  einer  Fläche  6  eine  solche,  die  durch  einen  bestimmten  Wert  der 
Energie  charakterisiert  ist.  Den  TeU  der  Phasenmannigfaltigkeit  zwi- 
schen den  Flächen,  welche  den  Energiewerten  b  und  e  +  de  entsprechen, 
nennen  wir  die  unendlich  dünne  Schicht  (ßs).  Wenn  die  Fläche  6 
gegeben  ist,  kann  man  offenbar  eine  in  derselben  enthaltene  Phase  durch 
6w  — 1  Größen  bestimmen.  Nennen  wir  irgend  welche  Veränderlichen, 
die  zu  diesem  Zweck  dienen  können,  %i;  •  •  •  /^6n-i;  ^^  können  wir  die 
Schicht  {ds)  in  Elemente  teilen,  deren  jedes  einerseits  von  den  Ghrenz- 
flächen  der  Schicht  und  anderseits  nach  den  Ghrößen  h  begrenzt  ist. 
Für  die  Größe  eines  solchen  Elementes  dürfen  wir  nun  setzen 

dk^dödB, (101) 
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wenn 

^(^.  •  •    ^en-it  «)   I     ^  •" 

ist.  Offenbar  bestimmen  nun  die  Differentiale  dÄ^, . .  .  dh^^^i  ein  un- 
endlich kleines  Gebiet  in  der  Mannigfaltigkeit  (Ä^, . . .  h^^^i),  d.  b.  in  der 
Fläche  6,  und  wir  können  das  Maß,  nach  welchem  wir  dies  Gebiet 
messen  wollen,  so  wählen,  daß  seine  Größe  gerade  dnrch  obigen  Aus- 
druck dö  angegeben  wird.  Wir  wollen  dö  ein  Element  der  Fläche 
nennen,  und  fugen  noch  hinzu,  daß,  wenn  wir  ein  in  beliebiger  Weise 
begrenztes  Element  der  Fläche,  d.  h.  der  Mannigfaltigkeit  (ä^,  . . .  ä«^«i) 
nach  demselben  Maß  wie  das  soeben  betrachtete  messen,  diesem  dö 
immer  nach  Gleichung  (101)  ein  dX  entspricht 

Ein  System,  das  einmal  in  einer  unendlich  dünnen  Schicht  (de) 
liegt,  kann  diese,  da  die  Energie  konstant  bleibt,  nie  verlassen.  Wenn 
wir  daher  die  Phasenmannigfaltigkeit  in  derartige  Schichten  teilen,  so 
entspricht  jeder  derselben  ein  Teil  der  gesamten  Systemmenge,  derart, 
daß  zwischen  diesen  Teilen  gar  kein  Zusammenhang  besteht.  Wir 
dürfen  nun  allen  in  einer  Schicht  (de)  liegenden  Systemen  die  gleiche 
Energie  zuschreiben,  was  so  viel  heißt,  als  sie  alle  nach  der  Fläche  6 
verlegen.  Auf  ein  Element  dö  dieser  letzteren  entfallen  dann,  wie  aus 
(94)  und  (101)  hervorgeht,  wdö  Systeme,  wenn  wir 

m  ^Ne  ^   de 

setzen.  Diese  Größe,  die  wir  die  Flächendichte  der  Verteilung  nennen 
können,  hat  für  alle  Elemente  der  Fläche  den  gleichen  Wert. 

Eine  solche  Verteilimg  einer  gewissen  Menge  von  Systemen  über 
eine  Fläche  konstanter  Energie,  mit  an  allen  Stellen  gleicher  Flächen- 
dichte, bezeichnet  Gibbs  als  eine  mikrokanonische  Verteilung^), 
imd  wir  können  nun  sagen,  die  kanonische  Verteilung  bestehe  aus  un- 
endlich vielen,  sich  gleichsam  umschließenden  mikrokanonischen  Ver- 
teilungen. Wir  wissen  aber  bereits,  daß  die  große  Mehrzahl  der  Sy- 
steme in  der  kanonisch  verteilten  Menge  eine  kaum  von  dem  Mittel- 
wert 6  verschiedene  Energie  besitzt;  in  der  Phasenmannigfaltigkeit 
liegen  sie  also  in  der  unmittelbaren  Nähe  von  der  entsprechenden 
Fläche  (i)  und  wir  dürfen,  wenn  n  sehr  groß  ist,  indem  wir  von  den 
verhältnismäßig  wenig  vorkommenden  Abweichungen  absehen,  die  Sache 
so  auffassen,  daß  alle  Systeme  über  diese  Fläche  verteilt  sind,  imd  zwar 
mit  konstanter  Flächendichte.  Letzteres  geht  daraus  hervor ,  daß  in 
jeder  der  vielen  Flächen  («),  über  welche  die  Systeme  in  Wirklichkeit 
verteilt  sind,  die  Flächendichte,  wie  wir  sahen,  konstant  ist,  imd  daß 
wir  jetzt  alle  diese  Flächen  in  eine  einzige  zusammenfallen  ließen. 


1)   Derartige  Verteilungen,    die   er   Ergoden   nennt,    hatte    schon    finüher 
Boltsmann  betrachtet,  siehe  seine  Vorlesungen  über  Gkistheorie. 
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Wir  scliließen  aus  diesen  Betrachtungen^  daß  man  yom  experimen- 
teUen  Standpunkt  zwischen  einer  kanonischen  und  einer  mikrokano- 
nischen  Verteilung  keinen  unterschied  zu  machen  braucht. 

Ich  bemerke  noch,  daß  die  kanonische  Verteilung  durch  den  Mo- 
dul Tf  die  mikrokanonische;  durch  welche  wir  sie  ersetzen  können,  durch 
den  Wert  von  1  bestimmt  ist.  Jedem  T  entspricht  ein  bestimmtes  ?, 
da  man,  wenn  die  Natur  der  Systeme  gegeben  ist,  1  nach  der  Glei- 
chung (96)  berechnen  kann. 

§  77.  Man  kann  nun  zu  einer  Ableitung  der  thermodynamischen 
Sätze  gelangen,  wenn  man  Ton  der  Annahme  ausgeht,  jeder  Körper  K, 
an  dem  wir  einen  Gleichgewichtszustand  beobachten,  habe  dieselben 
Eigenschaften  wie  ein  beliebig  aus  einer  gewissen  kanonisch  oder  mi- 
krokanonisch verteilten  Menge  herausgegriffenes  System  K\  Zunächst 
ist  hiermit  die  Existenz  des  Gleichgewichtes  in  dem  Körper  K  erklärt. 
Das  System  K'  würde  nämlich  bei  allen  Wandlungen  seines  inneren 
Zustandes  fortwährend  der  kanonischen  oder  mikrokanonischen  Ver- 
teilung angehören,  und  wir  dürfen  daher  erwarten,  daß  beobachtbare 
Veränderungen  sich  an  ihm  nicht  zeigen  werden,  da  wir  uns  vorstellen 
müssen,  daß  so  gut  wie  alle  Systeme  der  genannten  Menge  sich  un- 
seren Beobachtungsmitteln  gegenüber  als  gleich  erweisen.  Der  Körper  K 
stimmt  aber  nach  unserer  Voraussetzung  genau  mit  K'  überein;  auch 
an  seinem  Zustande  werden  wir  daher  keine  Veränderung  beobachten. 

Ebenso  wie  der  Zustand  der  kanonisch  verteilten  Menge,  zu  wel- 
cher K'  gehört,  hängt  nun  auch  der  Zustand  des  Körpers  K  von  der 
Größe  des  Moduls  T  ab.  Wir  nennen  daher  T  auch  den  Modul  des 
Körpers.  Seine  Bedeutung  geht  daraus  hervor,  daß,  wie  man  dem  in 
§  73  Gesagten  entnehmen  kann,  ein  viele  Massenteilchen  enthaltendes 
Volumelement  des  Körpers  eine  kinetische  Energie  besitzt,  die  pro 
Teilchen  fT  beträgt.  Wenn  wir  die,  wie  mir  scheint,  sehr  plausible 
Annahme  machen,  daß  der  innere  Zustand  des  Körpers,  eines  Kupfer- 
stückes z.  B.,  durch  den  Wert  dieser  kinetischen  Energie  bestimmt  ist, 
80  ist  also  T  für  den  inneren  Zustand  maßgebend. 

Ist  L  ein  beliebiger  zweiter  Körper,  so  wird  auch  für  diesen  ein 
Gleichgewichtszustand  mit  dem  Modul  T  existieren  können.  Wir  wer- 
den jetzt  zeigen,  daß  die  Körper  K  und  £,  wenn  sie  sich  in  diesen 
durch  den  gleichen  Modul  gekennzeichneten  Zuständen  befinden,  mit-^ 
einander  in  Berührung  gebracht  werden  können,  ohne  daß  sich  die 
inneren  Zustände  ändern,  daß  also  Gleichheit  der  Werte  des  Moduls 
Bedingung  für  das  Wärmegleichgewicht  ist. 

§  78.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  eine  neue  kanonisch  oder 
mikrokanonisch  verteilte  Menge  von  Systemen,  wieder  mit  dem  Modul  T. 
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Jedes  System  dieser  Menge  enthalte  zunächst  eine  Anzahl  yon  Massen- 
teilchen Jcy  die  den  materiellen  Punkten  von  K  gleich  sind,  und  sodann 
eine  Anzahl  von  Teilchen  l,  die  genau  mit  denen  des  Körpers  L  über- 
einstimmen, und  zwar  mögen  die  Teilchen  h  und  die  Teilchen  l  in  ähn- 
licher Weise  nebeneinander  liegen,  wie  wir  die  Körper  K  und  L  in 
Berührung  bringen  wollen.  Wir  brauchen  nicht  zu  befürchten,  daß  in 
den  kanonisch  verteilten  Systemen  (Je,  l)  eine  Vermischung  der  beiden 
Arten  von  Teilchen  in  merklichem  Grade  vorkommen  wird.  Wir  setzen 
nämlich  voraus,  daß  die  wirklichen  Körper  K  und  L  sich  berühren 
können,  ohne  sich  gegenseitig  zu  durchdringen.  Dies  involviert,  daß 
gewisse  Kräfte  sich  der  Vermischung  widersetzen,  und  derartige  Kräfte 
werden  dann  auch  bewirken  (§  74),  daß  in  fast  allen  Systemen  (k,  l) 
die  aus  den  Teilchen  k  und  l  bestehenden  Partien,  wir  wollen  kurz 
sagen,  die  Teile  k  und  l  nebeneinander  liegen. 

Man  fasse  jetzt  ein  beliebiges  der  Systeme  (Ä:,  T)  ins  Auge.  Im 
Laufe  seiner  Bewegung  bleibt  es  fortwährend  der  kanonischen  Vertei- 
lung angehörend;  seine  Eigenschaften  ändern  sich  also  nicht  in  wahr- 
nehmbarer Weise.  Das  gilt  auch  von  dem  inneren  Zustande  von  J;, 
sowohl  als  auch  von  l,  denn  jedes  Volumelement,  sei  es  von  k  oder 
von  If  besitzt  fortwährend  eine  kinetische  Enei^ie,  die  pro  Massen« 
teilchen  f  T  beträgt.  Das  System  (A*,  T)  befindet  sich  also  in  einem 
stationären  Zustande;  die  Körper  k  und  l,  die  es  zusammensetzen,  sind 
miteinander  im  Temperaturgleichgewicht.  Aus  dem  soeben  von  der  kine- 
tischen Energie  im  Inneren  dieser  Körper  Gesagten  folgt  aber,  daß  der 
innere  Zustand  von  k  und  l  genau  mit  dem  inneren  Zustande  überein- 
stimmt, der  in  den  voneinander  getrennten  Körpern  K  und  L  des  vo- 
rigen Paragraphen  bestand.  Diese  Körper  können  also  miteinander  in 
Berührung  gebracht  werden,  ohne  daß  sich  der  innere  Zustand  ändert. 
Hiermit  ist  bewiesen,  daß  Gleichheit  der  Werte  des  Moduls  Bedingung 
für  das  Wärmegleichgewicht  ist,  woraus  dann  sofort  folgt,  daß  zwei 
Körper,  die  mit  einem  dritten  im  Gleichgewicht  sind,  dies  auch  sind, 
wenn  man  sie  miteinander  in  Berührung  setzt.  Als  Temperatur,  d.  h. 
als  diejenige  Größe,  deren  Wert  über  das  Wärmegleichgewicht  ent- 
scheidet, können  wir  nun  den  Modul  oder  irgend  einen  davon  ab- 
hängigen Zahlenwert  betrachten.  Indes  können  wir  uns  schon  jetzt 
davon  überzeugen,  daß  die  in  den  thermodynamischen  Gleichungen 
vorkommende  Temperatur  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
von  dem  Modul  unterscheiden  kann.  Wenn  wir  nämlich  das  Ge- 
fundene auf  ein  einatomiges  Gas  anwenden,  so  finden  wir,  daß  die 
mittlere  kinetische  Energie  des  Moleküls  eines  solchen  den  Wert 
f  T  hat.  Anderseits  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  daß  diese  mitt- 
lere kinetische  Energie  der  thermodynamischen  Temperatur  propor- 
tional ist. 
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§  79.  Bevor  wir  nun  den  zweiten  Schritt,  von  dem  in  §  69 
die  Rede  war,  versuchen,  müssen  wir  die  Frage  beantworten,  ob  in 
einer  Menge  von  Systemen  eine  Tendenz  bestehe,  eine  kanonische 
oder  mikrokanonische  Verteilung  anzunehmen.  Wir  können  das  inso- 
fern tun,  als  wir  zeigen  können,  daß  eine  in  beliebiger  Weise  über 
eine  Fläche  0  konstanter  Energie  verteilte  Systemmenge,  sich  selbst 
überlassen,  höchstwahrscheinlich  einer  mikrokanonischen  Verteilung  zu- 
streben wird. 

Zunächst  bemerken  wir,  daß  diejenigen  Systeme,  welche  in  einem 
bestimmten  Augenblick  in  einem  Elemente  dö  der  Fläche  liegen,  zu 
einer  beliebigen  späteren  Zeit  in  einem  Elemente  der  Fläche,  das  die- 
selbe Größe  wie  d6  hat,  sich  befinden  werden,  daß,  mit  anderen  Worten, 
ein  Element  dö,  welches  der  Phasen  Wanderung  der  in  demselben  ent- 
haltenen Systeme  folgt,  die  Größe  nicht  ändert.  Dieser  Satz  ergibt 
sich  ohne  Mühe,  wenn  wir  wieder  für  einen  Augenblick  die  Fläche  <J 
durch  eine  unendlich  dünne  Schicht  (ds)  ersetzen.  In  einer  unendlich 
kurzen  Zeit  möge  sich  das  Element  d6  in  dö'  verwandeln:  dann  ist 
aus  dem  entsprechenden  unendlich  kleinen  Teil  dX^^döde  der  Schicht 
der  Teü  dX'=  de' da  entstanden.  Wir  fanden  aber  (§  72),  daß  dA'=  dX 
ist.     Folglich  muß  auch  d<s'^  d6  sein. 

Obgleich  nun  bei  der  Phasenänderung  ein  Element  der  Fläche  fort- 
während seine  Größe  beibehält,  kann  seine  Begrenzung,  seine  Gestalt, 
wie  wir  sagen  können,  sich  im  Laufe  der  Zeit  sehr  erheblich  ändern, 
ähnlich  wie  ein  Element  einer  geometrischen  Fläche,  wenn  die  Punkte 
derselben  sich  über  diese  verschieben,  sehr  gut  zu  einem  langen  Streifen 
ausgezogen  werden  könnte. 

Wir  teilen  nun  die  Fläche  6  in  Elemente  ^6^  -^^2;  ^s*^*  gleichen 
Inhalts,  die  wir  als  unbeweglich  betrachten  und  so  klein  annehmen, 
daß  es,  was  die  beobachtbaren  Eigenschaften  der  Menge  betrifft,  nur 
auf  die  Anzahl  der  Systeme  ankommt,  die  in  den  einzelnen  Elementen 
enthalten  sind,  nicht  aber  auf  die  Art  und  Weise,  wie  die  in  einem 
bestimmten  Element  enthaltenen  Systeme  über  den  Inhalt  desselben 
verteilt  sind.  Zu  einer  beliebigen  Anfangszeit  t^  seien  o^,  o,  usw.  die 
Werte  der  Dichte  in  ^«^i,  ^6^  ^^^'  Wenn  nun  die  Systeme,  welche 
zu  dieser  Zeit  in  einem  dieser  Elemente  ^6  liegen,  zu  einer  späteren 
Zeit  wieder  genau  in  einem  anderen  der  festgesetzten  Elemente  sich 
befänden,  so  würde  man  offenbar  in  diesem  späteren  Augenblick  noch 
genau  dieselbe  Verschiedenheit  der  Dichten  beobachten,  die  anfangs 
bestand.  In  Wirklichkeit  verhält  sich  aber  die  Sache  anders.  Im  Mo- 
ment t  wird  irgend  ein  Element  jda  Systeme  enthalten,  die  aus  vielen 
anderen  Elementen  stammen;  wir  werden  in  ^6  kleinere  Flächenele- 
mente dö^,  dö^  usw.  unterscheiden  können,  von  welchen  das  erste  zur 
Zeit  (q  einen  Teil  von  ^a^  bildete,  das  zweite  einen  Teil  von  ^(f^,  usw. 

L  o  r  e  n  t  s ,  Wissenschaftliche  Abhandlangen.  1 9 
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Diese  Elemente  enthalten  nnn  (o^döy^,  o^dö^  nsw.  Systeme  nnd  dem 
Element  Jö,  im  ganzen  genommen^  haben  wir  daher  die  Dichte 

zuzuschreiben.  Da  nnn  dö^  +  dö^  -[-..=  ^ts^  so  ist  dies  ein  gewisser 
Mittelwert  der  ursprünglichen  Dichten.  In  diesem  umstände,  daß  die 
später  in  den  Eleinenten  Jö  bestehenden  Dichten  Mittelwerte  der  ur- 
sprünglichen sind,  liegt  offenbar  eine  Tendenz  zur  Nivellierung  der  an- 
fangs bestehenden  Differenzen. 

Daß  nun  diese  Ausgleichung  immer  weiter  fortschreiten  muß,  kann 
man  leicht  einsehen.  Man  kann  sagen,  daß,  wie  groß  man  t  auch 
wählen  möge,  sich  immer  die  Elemente  ^6  in  kleinere  d6  zerlegen 
lassen,  derart,  daß  in  jedem  dieser  letzteren  eine  Dichte  besteht,  die 
ursprünglich  in  einem  anderen  derselben  vorhanden  war,  daß  aber  diese 
Elemente  dö  um  so  kleiner  und  so  zahlreicher  werden,  je  größer  i  wird. 
Am  Ende  enthält  jedes  große  Element  Jö  Systeme,  die  von  sehr  vielen 
anderen  ähnlichen  Elementen  herrühren.  Die  Annahme,  daß  der  End- 
zustand in  einer  mikrokanonischen  Verteilung  besteht,  ist  daher  sehr 
plausibel. 

Daß  eine  Systemmenge,  in  welcher  verschiedene  Werte  der  Energie 
vorkommen,  sich  einer  kanonischen  Verteilung  nähert,  können  wir  nicht 
durch  eine  ähnliche  Schlußfolgerung  beweisen.  Das  verbietet  schon  der 
Umstand,  daß  die  in  den  verschiedenen  Flächen  konstanter  Energie 
liegenden  Systeme  ohne  jeden  Zusammenhang  miteinander  sind.  Wäh- 
rend die  in  jeder  Fläche,  oder  in  jeder  unendlich  dünnen  Schicht  (dB) 
enthaltenen  Systeme  einer  mikrokanonischen  Verteüung  zustreben,  wird 
an  der  Art  und  Weise,  wie  die  Energie  über  die  Systeme  verteilt  ist, 
nichts  geändert;  somit  kann  in  dieser  Hinsicht  von  einer  Tendenz  zur 
kanonischen  Verteilung  die  Rede  nicht  sein. 

Hierin  liegt  jedoch  keine  Schwierigkeit  für  die  Anwendung,  die 
wir  beabsichtigen.  Wir  werden  es  dabei  mit  einer  Systemmenge  zu  tun 
haben,  von  der  wir  bereits  wissen,  daß  fast  alle  Glieder  derselben  die 
gleiche  Energie  haben.  Mit  genügender  Annäherung  werden  wir  dann 
sagen  können,  die  Verteilung  sei  von  vornherein  auf  eine  einzige  Fläche 
konstanter  Energie  beschränkt.  Sie  nähert  sich  dann  im  Laufe  der 
Zeit  einer  mikrokanonischen,  und  diese  können  wir,  mit  Rücksicht 
auf  die  Bequemlichkeit  der  Rechnung,  durch  eine  kanonische  ersetzen. 
In  diesem  Sinne  wird  es  erlaubt  sein,  eine  solche  als  den  Endzustand 
der  Menge  anzusehen. 

§  80.  Um  uns  nun  noch  weiter  für  die  Ableitung  des  zweiten 
Hauptsatzes  vorzubereiten,  müssen  wir  eines  Umstandes  gedenken,  den 
wir  eigentlich  schon  früher  hätten  berücksichtigen  müssen. 
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Der  Zustand  der  Körper,  mit  welchen  man  sich  in  der  Thermo- 
dynamik beschäftigt,  ist  nicht  dnrch  die  Temperatur  allein  gegeben; 
zur  YoUständigen  Bestimmung  desselben  ist  auch  noch  eine  Angabe 
über  andere  Parameter,  wie  z.  B.  das  Volum,  erforderlich.  Daher  kann 
die  Theorie  kanonisch  verteilter  Mengen  nur  dann  unserem  Zweck  dien- 
lich sein,  wenn  wir  auch  in  sie,  neben  dem  Modul,  andere  jenen  Para- 
metern entsprechende  Größen  einführen.  Wie  das  geschehen  kann,  liegt 
auf  der  Hand.  Ein  Gas  oder  eine  Flüssigkeit  *  sperren  wir  in  ein  be- 
stimmtes Volum  ein,  indem  wir  den  Zylinder,  in  dem  es  sich  befindet, 
durch  einen  beweglichen  Kolben  abschließen;  dieser  verhindert  den 
Körper  an  der  Ausdehnung  durch  die  Kräfte,  die  er  auf  die  Moleküle 
ausübt.  Demgemäß  denken  wir  uns,  daß  die  Systeme,  aus  welchen 
sich  die  betrachtete  Menge  zusammensetzt,  nicht  bloß  aus  den  n  Massen- 
teilchen bestehen,  von  denen  im  bisherigen  die  Rede  war,  sondern  außer- 
dem äußere  Körper  enthalten,  welche  die  Zylinderwände  und  den  Kolben 
in  dem  genannten  Beispiel  repräsentieren  sollen,  und  von  welchen  Kräfte 
ausgehen,  denen  eine  gewisse  potentielle  Energie  entspricht.  Letztere 
büdet  einen  Teü  der  Gesamtenei^e  des  Systems,  und  indem  nun  von 
denjenigen  Anordnungen,  in  welchen  die  potentielle  Energie  einen  hohen 
positiven  Wert  haben  würde,  abgesehen  werden  darf  (§  74),  dienen  die 
äußeren  Kräfte  uns  dazu,  dem  System  ein  bestimmtes  Volum  oder  eine 
bestimmte  Lage  und  Gestalt  aufzuzwingen. 

Wir  wollen  die  Lage  der  äußeren  Körper  durch  gewisse  Größen 
0^,03,...  bestimmen  und  von  diesen  Koordinaten  annehmen,  daß  sie 
för  alle  Systeme  der  Menge  gleiche  Werte  haben.  Während  nämLch 
die  Vorstellung  einer  großen  Anzahl  über  die  Phasenmannigfaltigkeit 
verteilter  Systeme  den  Zweck  hatte,  der  großen  Vei-schiedenheit  in  den 
Anordnungen  und  Bewegungen  der  Moleküle,  welche  nacheinander  in 
einem  Körper  bestehen  können,  Rechnimg  zu  tragen,  besteht  eine  solche 
Verschiedenheit,  was  die  äußeren  Parameter  betrifft,  nicht. 

Der  potentielle  Teil  der  Energie  e  hängt  nun  für  jedes  System 
nicht  nur  von  den  Koordinaten  ^1, . .  .  ^g«  ^^^  materiellen  Punkte,  son- 
dern liberdies  von  a^,  o^,  .  .  .  ab,  und  wenn  wir  ihn  nach  diesen  Größen 
dififerentiieren,  erhalten  wir  die  mit  dem  negativen  Vorzeichen  genom- 
menen von  dem  System  auf  die  äußeren  Körper  ausgeübten  Kraft- 
komponenten. Da  nun  die  kinetische  Energie  von  den  a  nicht  abhängt, 
so  können  wir  für  die  Ejraftkomponenten  auch  setzen 

j   _  _  d_s_  A   —  —  — 

Diese  Ausdrücke  hängen  von  x^, . . .  a:,,  ab  und  sind  also  für  die  ver- 
schiedenen Systeme  nicht  gleich.  Indes  dürfen  wir  uns  vorstellen,  daß 
sich  die  individuellen  Werte  von  den  Mittelwerten 

19^ 
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^1  -       ^a^7  ^2  =-  -  ^? (102) 

in  der  Mehrzahl  der  Systeme  nur  unbedeutend  entfernen. 

Ich  füge  noch  die  Bemerkung  hinzu,  daß  die  Betrachtungen  der 
vorhergehenden  Paragraphen  etwas  an  Strenge  gewonnen  haben  würden, 
wenn  wir  schon  früher  die  äußeren  Körper  in  Betracht  gezogen  hätten. 
Wir  hätten  dann  den  Zustand  der  Systeme,  die  wir  in  §  78  miteinander 
in  Berührung  brachten,  etwas  genauer  festsetzen  können.  Ich  habe 
jedoch  absichtlich  die  einfachere  Darstellung  gewählt,  um  das  Wesent- 
liche in  der  Beweisführung  besser  hervortreten  zu  lassen. 

§  81.    Der  thermodynamische  Satz,  daß  -^  ein  vollständiges  DiflFe- 

rential  ist,  gilt  für  eine  langsame  Zustandsänderung  eines  Körpers,  bei 
der  ein  Grleichgewichtszustand  in  einen  unendlich  wenig  davon  ver- 
schiedenen übergeht.  Um  ihn  zu  beweisen,  machen  wir  wieder  nicht 
einen  einzigen  Körper,  sondern  eine  Menge,  in  der  er  sich  viele  Male 
wiederholt,  zum  Gegenstand  der  Untersuchung.  Diese  Menge  sei  an- 
fangs bei  bestimmten  Werten  des  Moduls  T,  sowie  der  Koordinaten 
o^,  Og;  •  •  •  kanonisch,  oder  wie  wir  auch  sagen  können,  mikrokanonisch 
verteilt,  und  wir  wollen  nun  die  Größen  a^,  o,, .  . .  sich  langsam  ändern 
lassen,  und  zwar  bei  allen  Systemen  der  Menge  in  gleicher  Weise. 
Da  wir  die  Ej-aftkomponenten  JL^,  ^,  .  .  .  bei  allen  Systemen  als  gleich 
betrachten  dürfen,  so  leisten  bei  dieser  Verschiebung  der  äußeren  Körper 
alle  Systeme  die  gleiche  Arbeit.  Während  sich  schon  hierdurch  ihre 
Energie  ä ädert,  bewirken  wir  dies  gleichzeitig  auch  noch  dadurch,  daß 
wir  die  Bewegung  der  einzelnen  Massenteilchen  in  den  Systemen  direkt 
durch  geeignete  Kräfte  beeinflussen;  in  der  Arbeit  dieser  Kräfte  haben  wir 
das  zu  erblicken,  was  man  die  zugeführte  Wärmemenge  nennt.  Auch 
sie  soll  sich  in  den  verschiedenen  Systemen  nur  unbedeutend  von  einem 
für  die  gesamte  Menge  geltenden  Mittelwert  entfernen. 

Unsere  Voraussetzungen  haben  zur  Folge,  daß  die  Energie  der  ver- 
schiedenen Systeme  fortwährend  als  gleich  betrachtet  werden  kann;  in 
der  Phasenmannigfaltigkeit  liegen  sie  also  stets  auf  derselben  Fläche  (£), 
die  sich  aber  allmählich  verschiebt. 

Alle  die  genannten  Änderungen,  die  der  Koordinaten  a^,  a,,  .  .  . 
sowohl  als  auch  die  Wärmezufuhr,  nehmen  wir  in  so  langsamem  Tempo 
vor,  daß  der  Menge  Zeit  gelassen  wird,  stets  wieder  eine  mikrokano- 
nische Verteilung  anzunehmen  (§  79);  wir  dürfen  dann  sagen,  daß  eine 
solche,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  kanonische  Verteilung 
in  jedem  Augenblick  existiert. 

§  82.  Nach  einer  gewissen  Zeit,  während  welcher  in  jedem  System 
viele  verschiedene  Phasen  in  raschem  Wechsel  aufeinander  gefolgt  sind. 


über  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik.  293 

ist  BUH  eine  neue  kanonische  Verteilung  entstanden,  die  sich  von  der 
ursprünglichen  dadurch  unterscheidet,  daß  die  Koordinaten  o^,  o,, .  . . 
und  die  mittlere  kinetische  Energie  e  sich  unendlich  wenig  verändert 
haben.  Gleiches  gilt  dann  auch  von  T und  ^^  da  bei  gegebenen  a^,  a^,... 
die  Energie  den  tatsächlich  erreichten  Wert  nur  bei  einem  bestimmten 
Modul  haben  kann,  und  da  femer,  wie  die  Formel  (95)  zeigt,  ^  von 
Ty  a^,  a^, . . ,  abhängt.  Wir  bezeichnen  die  Änderungen  der  genannten 
Größen  mit  einem  vorgesetzten  d,  die  einem  bestimmten  System  zu- 
geführte  Wärmemenge  mit  dQ  und  betrachten  zunächst  den  Mittel- 
wert dQ. 

Da  die  von  einem  System  geleistete  Arbeit  den  Wert 

Ä^  da^  -{-  A^  da^  +  •  •  • 
hat,  so  hat  man 

dQ=d€  +  Äy^  da^  +  Ä^  da^  +  •    • , 
oder  nach  (102),  da  de  =  ds  ist, 

ds    ,  de 


und  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (96) 


(103) 


Zu  einer  Umformung  dieses  Ausdrucks  führt  nun  die  Bemerkung, 
daß  sowohl  vor  als  auch  nach  der  Änderung  des  stationären  Zustandes 


/■ 


e  ^   dl^l (104) 


ist.  Das  Differential  dieser  (Jröße,  in  welcher  die  bei  der  Integration 
als  konstant  zu  betrachtenden  Größen  a^,  a^, , ,  .,  T  und  ^  vorkommen, 
ist  daher  Null;  folglich,  wenn  man  unter  dem  Integralzeichen  nach 
diesen  Größen  differentiiert, 


i^d{pjdl+      e'    —dTdk 


In  dem  ersten  Integral  ist  d  i^j  unabhängig  von  den  Integrations- 
variablen x^,...l^^^f  so  daß  dieses  Integral,  wegen  der  Gleichung  (104), 
den  Wert  di—)  ^**'-    ^^^  ^^^  zweite  Integral  findet  man  leicht  j^dTj 
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und  es  ergibt  sich  also,  wenn  man  (103)  mit  T  dividiert  und  den  Wert 
des  letzten  Gliedes  der  Gleichnng  (105)  entnimmt, 

^  =  ^f-d(f)-^,dT^d(^^),    .    .    .    (106) 

womit  der  Satz,  daß  ~  ein  vollständiges  Differential  ist,  bewiesen  ist. 

Indem  wir  nun  wieder  auf  einen  einzigen  Körper  anwenden,  was 
von  den  Mittelwerten  für  alle  Körper  der  Menge  gilt,  was  wir  tun 
dürfen,  weil  sich  die  Werte  von  dQ  und  €  fOr  jenen  Körper  von  dQ 
und  £  nur  unerhebUch  unterscheiden  werden,  gewinnen  wir  den  zweiten 
Hauptsatz  auch  für  jenen  einzelnen  Körper  in  der  Gestalt 


dQ 
T 


-^(-r-*) 


Man  sieht  hieraus,  daß  der  Modul  T,  oder  dieser  Modul,  mit  einer 
beliebigen  Konstante  multipliziert,  die  Bedeutung  der  thermodynamischen 
Temperatur  hat,  und  daß  man  als  Entropie  die  Größe 

ri  =     j, •     (107) 

zu  betrachten  hat.     Da  hieraus  folgt 

so  hat  i>  die  Bedeutung  der  freien  Energie  (vgL  §  20). 

§  83.  Hiermit  wäre  auch  der  zweite  der  in  §  69  unterschiedenen 
Schritte  vollzogen.  Was  nun  schließlich  den  dritten  betrifft,  d.  h.  die 
Erweiterung  des  Entropiebegriffs  auf  nicht  stationäre  Zustände  eines 
Körpers,  so  liegt  es  nahe,  an  nicht  kanonische  Verteilungen  einer  Menge 
von  Systemen  zu  denken.  Man  kann  bei  jeder  Verteilung  über  die 
Phasenmannigfaltigkeit  die  Dichte  q  (§71)  in  der  Gestalt 

darstellen,  wo  i^  in  irgend  einer  Weise  von  den  Koordinaten  und  Ge- 
schwindigkeitskomponenten abhängt.  Man  könnte  nun,  und  dies  würde 
der  Festsetzung  (107)  entsprechen,  den  Mittelwert  von  ri  als  die  En- 
tropie der  betrachteten  nicht  kanonischen  Verteilung  definieren. 

Jedoch  wäre  damit  noch  keine  Definition  der  Entropie  für  nicht 
stationäre  Zustände  eines  Körpers  gewonnen.  Eine  solche  Definition 
muß  nämlich  angeben,  wie  die  Entropie  von  dem  Zustande  des  Körpers 
abhängt,  und  das  geschieht  denn  auch  wirklich  in  der  Gleichung  (107), 
da  wir,  wenn  uns  ein  Körper  im  stationären  Zustande  gegeben  ist,  uns 
nur  eine  einzige  kanonisch  verteilte  Menge  denken  können,  in  welcher 
ein  genau  mit  dem  Körper  übereinstimmendes  System  vorkommt.  Man 
sieht  aber  nicht,  in  welcher  Weise  eine  nicht  kanonische  Verteilung  da- 
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durch  bestimmt  sein  kömite,  daß  uns  ein  Körper  in  einem  nicht  statio- 
nären Zustande  gegeben  ist.  Vielleicht  kann  diese  Schwierigkeit  dadurch 
beseitigt  werden,  daß  man  den  Körper  in  eine  sehr  große  Anzahl  von 
Yolumelementen  teilt,  deren  jedes  gleich  viel  Massenteilchen,  und  zwar 
sehr  yiele  enthält,  und  daß  man  diese  als  die  Individuen  in  einer  System- 
menge betrachtet.  Bei  dieser  Auffassung  ist  der  Körper  nicht  ein  Glied 
einer  solchen  Menge,  sondern  die  Menge  selbst,  und  kann  man  seine 
Entropie  in  der  soeben  angegebenen  Weise  definieren  und  untersuchen, 
welche  Eigenschaften  derselben  zukommen.  Ich  muß  mich  jedoch  auf 
diese  Andeutung  beschränken,  da  in  der  weiteren  theoretischen  Unter- 
suchung nicht  stationärer  Zustände  noch  sehr  viel  zu  tun  übrig  bleibt. 
Dies  gilt  übrigens  auch  von  den  stationären  Zuständen,  und  es 
braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  daß  die  Ableitung  des  zweiten  Haupt- 
satzes aus  der  Theorie  kanonisch  verteilter  Sjstemmengen,  namentlich 
was  die  Strenge  der  Beweisführung  betriflFt,  noch  mancher  Verbesserung 
bedarf.  Nichtsdestoweniger  darf  man,  wie  mir  scheint,  die  Zurück- 
führung  des  zweiten  Hauptsatzes  auf  die  Prinzipien  der  Mechanik,  die 
in  den  Betrachtungen  von  öibbs  enthalten  ist,  als  im  wesentlichen 
gelungen  betrachten. 

§  84.  Ich  schließe  damit,  daß  ich  aus  der  Theorie  von  Oibbs 
zwei  sich  auf  Gase  beziehende  Folgerungen  ableite.  Erstens  will  ich 
zeigen,  wie  sie  für  einatomige  Gase  zu  dem  MaxweU'schen  Gesetze 
für  die  GeschwindigkeitsverteUung  führt. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  das  Gas  sehr  viele  Male  wieder- 
holt, so  daß  eine  kanonisch  verteilte  Menge  entsteht.  Indem  wir  nun 
die  Integration  über  alle  möglichen  Konfigurationen  ausführen,  erhalten 
wir  für  die  Anzahl  der  Systeme,  in  welchen  die  Geschwindigkeiten  der 
n  Moleküle  zwischen  den  Grenzen 

gl  und  gl  +  rfli, ...         gj^  und  ^„+  dgg, 
eingeschlossen  sind,  einen  Ausdruck  von  der  Form 

CNe    2^^"  •»^d6i...dg3„    ....     (108) 

wo  mit  m  die  für  alle  Moleküle  gleiche  Masse  bezeichnet  ist. 

Wir  können  nun  die  3 n- fache  Mannigfaltigkeit  (g^, .  .  .  g,^)  als 
aus  n  drei-dimensionalen  Räumen  bestehend  betrachten,  deren  jeder 
einem  Molekül  des  Systems  entspricht  und  in  welchen  die  Geschwin- 
digkeitskomponenten des  betre£Fenden  Moleküls  durch  die  Koordinaten 
(gl,  1^1,  ti)  ...  (g^,  rj^,  t„)  eines  Punktes  dargestellt  werden.  Diese  Punkte 
mögen  Geschwindigkeitspunkte  heißen;  ihre  Entfernungen  f'ij.,,r^y  jedes- 
mal von  dem  Koordinatenursprung  in  dem  betreffenden  Baum  geben  die 
Grröße  der  Molekulargeschwindigkeiten  an.  Da  nun  der  Exponent  in  (108) 
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lediglich  Ton  r^'  +  •  •  •  +  ^n  abhängt,  so  findet  man,  indem  man  in  jedem 
der  genannten  Baume  eine  unendlich  dünne  kugelförmige  Schicht  mit 
ihrem  Mittelpunkt  im  Eoordinatenursprang  betrachtet,  daß  in 

C'-ye""«'    *  ■"        "Vi»...r,«  dri...rfr.  .     .     .     (109) 

Systemen  die  Geschwindigkeiten  der  n  Moleküle  zwischen 

rj  und  r^  +  d^i?  •  •  •         ^«  imd  r^  +  dr^ 

liegen.  Die  Konstante  C  ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß,  wenn 
man  nach  ^it  •  •  •  ^^  zwischen  0  und  cx)  integriert,  die  Gresamtzahl  'S 
der  Systeme  sich  herausstellen  muß. 

Den  Ausdruck  (109)   können   wir  nun   femer  noch   dadurch  um- 
formen, daß  wir  jedem  r  eine  Größe  8  nach  der  Gleichung 


vi?/ 


'"r* 


e    »^   r^dr^s (110) 

0 

zuordnen.   Die  den  Einzelwerten  r^, . . .  r^  entsprechenden  Werte  nennen 
wir  «1, .  . .  «,».    Aus  (110)  folgt 


und  wir  erhalten  daher,  wenn  C"  eine  neue  Eonstante  ist,  aus  (109) 

C'dSi  .    -ds^ (112) 

für  die  Anzahl  der  Systeme,  bei  welchen  die  neuen  die  Geschwindig- 
keiten der  n  Moleküle  bestimmenden  Größen  zwischen  den  Grenzen 

Si  und  «1  +  d^i , . . .         $^  und  s^  +  d$^ 

liegen.  Jede  dieser  Größen  bewegt  sich  dabei  in  dem  Intervall  von 
0  bis  1,  da  nach  (110)  für  r  =  0  auch  s=0  und  für  r  =  cx>,  wegen 
der  Wahl  des  vor  das  Integral  gesetzten  Koeffizienten,  s  =  \  ist. 

Es  ist  nun  möglich,  in  einer  einzigen  Figur  die  Geschwindigkeiten 
aller  Moleküle  in  allen  den  N  Systemen  darzustellen,  und  zwar  in  der 
Weise,  daß  man  auf  einer  geraden  Linie  von  einem  festen  Punkt  aus 
Strecken  abschneidet,  die  den  verschiedenen  Werten  s  gleich  sind.  Den 
Endpunkt  einer  solchen  Strecke  nennen  wir  den  ^-Punkt  des  betreffenden 
Moleküls. 

Der  Umstand,  daß  in  (112)  das  Produkt  der  Differentiale  mit  einer 
Konstanten  multipliziert  ist,  zeigt  an,  daß  die  5-Punkte,  welche  ein  be- 
stimmtes  Molekül  in  den  verschiedenen  Systemen  hat,  gleichförmig  über 
eine  Strecke  von  der  Länge  Eins  verteilt  sind,  ganz  unabhängig  von 
der  Lage  der  s-Punkte  der  übrigen  Moleküle,  Es  ist  also,  als  ob  man 
allen  Molekülen  in  allen  Systemen  Werte  von  5  luerteilt  hätte,  die  man 
aufs  Geratewohl  zwischen  0  und  1  gewählt  hat,  derart,  daß  die  Wahr- 


über  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik.  297 

scheinlichkeit  dafür,  daß  der  5 -Punkt  auf  einem  bestimmten  Teil  der 
genannten  Strecke  liegt;  für  gleiche  Teile  dieser  letzteren  gleich  groß  ist. 
Daraus  folgt  aber  unmittelbar,  daß  die  s -Punkte,  welche  den  Molekülen 
eines  bestimmten  Systems  zukommen,  gleichfSrmig  zwischen  den  ex- 
tremen Lagen  0  und  1  verteilt  sein  werden,  unter  den  n  Molekülen 
des  öases  wird  es  also  nds  Teilchen  geben,  für  welche  s  zwischen 
s  und  s  +  ds  liegt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  (111)  kann  man 
hieraus  schließen,  daß 


V.. 


m 


-Jjfsne    *^    r^dr 


Moleküle  eine  Geschwindigkeit  zwischen  r  und  r  +  dr  haben.    Damit 
ist  das  Maxwell'sche  Gesetz  bewiesen. 

§  85.  unsere  letzte  Folgerung  wird  sich  auf  ein  mehratomiges 
Gas  beziehen.  Wir  könnten  hier,  ähnlich  wie  wir  soeben  das  Max- 
well'sche Gesetz  abgeleitet  haben,  zu  der  yon  Boltzmann  gefundenen 
Zustandsyerteilung  gelangen*,  dies  wollen  w:ir  jedoch  dahingestellt  sein 
lassen.  Ich  beschränke  mich  darauf  nachzuweisen,  daß  die  kinetische 
Energie  der  fortschreitenden  Bewegung  eines  mehratomigen  Moleküls, 
ebenso  wie  die  eines  einatomigen,  im  Mittel  den  Wert  f  T  hat 

Wir  wählen  in  den  Systemen  einer  kanonisch  verteilten  Menge 
eine  beliebige  Gruppe  yon  Teilchen,  etwa  die  k  ersten,  zur  Betrachtung 
aus  und  fassen  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  derselben  ins  Auge. 
Die  kinetische  Energie,  welche  dieser  Punkt  haben  würde,  wenn  in  ihm 
die  Masse  M  der  k  Punkte  yereinigt  wäre,  beträgt 


6  = 


2M 


Den  Mittelwert  dieser  Größe  findet  man  leicht,  wenn  man  be- 
achtet, daß  bei  der  kanonischen  Verteilung  die  Mittelwerte  der  Pro- 
dukte gjl,,  I1I3  usw.  gleich  Null  sind,  während 

ist.    Daraus  folgt 


^»i^&i  *+_•;•  +  ^Ißlk  _  »h  +•_••  +  W»: 


*  2M  M  *^^' 

oder,  da  w^  -f  •  •  •  +  m^^  ==  3  Jlf  ist, 

was  wir  beweisen  wollten. 

Man  könnte  diesen  Satz  z.  B.  auf  ein  kleines  in  einer  Flüssigkeit 
suspendiertes  Eörperchen,  an  dem  man  die  sogenannte  Brown'sche  Be- 
wegung beobachtet,  anwenden.  Er  gilt  auch  sofort  für  mehratomige 
Moleküle,  da  wir  für  die  k  Teilchen,  yon  welchen  die  Rede  war,  die 
in  einem  solchen  enthaltenen  Atome  nehmen  können.    Hierbei  yerdient 


298  Über  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik. 

es  Beachtung,  daß  nach  dem  in  §  73  bewiesenen  Satze  auch  jedes  Atom 
fQr  sich  im  Mittel  die  kinetische  Energie  b  hat;  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  relativen  Bewegung  der  h  Atome  in  Bezug  auf  ihren  ge- 
meinschaftlichen Schwei-punkt  beträgt  daher  (i  —  1)  £. 

Ich  erwähne  diese  schon  vor  vielen  Jahren  von  Boltzmann  be- 
wiesenen Sätze,  weil  in  denselben  die  größte  Schwierigkeit  liegt,  mit 
der  man  in  der  kinetischen  Theorie  zu  kämpfen  hat,  eine  Schwierigkeit^ 
die  auch  auf  die  molekulartheoretische  Ableitung  des  zweiten  Haupt- 
satzes der  Thermodynamik  ihren  Schatten  wirft.  Sie^  zeigt  sich,  wenn 
man  die  experimentell  gefundenen  Werte  des  Verhältnisses  %  der  spe 
zifischen  Wärme  bei  konstantem  Druck  und  bei  konstantem  Volum  mit 
dem,  was  die  Theorie  verlangt,  vergleicht.  Bei  Temperaturerhöhung 
nimmt  a  zu  und  muß  die  gesamte  kinetische  Energie  des  Molekfib 
den  A-fachen  Zuwachs  erleiden.  Hieraus  erlmlt  man,  wenn  man  Ton 
der  Zunahme  der  potentiellen  Energie  absieht,  für  das  genannte  Yer- 

hältnis  den  Wert  x  =»  1  +  ."r,   während  sich   ein   noch  kleinerer  Wert 

ergibt,  wenn  man  die  Änderung  dei   potentiellen  Energie  mit  berück- 
sichtigt.   In  Wirklichkeit  sind  aber  die  Werte  von  x  durchgängig  großer 

alaH-3V 

Diese  Schwierigkeit  besteht  indes  nur  für  mehratomige  Molekflle. 
Sie  braucht  uns,  wie  mir  scheint,  nicht  abzuhalten,  jedem  kleinen  Teilchen, 
das  sich  wie  ein  einziger  freier  materieller  Punkt  bewegt,  die  kinetische 
Energie  ^T  beizulegen,  und  also  z.  B.,  wie  man  das  in  neueren  Theorien 
oft  getan  hat,  den  freien  Elektronen  in  einem  Metall  eine  mittlere  kine- 
tische Energie  von  derselben  Größe  zuzuschreiben,  wie  die  mittlere 
kinetische  Energie,  die  ein  Gasmolekül  infolge  seiner  fortschreitenden 
Bewegung  hat. 


xn. 

über  die  STmmetrie  der  Kristalle. 

(Den  Vorlesungen  des  Verfassers  entnommen.) 


§  1.  Die  nachstehenden  Betrachtungen  verfolgen  den  Zweck^  in 
möglichst  einfacher  Weise  den  Ton  Hessd  herrührenden  und  von  vielen 
späteren  Forschem  aufs  neue  abgeleiteten  Satz  zu  beweisen,  nach  wel- 
chem alle  Kristalle  sich  auf  Orund  ihrer  Symmetrieverhältnisse  in 
32  Klassen  einteilen  lassen.  Dabei  stellen  wir  die  physikalischen  Eigen- 
Schäften^  zu  welchen  allerdings  auch  das  Auftreten  von  Grenzflächen 
bestimmter  Richtung  zu  rechnen  ist,  in  den  Vordergrund.  In  den 
meisten  Paragraphen  werden  wir  übrigens  gar  nicht  an  Grenzflächen 
zu  denken  haben  und  können  uns  vielmehr  den  Kristall  als  nach  allen 
Richtungen  hin  beliebig  weit  ausgedehnt  vorstellen. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  betrachteten  Körper  homogen  sind.  Dies 
bedeutet^  daß,  wenn  wir  aus  der  Ej-istallmasse  zwei  Teile  abtrennen,  die 
von  gleichen  und  gleich  gelagerten  Flächen  begrenzt  sind,  so  daß  die 
Begrenzung  des  einen  Teils  durch  Parallelverschiebung  in  die  des  andern 
übergeht,  zwischen  diesen  Teilen  in  keiner  Weise  eine  Verschiedenheit 
nachgewiesen  werden  kann. 

§  2.  Zwei  Körper  A  und  B  nennen  wir  hmgruent,  wenn  zwischen 
einem  beliebigen  Teil  von  A  und  einem  Teil  von  B  von  solcher  Lage, 
daß  die  Begrenzungen  durch  Parallelverschiebung  ineinander  übergehen, 
keine  Verschiedenheit  beobachtet  werden  kann. 

Die  in  dieser  Weise  definierte  Kongruenz  bleibt  bestehen,  wenn 
man  einen  der  Körper  verschiebt;  im  allgemeinen  geht  sie  aber  bei 
einer  Drehung  verloren. 

§  3.  Zwei  Körper  A  und  B  können  auch  solcher  Art  sein,  daß 
man  den  einen  das  Spiegetbüd  des  andern  in  bezug  auf  irgend  eine 
Ebene  V  nennen  kann.  Damit  soll  gesagt  sein,  daß  Teile  von  A  und  JB, 
die  sich,  was  die  geometrische  Begrenzung  betrifft,  wie  Gegenstand  und 
Spiegelbild  verhalten,  auch  in  bezug  auf  ihre  physikalischen  Eigen- 
schaften als  solche  betrachtet  werden  können.  Welche  Bedeutung  man, 
diesen  letzteren  Worten  beizulegen  hat,  ist  in  gewissen  Fällen  ohne 
weiteres  klar,  in  andern  durch  geeignete  Definition  festzusetzen.  Jeden- 
falls involviert  unsere  Aussage,  daß,   insofern  die  physikalischen  Yor- 
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gange  in  A  und  B  eine  Darstellung  mittels  geometrischer  Figuren  zu- 
lassen^ die  Figuren  y  welche  sich  auf  B  beziehen,  die  Spi^elbilder  der 
entsprechenden  för  Ä  geltenden  Figuren  sein  müssen. 

Wir  setzen  voraus ,  daß  alle  Eigenschaften  des  Körpers  B  voll- 
ständig dadurch  bestimmt  sind,  daß  man  ihn  das  Spiegelbild  des 
gegebenen  Körpers  Ä  in  bezug  auf  eine  gegebene  Ebene  F  nennt,  und  wir 
sagen  auch  zur  Abkürzung,  der  Körper  B  ^^entstehe^  durch  Spiegelung 
von  Ä  an  dieser  Ebene. 

Aus  dem  Gesagten  schließt  man  ohne  Mühe,  daß  die  Körper, 
welche  durch  Spiegelung  von  Ä  an  zwei  parallelen  Ebenen  V  und  F' 
entstehen,  unter  sich  kongruent  sind.  Ebenso,  daß,  wenn  B  und  B'  die 
Körper  sind,  welche  durch  Spiegelung  von  A  an  zwei  sich  in  der  Linie  L 
unter  einem  Winkel  q>  schneidenden  Ebenen  V  und  V  erhalten  werden, 
B  durch  eine  Drehung  2q>  um  L  ia  B'  übergeführt  werden  kann. 
Man  überzeugt  sich  hiervon,  wenn  man  beachtet,  daß  Ä  und  B 
spiegelbUdlich  gleich  bleiben  müssen,  wenn  man  diefien  Körpern  Be- 
wegungen erteilt,  deren  eine  das  Spi^elbild  der  andern  in  bezug  auf  V 
ist.  Man  wähle  für  diese  Bewegungen  Rotationen  q)  von  entgegen- 
gesetzter Richtung  um  die  Achse  L,  und  erteile  sodann  dem  ganzen, 
aus  Äy  B  und  der  Ebene  V  bestehenden  System  eine  gemeinschaftliche 
Rotation  q>  in  solcher  Richtung,  daß  ^1  in  die  Anfangslage  zurückkehrt. 
Dann  entsteht  aus  V  eine  Ebene,  die  mit  der  ursprüngUchen  den 
Winkel  q>  einschließt,  während  B  eine  Lage  B'  annimmt,  die  von  der 
ursprünglichen  aus  durch  eine  Drehung  2fp  erreicht  wird. 

§  4.  Es  sei  wieder  A  irgend  ein  Körper  und  B  das  Spiegelbild 
desselben  in  bezug  auf  die  Ebene  F.  Man  erteile  letzterem  Körper 
eine  Rotation  von  180^,  um  irgend  eine  senkrecht  zur  Ebene  F 
stehende  und  dieselbe  in  dem  Punkt  0  schneidende  Achse  L.  Von 
dem  Körper  C,  den  man  dadurch  erhält,  wollen  wir  sagen,  daß  er 
invers  zu  dem  ursprünglichen  Körper  A  ist. 

Indem  man  der  Ebene  F  und  der  senkrecht  zu  ihr  stehenden 
Achse  L  verschiedene  Lagen  gibt,  kann  man  verschiedene  Körper  C 
erhalten,  die  alle  invers  zu  ein  und  demselben  Körper  A  sind.  Es  kann 
nun  gezeigt  werden,  daß  alle  diese  Körper  unter  sich  kongruent  sind. 

Sind  die  Ebenen  F,  F',  an  welchen  in  zwei  Fällen  gespiegelt  vnrd, 
parallel,  und  also  auch  die  Drehungsachsen  X,  L\  so  folgt  die  Kon- 
gruenz der  erhaltenen  Körper  C,  C  sofort  aus  der  Erwägung,  daß  eine 
Rotation  um  L'  einer  gleichen  Rotation  um  £,  verbunden  mit  einer 
Translation,  äquivalent  ist.  Wir  haben  also  nur  noch  den  Fall  zu  be- 
trachten, in  welchem  einmal  an  einer  Ebene  F  und  dann  an  einer 
dieselbe  schneidenden  Ebene  V  gespiegelt  wird. 

Wir  bezeichnen  mit  0  einen  Punkt  der  Schnittlinie  OP  der  Ebenen  F 


XII.     über  die  Symmetrie  der  Kristalle.  301 

und  V,  mit  OL  und  OL'  die  von  demselben  nach  beliebigen  Seiten 
gezogenen  Normalen^  mit  q)  den  Winkel  zwischen  diesen  Linien.  Ent- 
stehen nun  aus  einem  Körper  Ä  durch  Spiegelung  an  V  und  V  die 
Körper  B  und  B\  und  aus  diesen  durch  Drehung  über  180®  um  OL 
bzw.  OL'  die  Körper  C  und  C'y  so  haben  wir  zu  zeigen,  dafi  diese  beiden 
unter  sich  kongruent  sind.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  daß  man  in 
drei  Schritten  yon  C  zu  C  gelangen  kann.  Man  erhält  zunächst  By  indem 
man  dem  Körper  (7 eine  Rotation  von  180®  um  OL  erteilt.  Sodann  verwandelt 
eine  Rotation  2  9?  um  die  Achse  OP,  und  zwar  in  solcher  Richtung,  dafi  die 
halbe  Drehung  tp  OL  in  OL'  überführt,  B  in  B\  worauf  man  schließ- 
lich, um  C  zu  erhalten,  noch  eine  Rotation  von  ISO®  um  die  Achse  OL'  vor- 
nehmen mufi.  Um  nun  einzusehen,  dafi  C  dem  Körper  C  kongruent  ist, 
hat  man  nur  zu  bedenken,  daß  jede  Linie  in  einem  System,  welchem  man 
die  genannten  drei  Drehungen  gibt,  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück- 
kehrt^ es  genügt,  dies  für  zwei  der  ursprünglich  mit  OL^  OL'  und  OP 
zusammenfallenden  Linien  zu  zeigen. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  daß  die  Beziehung  zwischen  zwei 
Körpern,  welche  wir  durch  das  Wort  invers  andeuten,  ganz  unabhängig 
ist  von  der  Lage  einer  bestimmten  Ebene  oder  einer  bestimmten  Achse. 
Durch  eine  Drehung  von  180®  um  eine  hdidnge  Achse  und  eine 
Spiegelung  an  einer  zu  dieser  Achse  senkrechten  Ebene  geht  immer 
der  eine  Körper  in  einen  dem  andern  kongruenten  über. 

Wir  bemerken  noch,  daß  korrespondierende  geometrische  Figuren 
in  zwei  inversen  Körpern  solche  Lagen  haben,  daß  alle  Verbindungs- 
linien zweier  korrespondierender  Punkte  durch  ein  und  denselben  Punkt 
gehen  und  von  diesem  halbiert  werden. 

§  5.  Wenn  wir  von  einer  Richtung  in  einem  Kristall  reden,  werden 
wir  immer  die  beiden  entgegengesetzten  Richtungen,  in  welchen  man 
längs  einer  geraden  Linie  fortschreiten  kann,  voneinander  unterscheiden. 

In  jedem  der  in  §§  2,  3  und  4  genannten  Fälle  sprechen  wir  von 
korrespondierenden  Richtungen  in  den  Körpern  A  und  JB,  bzw.  C,  In 
zwei  kongruenten  Körpern  fallen  solche  Richtungen  zusammen,  in  zwei 
spiegelbildlich  gleichen  Systemen  erhält  man  die  mit  einer  gegebenen 
Richtung  korrespondierende  Richtung  durch  Spiegelung,  in  zwei  in- 
versen Körpern  sind  korrespondierende  Richtungen  einander  entgegen- 
gesetzt. 

§  6.     Viele  Kristalle  haben  die  Eigenschaft,  daß,  wenn  man  von 

einer  Lage  P  ausgeht,  eine  andere  Lage  Q  gefunden  werden  kann,  derart, 

dafi  der  Sjristall  in  der  Lage  Q  mit  sich  selbst  in  der  Lage  P  in  dem  in 

§  2  definierten  Sinne  kongruent  isl  Mit  einer  „anderen^  Lage  ist  hier 

eine  solche  gemeint,  die  nicht  durch  eine  ParaUelverschiebung  aus  der 
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ursprünglichen  erhalten  werden  kann;  Lagen ^  die  durch  eine  Trans- 
lation ineinander  übergehen,  werden  als  nicht  voneinander  verschieden 
angesehen. 

Hat  man  eine  Lage  Q  gefunden;  die  in  der  genannten  Weise  zu 
der  ursprünglichen  Lage  P  paßt,  so  können  wir  nach  einem  bekannten 
Satze  der  Kinematik  eine  Achse  von  bestimmter  Richtung  angeben, 
um  welche  man  den  Kristall  in  einer  bestimmten  Richtung  über  einen 
bestimmten  Winkel  <&  zu  drehen  hat,  um  die  Lage  P  in  die  Lage  Q 
überzuführen. 

Eine  solche  Achse  nennen  wir  eine  Symmetrieachse  erster  Art  oder 
kurz  eine  Achse  erster  Art;  und  %•  ihren  Drehungswinkel;  wir  benutzen 
für  dieselbe  die  Bezeichnung  a  oder  a{%). 

Man  sieht  leicht,  daß;  wenn  durch  die  Rotation  %^  in  der  einen  Rich- 
tung eine  Lage  Q  erhalten  wird,  in  welcher  der  Kristall  mit  sich  selbst  in 
der  ursprünglichen  Lage  P  kongruent  ist;  eine  von  P  aus  stattfindende 
Drehimg  ^  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  einer  Lage  Q'  führt;  von 
der  dasselbe  gilt.  Wenn  man  nämlich  zwei  kongruente  Kristalle;  von 
denen  der  eine  die  Lage  P  und  der  andere  die  Lage  Q  hat,  beide  um 
den  Winkel  %•  in  der  zuletztgenannten  Richtung  dreht;  wobei  die  Kon- 
gruenz bestehen  bleibt;  so  erhält  der  zweite  die  Lage  P  und  der  erste 
die  Lage  Q'. 

Man  braucht  daher;  wenn  von  dem  Winkel  -ö*  die  Rede  ist;  die 
Richtung  der  Drehung  nicht  anzugeben. 

§  7.  Die  Erfahnmg  hat  femer  gezeigt;  daß  in  manchen  Fällen;  wenn 
man  von  einer  bestimmten  Lage  P  ausgeht;  eine  andere  Lage  Q  gefunden 
werden  kanU;  derart;  daß  der  Kristall  in  dieser  Lage  sich  selbst  in  der 
ursprünglichen  Lage  invers  ist. 

Der  Übergang  von  P  in  Q  kann  durch  Drehung  um  eine  Achse 
von  bestimmter  Richtung  über  einen  bestimmten  Winkel  %•  vollzogen 
werden.  Eine  derartige  Achse  nennen  wir  eine  Symmetrieachse  zweiter 
Art  oder  kurz  eine  Achse  zweiter  Art.  Wir  bezeichnen  sie  mit  b  oder, 
indem  wir  auch  den  Drehungswinkel  in  das  Symbol  aufnehmen;  mit  b  (&). 
Den  Sinn  der  Drehung  brauchen  wir  auch  jetzt  nicht  anzugeben. 

Die  Symmetrieachsen  sowohl  der  ersten  als  auch  der  zweiten  Art, 
haben  feste  Richtungen  in  der  Materie  des  Kristalls. 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  gelegentlich  den  Kristall  in  der  Lage  P 
mit  dem  einzelnen  Buchstaben  P  bezeichnen.  Auch  nennen  wir  zwei 
Lagen  kongruent  oder  invers,  wenn  der  Kristall  in  der  einen  Lage 
dem  Körper  in  der  andern  Lage  kongruent,  bzw.  invers  zu  ihm  ist. 

§  8.  Man  sagt,  ein  Ej-istall  habe  ein  Symmetrieaentrum,  wenn  er 
ia  einer  beliebigen  Lage  zu  sich  selbst  in  eben  dieser  Lage  invers  ist. 
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Besteht  diese  Eigenschaft,  dann  fällt  offenbar  der  Unterschied  der 
zweierlei  Achsen  fort,  d.  h.  jede  Symmetrieachse  ist  sowohl  Ton  der 
ersten  als  auch  von  der  zweiten  Art. 

Umgekehrt,  sobald  man  dies  von  einer  Achse  weiß,  muß  der  Körper 
ein  Sjmmetriezentrum  haben;  die  Rotation  ^  um  die  Achse,  von  einer 
Lage  P  aas,  führt  dann  nämlich  zu  einer  Lage  Q  derart,  daß  Q  zu 
gleicher  Zeit  kongruent  mit  der  Lage  P  und  invers  zu  ihr  ist.  Aus 
der  Tatsache,  daß  eine  Achse  sowohl  yon  der  ersten  als  auch  yon  der 
zweiten  Art  ist,  folgt  daher,  daß  gleiches  yon  allen  Achsen  gilt. 

Wir  können  das  Ergebnis  auch  so  ausdrücken:  Hat  ein  Kristall 
mehr  als  ein  Achse,  so  ist  entweder  jede  Achse  von  beiden  Arten 
(Kristalle  mit  Symmetriezentrum)  oder  jede  Achse  ist  nur  von  einer 
Art  (Kristalle  ohne  Symmetriezentrum). 

§  9.  Durch  wiederholte  Drehungen  d"  um  eine  Achse  a  {d)  erhält 
man  eine  Reihe  von  Lagen  derart,  daß  der  Kristall  in  allen  diesen 
Lagen  mit  sich  selbst  in  der  ersten  Lage  kongruent  ist. 

Dagegen  gelangt  man  durch  wiederholte  Drehungen  d^  um  eine 
Achse  6(0')  zu  einer  Reihe  von  Lagen,  in  welchen  der  Körper  abwechselnd 
mit  sich  selbst  in  der  ursprünglichen  Lage  kongruent  und  zu  sich  selbst 
in  dieser  Lage  invers  ist.  Sind  z.  B.  P^,  P,,  Pg  aufeinanderfolgende 
Lagen,  so  sind  sowohl  P^  als  auch  Pj  invers  zu  Pgj  folglich  sind  sie 
unter  sich  kongruent. 

Da  also  eine  Rotation  2^  den  Kristall  in  eine  Lage  bringt,  in 
welcher  er  mit  sich  selbst  in  der  Anfangslage  kongruent  ist,  so  schließen 
wir:  Eine  Achse  zweiter  Art  mit  dem  Drehungswinkel  0*  ist  zu  gleicher 
Zeit  eine  Achse  erster  Art  mit  dem  Drehungswinkel  20". 

§  10.  Wenn  man  von  einer  bestimmten  Lage  P  eines  Kristalls 
ausgeht,  so  gibt  es  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von  anderen  Lagen, 
in  welchen  er  mit  sich  selbst  in  der  Lage  P  kongruent  ist.  Daraus 
folgt,  daß  der  Drehungswinkel  ^  kommensurabel  mit  360®  ist.  Wäre 
er  das  nicht,  so  könnte  man  durch  fortgesetzte  Rotationen  d^  um  eine 
Achse  erster,  bzw.  2^  um  eine  Achse  zweiter  Art,  eine  unendliche  An- 
zahl von  Lagen  finden,  in  welchen  der  Kristall  mit  sich  selbst  in  der 
ersten  Lage  kongruent  ist. 

Es  ist  daher  stets 

*  =  -^  X  360»,  (1) 

WO  m  und  n  ganze  Zahlen,  imd  zwar  relative  Primzahlen  sind.  Da 
wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  vermindern,  von  Rotationen,  die  größer 
als  360®  sind,  absehen  dürfen,  so  können  wir  annehmen,  daß 

w  <n 

ist. 
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Wir  wollen  noch  bemerken,  daß  für  eine  Achse,  die  nur  von  der 
zweiten  Art  ist,  n  notwendig  eine  gerade  Zahl  sein  muß.  Dies  geht 
daraus  hervor,  daß  man  nach  n-maliger  Drehung  um  den  Winkel  # 
zu  der  ursprünglichen  Lage  zurückkehrt  und  also  einen  Körper  erhalt, 
der  vollkommen  mit  dem  gegebenen  übereinstimmt;  dies  ist  bei  einer 
Achse,  die  bloß  von  der  zweiten  Art  ist,  nur  möglich,  wenn  die  An- 
zahl der  Drehungen  gerade  ist. 

Da  nach  unserer  Voraussetzung  m  und  n  relative  Primzahlen  sind, 
so  muß,  wenn  n  gerade  ist,  m  notwendig  imgerade  sein. 

§  11.  Hat  der  Kristall  eine  Achse  erster  Art  mit  dem  Drehungs- 
winkel (1),  so  kehrt  man  nach  n-maliger  Rotation  um  diesen  Winkel 
wieder  zu  der  ursprünglichen  Lage  zurück.  Die  Lagen,  zu  denen  man 
in  dieser  Weise  gekommen  ist,  erhält  man  offenbar  auch,  wenn  auch 
in   anderer   Reihenfolge,    durch    wiederholte  Rotation   um   den  Winkel 

360^ 

man  kann  daher  dem  Drehuugswinkel  auch  diesen  Wert,  statt  (1),  bei- 
legen. 

Gleiches  gilt,  wenn  es  sich  bei  einem  Kristall  ohne  Symmetrie- 
zentrum um  eine  Achse  zweiter  Art  mit  dem  Drehungswinkel  (1)  handelt. 
Zunächst  bemerken  wir,  daß  auch  in  diesem  Fall  die  Wiederholung  der 

860® 

Rotation  zu  n  äquidistanten  um voneinander  entfernten  Lagen  führt, 

die  in  solcher  Weise  in  zwei  Gruppen  zerfallen,  daß  die  Lagen  der  einen 
Gruppe  invers  zu  den  Lagen  der  andern  sind. 
Setzen  wir 

w  =  2  n', 

wo  nach  dem  Gesagten  auch  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Achse 
auch  eine  Achse  erster  Art  mit  dem  Drehungswinkel 

~  X  360°, 

und  es  gibt  daher  n  äquidistante  kongruente  Lagen.  Offenbar  bilden 
diese  die  eine  der  soeben  genannten  Gruppen,  und  es  müssen  die  Lagen 

der  andern  jedesmal  in  der  Mitte  zwischen  zwei  solchen  um  ,-  von- 
einander entfernten  kongruenten  Lagen  liegen.  Man  gelangt  daher  von. 
einer  Lage  zu  der  ihr  nächstliegenden  inversen  Lage  durch  eine  Drehung 

860® 

n 

und  kann  die  Erscheinungen  beschreiben,  indem  man  der  Achse  zweiter 
Art  diesen  Drehunffswinkel  zuschreibt. 


•n* 
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§  12.  Wie  in  §  34  gezeigt  werden  wird^  kann  man  aus  dem  Gesetz 

der  rationalen  Indizes  der  Eristallflächen  ableiten ,  daß  die  Zahl  n  nur 

die  Werte 

2,  3,  4  und  6 

haben  kann.  Es  gibt  also,  was  die  Große  des  Drehungswinkels  betrifft^ 
nur  vier  Arten  Ton  Symmetrieachsen;  die  wir  zwei-,  drei-,  vier-,  und 
sechszählige  nennen  wollen. 

§  13.  Wir  wollen  jetzt  zwei  Sätze  folgen  lassen,  die  dazu  dienen 
können,  wenn  zwei  Symmetrieachsen  eines  Ejristalls  gegeben  sind,  auf 
das  Vorhandensein  anderer  Achsen  zu  schließen.  Dabei  schicken  wir 
eine  Bemerkung  voraus. 

Zwei  Körper  Ä  und  Bj  deren  einer  das  Spiegelbild  des  andern  in 
bezug  auf  eine  Ebene  V  ist,  können  bei  gewissen  Bewegungen  fort- 
während in  diesem  Verhältnis  zueinander  bleiben,  z.  B.  wenn  man  sie 
um  Achsen,  deren  eine  das  Spiegelbild  der  andern  ist,  in  korrespon- 
dierenden Richtungen  um  gleiche  Winkel  dreht.  Ist  nach  dieser  Be- 
wegung der  Körper  Ä  mit  sich  selbst  in  der  ursprünglichen  Lage  kon- 
gruent, so  gilt  dasselbe  auch  von  B.  Ebenso  wird  B  nach  der  Rotation 
invers  zu  sich  selbst  in  der  Anfangslage  sein,  sobald  dies  f(ir  den  Körper  Ä 
zutrifft.  Man  überzeugt  sich  hiervon,  wenn  man  beachtet,  daß  zwei 
Körper,  die  zueinander  invers  sind,  dies  bleiben,  wenn  sie  beide  an  einer 
Ebene  gespiegelt  werden;  man  kann  dies  ohne  Mühe  aus  dem  in  §  4 
Gesagten  ableiten. 

Diese  Betrachtung  führt  zu  dem  Schluß,  daß,  wenn  der  Körper 
.4  eine  Synunetrieachse  p  hat,  die  Linie  g,  welche  durch  Spiegelung 
von  p  erhalten  wird,  eine  Symmetrieachse  mit  demselben  Drehungs- 
winkel in  dem  Körper  B  ist,  und  zwar  sind  die  Achsen  p  xmA  q 
von  derselben  Art.  Geht  man  nun  mittels  einer  Rotation  von  180® 
um  eine  zur  Ebene  V  senkrechte  Achse  von  B  zu  dem  in  bezug  auf 
A  inversen  Körper  C  über,  so  nimmt  die  Achse  q  die  Richtung  von 
p  an.  Also:  wenn  von  zwei  Körpern  Ä  und  (7,  die  invers  zueinander 
Bind,  der  eine  eine  SymmetrieachBe  hat,  so  hat  der  andere  eine 
damit  zusammenfallende  Achse  von  derselben  Art  und  mit  demselben 
Drehungswinkel. 

§  14.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  ein  Kristall  habe  eine  Symmetrie- 
achse p  erster  oder  zweiter  Art  mit  dem  Drehungswinkel  -&  und  außer- 
dem eine  zweite  Achse  q.  Es  sei  q'  die  Linie,  in  welche  diese  über- 
geht^ wenn  man  sie,  während  man  den  Kristall  stehen  läßt,  in  der  einen 
oder  der  andern  Richtung  um  p  über  den  Winkel  -0*  dreht.  Dann  ist 
ajach  q'  eine  Symmetrieachse,  und  zwar  von  derselben  Art  wie  q  und  mit 
demselben  Drehungswinkel. 
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Um  dies  zu  beweisen,  denke  man  sich  zwei  yollkommen  gleiche  Kri- 
stauet,  und  A^,  nnd  fixiere  im  ersten  die  Richtungen  p,  q  und  q,  und  im 
zweiten  die  parallelen  Richtungen,  die  wir  mit  den  gleichen  Buchstaben 
bezeichnen.  Man  gebe  nun  dem  Körper  Ä^  eine  Drehung  d^  um  p,  so- 
daB  die  Richtung  q  in  diesem  Körper  mit  q'  in  Ä^  zusammenfallt. 
Ä^  wird  dabei  mit  dem  ersten  Körper  kongruent  oder  inyers  zu  ihm; 
das  hängt  Ton  der  Art  der  Achse  p  ab.  In  beiden  Fällen  können  wir 
schließen  (ygl.  §  13),  daß  q'  in  dem  Körper  A^,  eben  weil  diese  Richtung 
mit  q  in  A^  zusammenfällt^  eine  Achse  Ton  derselben  Art  und  mit  dem- 
selben DrehuDgswinkel  wie  q  sein  muß,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Wir  können  sagen,  daß  die  Achsen  q  und  q  durch  Drehung  um  p 
auseinander  entstehen  und  nennen  solche  Achsen  gleichwertig.  Da  man 
die  Drehung  wiederholen  kann,  so  muß  es,  wenn  p  n-zahUg  ist,  eine 
Gruppe  Ton  n  derartigen  gleichwertigen  Achsen  q,  q',  q  usw.  geben, 
die  in  gleichen  Entfernungen  auf  der  Oberfläche  eines  Kreiskegels  liegen. 
Existieren  noch  weitere  Achsen,  so  ordnen  sich  auch  diese  in  solche 
(Jruppen  von  je  n  Achsen. 

§  15.  um  zu  dem  zweiten  der  in  §  13  genannten  Sätze  zu  ge- 
langen, gehen  wir  wieder  Ton  zwei  Achsen  aus,  die  durch  die  von  einem 
Punkte  Oaus,  jede  nach  einer  beliebigen  Seite  hin  gezogenen  Geraden  OL^ 
und  OL^  angegeben  werden  mögen;  die  Drehungswinkel  ^ien  ^^  und  ^^. 
Auf  OL^L^  als  Seitenfläche,  an  einer  beliebigen  Seite  derselben  kon- 
struieren wir  eine  dreiseitige  Ecke  mit  den  Kantenwinkeln  y-ö*!  an  0L\ 
und  gd'j  an  OX,;  die  dritte  Kante  derselben  sei  OL^.  Man  hat  dann 
folgendes  Theorem:  die  Linie  OL^  ist  eine  Symmetrieachse  mit  einem 
Drehungswinkel  gleich  dem  Doppelten  des  an  demselben  liegenden 
Kantenwinkels  (oder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  gleich  dem  Doppel- 
ten des  zugehörigen  Supplementwinkels).  Diese  Achse  ist  erster  oder 
zweiter  Art,  je  nachdem  OL^  und  OL^  Ton  derselben  oder  Ton  ver- 
schiedener Art  sind. 

Der  Beweis  ergibt  sich  aus  einer  einfachen  kinematischen  Betrach- 
tung. Um  ihn  kurz  zu  fassen,  nennen  wir  0L\  das  Spiegelbild  von  OL^ 
in  bezug  auf  die  Ebene  OL^L^  und  ebenso  0L\  das  Spiegelbild  von  OL^ 
in  bezug  auf  die  Ebene  OL^  L^.  Wir  erteilen  nun  dem  Kristall  nach- 
einander zwei  Drehungen,  die  erste  von  der  Größe  ^^  um  OLi  und  die 
zweite  von  der  Größe  -d-g  um  die  Linie  im  Raum  OL^y  d.  h.  um  eine 
Linie  des  Körpers,  die  ursprünglich  nicht  mit  OL^  zusammenfiel,  aber 
nach  dem  in  §  14  Gesagten  als  eine  mit  OL^  gleichwertige  Achse  zu 
betrachten  ist,  und  zwar  sollen  diese  Drehungen  solche  Richtungen 
haben,  daß  die  Linie  OL^  des  Körpers  durch  die  erste  in  die  Lage  0L\ 
kommt  und  durch  die  zweite  in  die  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt 
wird.    Da  somit  in  der  Endlage  Q  des  Körpers  die  Linie  OL^  dieselbe 
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Richtung  hat  wie  in  der  Anfangslage  P,  so  sind  diese  Drehungen 
einer  einzigen  Rotation  um  OL^  äquiyalent^  für  deren  Drehungs- 
winkel sich  die  oben  angegebene  Größe  ergibt,  wenn  man  erwägt^  daß 
am  Ende  die  Linie  OL^  des  Körpers  nach  0L\  hin  gekommen  ist. 
Daß  nun  wirklich  OL^  eine  Symmetrieadise  ist,  schließen  wir  daraus, 
daß  bei  jeder  der  beiden  vorgenommenen  Drehungen  der  Körper  ent- 
weder mit  sich  selbst  kongruent  bleibt  oder  inyers  zu  sich  selbst  wird, 
und  daß  also  auch  die  Endlage  Q  mit  der  Anfangslage  P  kongruent  oder 
invers  zu  ihr  ist.  Daß  die  Lagen  Q  und  P  unter  sich  kongruent  sind, 
wenn  die  Achsen  OL^  und  OL^  beide  erster  oder  beide  zweiter  Art 
sind,  invers  zueinander  dagegen,  wenn  die  eine  der  beiden  Achsen  von 
der  ersten,  die  andere  von  der  zweiten  Art  ist,  braucht  wohl  nicht 
weiter  erklärt  zu  werden.  Was  oben  von  der  Art  der  Achse  OL^ 
gesagt  wurde,  ist  schließlich  eine  naheliegende  Folgerung. 

Wir  können  drei  Linien  wie  OL^,  OL^,  OL^  füglich  ein  Achsen- 
tri/pel  nennen.  Die  angeführten  Betrachtungen  zeigen,  daß  die  Existenz 
von  zwei  Achsen  eines  solchen  das  Vorhandensein  der  dritten  bedingt, 
daß  die  Drehungswinkel  durch  die  doppelten  Kantenwinkel  der  drei- 
seitigen Ecke  gegeben  werden  und  daß  in  einem  Kristall  ohne  Symmetrie- 
zentrum entweder  die  drei  Achsen  alle  von  der  ersten  Art  sind  oder 
eine  von  der  ersten  und  die  anderen  von  der  zweiten  Art.  Hat  der 
Kristall  ein  Symmetriezentrum,  dann  ist,  wie  wir  bereits  wissen,  jede 
der  drei  Achsen  sowohl  von  der  ersten  als  auch  von  der  zweiten  Art. 

Ein  wichtiger  spezieller  Fall  ist  der  eines  Tripels,  in  welchem 
zwei  Achsen  zweizählig  sind.  Die  dritte  Achse  steht  dann  senkrecht 
zu  diesen  beiden  und  ihr  Drehungswinkel  ist  doppelt  so  groß  wie  der 
Winkel  zwischen  den  zweizähligen  Achsen.  Umgekehrt  folgt  aus  der 
Existenz  einer  n-zähligen  Achse  und  einer  zu  dieser  senkrechten  zwei- 
zähligen, daß  der  Körper  eine  zweite  zweizählige  Achse  besitzt,  die  mit 

der  ersten  einen  Winkel  von einschließt  und  ebenfalls  senkrecht  zur 

n 

n-zähligen  Achse  steht. 

§  16.  Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  zu  der  beabsich- 
tigten Klassifikation  übergehen.  Dabei  fassen  wir  zunächst  nur  die  An- 
zahl, die  relative  Lage  und  die  Drehungswinkel  der  Achsen  ins  Auge, 
ohne  uns  darum  zu  kümmern,  ob  sie  erster  oder  zweiter  Art  sind. 
Offenbar  sind  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Kristalle  ohne  Symmetrieachse. 

b)  Kristalle  mit  einer  einzigen  Achse. 

c)  Kristalle   mit  mehr  als  einer  Achse,   die  alle  zweizählig  sind. 

d)  Kristalle  mit  mehreren  Achsen,  von  welchen  nur  eine  mehr  als 
zweizählig  ist. 

e)  Kristalle  mit  mebr  als  einer  drei-  oder  mehrzähligen  Achse. 
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Bei  näherer  Betrachtung  dieser  Fälle  gelangt  man  zu  verschiedenen 
Gruppen^  die  wir  dadurch  voneinander  unterscheiden  wollen,  daß  wir 
die  Zahl  der  Achsen  angeben  und  dahinter  eingeklammert  den  Wert 
der  Zahl  n.  So  wäre  das  Symbol  für  einen  Ejristall  mit  p  n-zähligen^ 
p   n'-zahligen  Achsen  usw.  [p(n),  p'  (n),  .  .  .]. 

§  17.  Den  Fall  a)  bezeichnen  wir  mit  [0];  hier  ist  weiter  nichts 
zu  unterscheiden.  Dagegen  zerfallen  die  Kristalle  mit  einer  einzigen 
Achse  in  vier  Gruppen,  je  nachdem  die  Achse  zwei-,  drei-,  vier-  oder 
sechszählig  ist,  was  wir  mit 

[1(2)],   [1(3)],  [1(4)],   [1(6)] 
andeuten. 

Auch  der  Fall  c)  ist  rasch  erledigt.  Es  müssen  nämlich  zwei  zwei- 
zählige  Achsen  in  diesem  Fall  notwendig  senkrecht  zueinander  stehen,  da 
sonst  der  Satz  vom  Achsentripel  die  Existenz  einer  Achse  mit  einem  von 
180^  verschiedenen  Drehungswinkel  erfordern  würde.  Da  somit  alle  Achsen 
senkrecht  zueinander  stehen  müssen,  kann  die  Zahl  derselben  höchstens 
drei  sein;  weniger  Achsen  kann  es  aber  nicht  geben,  weil  wir  mehr  als 
eine  vorausgesetzt  haben  und  die  Existenz  zweier  Achsen  das  Vorhanden- 
sein einer  dritten  involviert.     Wir  haben  also  nur  die  Abteilung 

[3(2)]. 
§  18.  Wenn  der  Kristall  nur  eine  Achse  aufweist,  die  mehr  als 
zweizählig  ist,  wollen  wir  diese  die  HaitptdAse,  und  die  übrigen,  die 
zweizähligen,  die  Nebenachsen  nennen.  Zunächst  ist  nun  klar,  daß  jede 
dieser  letzteren  senkrecht  zur  Hauptachse  stehen  muß;  wäre  das  näm- 
lich nicht  der  Fall,  so  würde  man  (§  14)  durch  eine  Rotation  von  180^ 
um  die  Nebenachse  aus  der  Hauptachse  eine  neue  mehr  als  zweizahlige 
Achse  erhalten.  Was  femer  die  Li^e  der  Nebenachsen  in  der  zur 
Hauptachse  senkrechten  Ebene  anbelangt,  so  ergibt  sich  aus  dem  Satze 
vom  Achsentripel,   daß  man,  wenn  die  Hauptachse  n-zählig  ist,  durch 

Rotation  einer  Nebenachse  um eine  neue  Nebenachse  erhält.   Hier- 

n 

durch  ist  die  Anzahl  der  Nebenachsen  bestimmt;  denn  eine  Nebenachse, 

die  mit  einer  andern  einen  Winkel  kleiner  als einschließen  würde, 

kann  es   nicht  geben,   weil   dies   für  die  Hauptachse   einen  Drehungs- 
winkel, kleiner  als ,  erfordern  würde. 

Indem  wir  nun  für  n  die  Werte  3,  4,  6  annehmen,  erhalten  wir 
folgende  Fälle: 

[1(3),  3(2)],  [1(4),  4(2)],   [1(6),  6(2)]. 

Wir  erinnern  noch  daran,  daß  zwei  Nebenachsen,  die  durch  eine 

860^ 

Drehung  von  — —  um  die  Hauptachse   zur  Koinzidenz  gebracht  werden 
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können^  gleichwertig  sind.  Hieraus  folgt^  daß  in  dem  Falle  [1(3),  3(2)] 
alle  Nebenachsen  gleichwertig  sind,  während  sie  in  den  beiden  andern 
Fällen  in  zwei  abwechselnd  zueinander  liegende  (Gruppen  von  je  zwei 
oder  drei  unter  sich  gleichwertigen  Achsen  zerfallen. 

§  19.  Bei  der  Untersuchung  des  Falles  e)  gehen  wir  davon  aus, 
daß  der  Kristall  mindestens  zwei  mehr  als  zweizählige  Symmetrieachsen 
besitzt,  und  daß  es,  da  man  durch  Rotation  der  einen  um  die  andere 
neue  Achsen  erhalten  kann,  jedenfalls  eine  gewisse  Anzahl  von  Achsen 

QgnO 

mit  demselben  Drehungswinkel geben  muß.     Da  die  Anzahl  dieser 

Achsen  endlich  ist,  so  kann  man  unter  allen  Winkeln,  die  sie  mitein- 
ander bilden,  einen  auswählen,  Ton  solcher  Oröße  (p,  daß  kein  Winkel 
kleiner  als  (p  ist;  natürlich  ist  dann  tp  höchstens  90^. 

Wir  ziehen  nun  von  einem  Punkte  0  aus  zwei  Linien  OL^  und  OL^, 
welche  die  Richtung  zweier  der  genannten  f»-zähligen  Achsen  angeben 
und  gerade  den  Winkel  q>  miteinander  bilden.    Indem  man  OL^  um  OL^ 

über  den  Winkel  rotieren  läßt,  erhält  man   eine  neue  n-zählige 

Achse  OL3,  die  mit  OL^  und  OL^  auf  der  Oberfläche  eines  gewissen 
Kreiskegels  £"  liegt.  Die  drei  erzeugenden  Linien  OX^,  OL^,  OL9  liegen 
gleich  weit  voneinander  und  die  weiteren  erzeugenden  Linien,  die  man 
erhält,  wenn  man  mit  LitervaUen,  die  den  Winkeln  L^  OL^,  L^  OL^  gleich 
sind,  am  Kegel  herumgeht,  werden  ebenfalls  n-zählige  Achsen  sein.  Da 
femer  die  Anzahl  der  Achsen  endlich  ist,  so  muß  man  bei  dem  genannten 
Verfahren  wieder  nach  OL^  zurückkehren,  und  zwar  bereits  nach  ein- 
maligem Umlauf,  weil  eine  Achse,  die  auf  der  Kegelfläche  zwischen  OL^ 
und  OL^  läge,  mit  diesen  Linien  Winkel  einschließen  würde,  die  kleiner 
als  (f  sind.  Die  auf  dem  Kegel  liegenden  ti-zähligen  Achsen  sind  daher  die 
Kanten  einer  gewissen  regelmäßigen  vielseitigen  Ecke  mit  der  Seiten- 

fläche  (p  und  dem  Kantenwinkel .     Hat  nun  diese  Figur  k  Kanten, 

.so  ist,  da  bekanntlich  die  Summe  der  Kantenwinkel  die  Summe  der 
Winkel  eines  Ä:-Ecks  übersteigt, 


oder 

n    '    k  '^   2 


'7  +  X>4- (^) 


Es  ist  aber  A;  ^  3,  folglich  n  <  6.  Die  mehr  als  zweizähligen  Achsen, 
von  denen  jetzt  die  Rede  ist,  können  somit  nur  drei-  oder  vierzählig  seiil. 
Femer  ist  noch  folgendes  zu  beachten.  Zwei  aufeinanderfolgende, 
auf  der  genannten  Kegelfläche  liegende  Achsen  OL^  und  OL^  bilden 
mit  der  geometrischen  Achse  OK  des  Kegels  ein  Achsentripel,  da  in 
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der  dreiseitigen  Ecke  OL^L^K  die  Sjmtenwinkel  an  OL^  und  OL^ 
dem  halben  Drehungswinkel  dieser   Achsen  gleich  sind.     Der  Kanten- 

winke!  an  OK  ist  -^  und   es  ist   also    OK  eine  Symmetrieachse   mit 

720* 

dem   Drehungswinkel  — t"-     Daraus   folgt,   daß  Ic   den  Wert  5  nicht 

haben  kann^  und  da  aus  der  Ungleichung  (2)  wegen  n  ^  3  folgt, 
daß  A;  <  6,  so  sind  3  und  4  die  einzigen  zulassigen  Werte.  Die  Achsen 
OL^j  OL^y  usw.  sind  also  die  Kanten  einer  regelmäßigen  drei-  oder 
vierseitigen  Ecke. 

§  20.  Wir  wollen  nun  erstens  annehmen,  die  Achsen  OL^j  OL^  usw., 
von  welchen  im  Vorhergehenden  die  Rede  war,  seien  dreizählig.  Dann 
ist  der  Kantenwinkel  der  betrachteten  vielseitigen  Ecke  120®.  Wäre 
nun  A:  =  3,  dann  müßte,  wie  man  leicht  findet,  die  Seitenfläche  tp  größer 
als  90®  sein,  was  der  in  §  19  gemachten  Voraussetzung  widerspricht. 
Die  oft  genannte  yielseitige  Ecke  muß  daher  vierseitig  sein,  und 
da  man  weiß,  daß  die  Kantenwinkel  120®  sind,  so  ist  ihre  Gestalt 
vollkommen  bestimmt.  Um  sich  diese  zu  vergegenwärtigen,  hat  man 
nur  den  Mittelpunkt  eines  Würfels  mit  den  Eckpunkten  einer  Seiten- 
fläche zu  verbinden. 

Der  Kristall  besitzt  also  in  dem  jetzt  betrachteten  Fall  vier  drei- 
zahlige  Achsen,  deren  gegenseitige  Lage  durch  die  Hauptdiagonalen 
eines  Würfels  gegeben  wird. 

Weitere  dreizählige  Achsen  können  nicht  existieren,  da  jede  durch 
den  Würfel  gezogene  Linie  mit  einer  der  Hauptdiagonalen  einen  Winkel 
bildet,  der  kleiner  ist  als  der  spitze  Winkel,  unter  welchem  diese  letzteren 
sich  schneiden,  während  wir  bei  unseren  Betrachtungen  von  der  An- 
nahme ausgegangen  sind,  daß  L^  OL^  der  kleinste  Winkel  zwischen  den 
betrachteten  n-zähligen  Achsen  ist. 

§  21.  Um  die  Einteilung  weiterzuführen,  unterscheiden  wir  jetzt 
die  Fälle,  daß  neben  den  vier  dreizähligen  Achsen  auch  vierzählige  vor- 
handen sind  oder  nicht.  Wir  fangen  mit  der  letzteren  Alternative  an. 
Dann  können  nur  noch  zweizählige  Achsen  vorkommen  und  in  der  Tat 
lassen  sich  solche  leicht  angeben.  Die  geometrische  Achse  des  in  §  19 
genannten  Kegels  fällt  nämlich  zusammen  mit  der  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegender  Seitenflächen;  diese  Linie 
ist   eine  zweizählige  Symmetrieachse,   da,    wie    wir  sahen,    der  zu  der 

720® 

Kegelachse  gehörende  Drehungswinkel  im  allgemeinen  —r-,  also  jetzt  180® 

beträgt.  Was  von  der  Linie  gilt,  welche  die  Mittelpunkte  eines  Paars 
gegenüberstehender  Seitenflächen  verbindet,  gilt  natürlich  auch  von  jeder 
andern  ähnlichen  Linie,  so  daß  wir  drei  zueinander  senkrechte  zweizählige 
Achsen  kennen  gelernt  haben. 
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Es  fragt  sich  nur^  ob  es  vielleicht  noch  andere  derartige  Achsen 
gibt,  um  hierüber  zu  entscheiden,  bemerken  wir,  daß  nach  einer 
Rotation  von  180^  um  eine  zweizählige  Achse  jede  dreizählige  Achse 
wieder  mit  einer  andern  ähnlichen  Achse,  d.  h.  jede  Hauptdiagonale 
des  Würfels  mit  einer  andern  Hauptdiagonale  zusammenfallen  muß. 
Als  mögliche  Richtungen  einer  zweizühligen  Achse  kommen  daher  nur 
die  Linien  in  Betracht,  welche  einen  Winkel  zwischen  zwei  Haupt- 
diagonalen halbieren,  also  außer  den  drei  bereits  genannten  nur  noch 
die  sechs  Linien,  welche  die  Mitten  je  zweier  gegenüberliegender  Würfel- 
kanten miteinander  verbinden. 

Indes  können  diese  sechs  Linien  in  den  Kristallen,  von  denen  jetzt 
die  Rede  ist,  keine  Symmetrieachsen  sein.  Um  das  zu  beweisen,  be- 
zeichnen wir  mit  0  den  Mittelpunkt  des  Würfels,  mit  Ä  einen  Eckpunkt, 
mit  B  die  Mitte  einer  von  Ä  ausgehenden  Kante  und  mit  C  den  Mittel- 
punkt einer  an  BÄ  liegenden  Seitenfläche.  Die  dreiseitige  Ecke  OÄBC 
hat  Kantenwinkel  von  60^  90<>  und  45®  an  OÄ,  bzw.  OB  und  OC. 
Der  erste  Winkel  ist  der  halbe  Drehungswinkel  der  dreizähligen  Achse  OÄ 
und  ebenso  wäre  der  zweite  der  halbe  Drehungswinkel  von  OBj  wenn 
diese  Linie  eine  zweizählige  Achse  wäre.  Es  müßte  dann  also  OC  eine 
vierzählige  Achse  sein,  was  unserer  Voraussetzung  widerspricht. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen,  daß  es  KristaUe  geben  kann 

mit  vier  dreizähligen  Achsen  (Hauptdiagonalen  eines  Würfels)  und  drei 

zweizähligen    (den  Würfelkanten   parallel);   das   Symbol   für   dieselben 

lautet: 

[4(3),  3(2)]. 

Wir  fügen  noch  hinzu,  daß  sowohl  die  dreizähligen  als  auch  die  zwei- 
zähligen Achsen  unter  sich  gleichwertig  sind.  Man  kann  nämlich  zwei 
beliebige  Hauptdiagonalen  des  Würfels  dadurch  zur  Koinzidenz  bringen, 
daß  man  die  eine  über  180^  um  eine  Linie  dreht,  die  einer  Kante 
parallel  läuft,  und  ebenso  kann  man  durch  eine  Drehung  von  120^  um 
eine   Hauptdiagonale  eine  Kantenrichtung   in  eine   andere   überführen. 

§  22.  Wir  könnten  jetzt  untersuchen,  ob  es  neben  den  dreizähligen 
Achsen,  zu  welchen  wir  in  §  20  gelangt  sind,  auch  vierzählige  geben 
könne.  Indes  gestaltet  sich  die  Beantwortung  dieser  Frage  einfacher, 
wenn  wir  einen  anderen  Weg  einschlagen  und  von  der  Existenz  vier- 
zähliger  Achsen  ausgehen.  Wir  wollen  daher  annehmen,  daß  die  in 
§19  eingeführte  Zahl  n  den  Wert  4  hat.  Dann  kann  der  Ungleichung  (2) 
nur  durch  Ä;  =»  3  genügt  werden.  Die  regelmäßige  Abseitige  Ecke  wird 
daher  jetzt  dreiseitig,  so  daß  wir  es,  da  die  Kantenwinkel  90^  sein 
müssen,  mit  drei  zueinander  senkrechten  vierzähligen  Achsen  zu  tun 
haben.  Weitere  derartige  Achsen  kann  es  nicht  geben,  denn  jede  be- 
liebige Linie  bildet  mit  wenigstens  zwei  der  gefundenen  Achsen  einen 
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Winkel,  der  kleiner  als  90^  ist,  und  wir  haben  im  Anfang  unserer  Be- 
trachtung vorausgesetzt,  daß  der  Winkel  9,  der  jetzt  90^  ist,  der  kleinste 
Winkel  ist,  der  in  der  Gruppe  der  n-zähligen  Achsen  vorkommt. 

Nehmen  wir  jetzt  für  die  drei  vierzahligen  Achsen  die  Linien,  welche 
die  Mittelpunkte  gegenüberliegender  Seitenflächen  eines  Würfels  mitein- 
ander verbinden,  so  fallt  die  geometrische  Achse  des  in  §  19  genannten 
Kegels  K  mit  einer  Hanptdiagonale  zusammen,  und  zwar  muß  för  diese 

der  Drehungswinkel  — r—  =  240®,  oder,  wie  man  auch  ebenso  gut  sagen 

kann,  120®  sein.  Die  Existenz  der  vierzahligen  Achsen  involviert  da- 
her die  der  vier  dreizähligen,  von  welchen  in  §  20  die  Rede  war.  Was 
zweizählige  Achsen  betrifft,  so  sind  deren  jetzt  sechs  vorhanden;  «s 
sind  das  die  bereits  in  §  21  genannten  Linien,  welche  die  Mitten  gegen- 
überstehender Würfelkanten  verbinden.  Dies  folgt  sofort  aus  der  drei 
seitigen  Ecke  OABC,  von  der  wir  jetzt  wissen,  daß  OA  eine  drei- 
und  OC  eine  vierzahlige  Achse  ist. 

Das  Symbol  für  die  Gruppe  von  Kristallen,  um  die  es  sich  jetzt 

handelt,  ist 

[3(4),  4(3),  6(2)] 

und  wir  können  noch  hinzufügen,  daß,  wie  man  leicht  erkennt,  die  drei 
vierzahligen  Achsen  und  ebenso  alle  drei-,  bzw.  zweizähligen  unter  sich 
gleichwertig  sind. 

§  23.  um  die  Klassifikation  der  Kristalle  zu  Ende  zu  führen, 
haben  wir  nur  noch  auf  die  bis  jetzt  offen  gelassene  Frage,  ob  ein 
Sjmmetriezentrum  vorhanden  sei  oder  nicht,  und  auf  die  Art  der  Achsen 
unsere  Aufinerksamkeit  zu  richten.  Die  Schlüsse,  die  sich  dabei  ergeben, 
lassen  sich  kurz  ausdrücken,  wenn  wir  den  bereits  benuteten  Symbolen 
noch  einige  Andeutungen  hinzufügen.  Wir  wollen  nämlich  durch  einen 
Index  1  oder  2,  den  wir  der  Zahl  der  Achsen  anhängen,  angeben,  ob 
dieselben  von  der  ersten  oder  von  der  zweiten  Art  sind.  Dementsprechend 
könnten  wir  nun  auch  Achsen,  die  gleichzeitig  von  der  ersten  und  der 
zweiten  Art  sind,  mit  dem  Doppelindex  1,2  bezeichnen.  Da  indes 
(§  8)  entweder  alle  Achsen  zu  gleicher  Zeit  diese  Eigentümlichkeit 
zeigen  oder  keine  einzige,  so  können  wir  die  Anhäufung  jener  doppelten 
Lidizes  dadurch  vermeiden,  daß  wir  einfach  durch  ein  G  hinter  den 
übrigen  Zeichen  im  Symbol  die  Existenz  eines  Symmetriezentrums  angeben. 

Wir  erinnern  ferner  daran,  daß  eine  dreizählige  Achse  nie  bloß 
von  der  zweiten  Art  sein  kann,  daß  gleichwertige  Achsen  auch  gleich- 
artig sind,  daß  in  einem  Achsentripel,  falls  kein  Symmetriezentrum 
besteht,  entweder  zwei  Achsen  von  der  zweiten  Art  sind  oder  keine 
einzige,  und  daß,  wie  hieraus  hervorgeht,  eine  Achse  des  Tripels  von 
der  ersten  Art  sein  muß,  sobald  die  beiden  andern  gleichwertig  sind. 

Behalt  man  diese  Regeln  im  Auge,  so  findet  man  leicht  folgendes. 
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§  24.  Die  Kristalle  ohne  Symmetrieachse  zerfallen  in  ewei  Gruppen 

[0,  C]  und  [0]. 

Ist  nur  eine  Achse  vorhanden  und  besteht  kein  Symmetriezentrum, 
so  kann  die  Achse,  falls  sie  zwei-,  vier-  oder  sechszählig  ist,  entweder 
von  der  ersten  oder  von  der  zweiten  Art  sein.  Es  gibt  also  e!/*  Kristall- 
klassen  mit  einer  Symmetrieachse: 

[1(2),  C],  [1H2)],  [1»(2)], 

[1(3),  C],  [1^3)], 

[1(4),  C],  [1>(4)],  [1»(4)], 

[1(6),  C],  [1»(6)],  [V{6)1 

Die  Kristalle  mit  drei  zweizahligen  Achsen  liefern  die  drei  Klassen 

[3(2),  C],  [3>(2)],  [1>(2),  2«(2)], 

und  ebenso  hat  man  drei  Erlassen  mit  einer  drei^hligen  Hauptachse 
und  drei  zweizahligen  Nebenachsen,  nämlich 

[1(3),  3(2),  C],    [1^3),  3>(2)],    [1^(3),  3*(2)]. 

Hier  sind  die  Nebenachsen  alle  gleichwertig.  In  den  E^ristallen  mit 
vier  oder  sechs  Nebenachsen  dagegen  lassen  sich  diese  in  zwei  mit- 
einander abwechselnde  Gruppen  einteilen,  derart,  daß  nur  die  Achsen, 
die  derselben  Gruppe  angehören,  gleichwertig  sind.  Wenn  in  diesem 
Fall  kein  Symmetriezentrum  besteht,  so  können  die  Achsen  der  einen 
Gruppe  von  der  ersten  und  die  der  andern  von  der  zweiten  Art  sein, 
was  nach  dem  Satze  vom  Achsentripel  zur  Folge  hat,  daß  die  Haupt- 
achse von  der  zweiten  Art  ist.  Infolgedessen  ergeben  sich  die  acht 
Klassen 

[1(4),  4(2),  C],  [1^4),  4^2)],  [1«(4),  4'(2)],  [1»(4),  2^2),  2«(2)], 
[1(6),  6(2),  C],   [11(6),  6^(2)],    [1»(6),  6>(2)1,    [1»(6),  3^2),  3«(2)]. 

Schließlich  zerfallen  die  Kristalle  mit  vier  dreizahligen  Achsen  in 
folgende  fünf  Klassen,  womit  wir  im  ganzen  32  Klassen  gefunden  haben, 

[4(3),  3(2),  C],    [4^(3),  3>(2)], 
[3(4),  4(3),  6(2),  C],   [3>(4),  4^(3),  6»(2)],    [3«(4),  4>(3),  6»(2)]. 

Was  die  drei  letzten  Symbole  anbelangt,  so  erinnern  wir  an  das 
in  §  22  genannte  Achsentripel  OÄBC.  Da  bei  Abwesenheit  eines 
Symmetriezentrums  die  dreizählige  Achse  OÄ  von  der  ersten  Art  sein 
muß,  so  müssen  O'B  und  OC  von  derselben  Art  sein. 

§  25.  Es  möge  zum  Schluß  noch  so  viel  von  den  möglichen  Be- 
grenzungen eines  Kristalls  gesagt  werden,  als  nötig  ist,  um  die  Be- 
hauptung, daß  es  nur  zwei-,  drei-,  vier-  und  sechszahlige  Achsen  geben 


314  Xn.    über  die  Symmetrie  der  KriRtalle. 

kann,  zu  rechtfertigen.  Dabei  kommt  es  hauptsächlich  auf  das  sogen. 
Gesetz  der  rationalen  Indizes  an,  welches  mit  den  Symmetriegesetzen 
die  Grundlage  der  Lehre  von  den  Kristallformen  bildet.  Den  Betrach- 
tungen über  dieses  Gesetz  und  den  Folgerungen,  die  aus  demselben  ge- 
zogen werden  können,  schicken  wir  einige  geometrische  Sätze  voran. 
Wenn  Pj,  Pj,  Pg,  P^  vier  beliebige  Punkte  auf  einer  Geraden  sind, 
nennt  man  bekanntlich  die  Größe 

das  anharmonische  Verhältnis  von  Pg,  P4  in  bezug  auf  P^,  Pg.  Das- 
selbe wird  je  nach  der  relativen  Lage  der  Punkte  mit  dem  positiven 
oder  dem  negativen  Vorzeichen  versehen,  und  zwar  wird  es,  wenn  die 
Lage  der  Punkte  durch  ihre  Koordinaten  x^,  x^,  x^y  x^  auf  der  Geraden 
bestimmt  wird,  sowohl  dem  Vorzeichen  als  auch  der  Größe  nach  durch 
den  Ausdruck 

gegeben. 

Wir  werden  nun  Fälle  zu  betrachten  haben,  in  denen  das  an- 
harmonische Verhältnis  eine  rationale  Zahl  ist,  und  in  welchen  also 
die  Produkte 

kommensurabel  sind.     Es  ist  dann  auch  das  Produkt 

das  sich  als  die  Differenz  jener  beiden  darstellen  läßt,  mit  jedem  der- 
selben kommensurabel. 

Für  imsere  Zwecke  kommt  es  auf  das  Vorzeichen  der  genannten 
Größen  nicht  an.  Wenn  wir  mit  PiPg  usw.  die  absoluten  Werte  der 
Entfernungen  bezeichnen,  besteht  die  spezielle  Eigenschaft,  von  der 
jetzt  die  Rede  ist,  einfach  darin,  daß  die  drei  Produkte 

P,P,xP,P„    P,P,xP,P„    P,P^xP,P,    .        (5) 

unter  sich  kommensurabel  sind.  Ist  dies  der  Fall,  so  wollen  wir  die 
Punktreihe  eine  rationale  nennen  oder  auch  sagen,  daß  die  Punkte 
rational  zueinander  liegen. 

Da  die  Produkte  (5)  die  einzigen  sind,  die  man  erhalten  kann, 
wenn  man  die  Entfernung  von  zwei  beliebigen  der  vier  Punkte  mit 
der  Entfernung  der  beiden  anderen  multipliziert,  so  spielen  in  einer 
rationalen  Punktreibe  alle  Punkte  dieselbe  Rolle,  und  es  besteht  kein 
Anlaß,  den  ersten,  zweiten  Punkt  usw.  oder  das  erste,  zweite  Punkt- 
paar usw.  voneinander  zu  unterscheiden. 
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Es  ist  übrigens  nicht  ans  dem  Ange  zu  yerlieren;  daß  die  Punkt- 
reihe rational  ist,  sobald  zwei  der  Produkte  (5)  kommensurabel  miir 
einander  sind. 


§  26.     Wir  wollen  jetzt  annehmen^  daß  auf  einer  geraden  Linie 

fünf  Punkte  P^,  P„  P,,  P^,  Pg  so  liegen,  daß  sowohl  P^,  Pj,  P,,  P^ 

als  auch  P^,   P,,   P^,  P^  eine  rationale  Reihe  bilden.    Dann  sind  die 

Großen 

P,P,xP,P,       ,  P,P,xP,P, 
P,P,xP,P,  "^^  P,P,xP,P, 

rationale  Zahlen.     Der  Quotient 

P,P,xP,P, 
P,P,xP,P,> 

den  man  erhält,  wenn  man  die  zweite  mit  der  ersten  diridiert,  ist  dann 
gleichfalls  eine  rationale  Zahl.  Also:  wenn  P^,  P,,  P^,  P^  und  P^,  Pg, 
Pg,  Pg  rationale  Punktreihen  sind,  so  hat  auch  die  Reihe  Pj,  P,,  P^  P^ 
die  gleiche  Eigenschaft. 

Dieser  Satz  läßt  sich  noch  bedeutend  Terallgemeinem.  Zunächst 
kann  man  beweisen,  daß  auch  P^,  Pg,  P^  Pj  und  P^,  P„  P^  Pg  ratio- 
nale Punktreihen  sind.  Femer  gelangt  man,  indem  man  jedesmal  wie- 
der einen  neuen  Punkt  hinzufügt,  der  mit  drei  der  bereits  Torhan- 
denen  eine  rationale  Yierpunktreihe  bildet,  zu  dem  Begriff  Ton  dem, 
was  wir  eine  rationale  Reihe  beliebig  neler,  sogar  unendlich  yieler 
Punkte  nennen  können.  Eine  solche  ist  hierdurch  gekennzeichnet,  daß 
Tier  Punkte,  die  man  willkürlich  herausgreift,  rational  zueinander  liegen. 

§  27.  Wenn  man  die  yier  auf  einer  Geraden  liegenden  Punkte  P^, 
Pg,  Pg,  P4  mit  einem  beliebigen  Punkt  Ä  yerbindet  und  die  Winkel 
P^ÄP^,  P^AP^  usw.  mit  (12),  (13)  usw.  bezeichnet,  so  ist,  wie  sich 
durch  einfache  Anwendung  der  Sinusregel  der  Trigonometrie  ergibt 
das  Verhältnis  (3)  oder  (4)  dem  entsprechenden  Verhältnisse 

Bin  (13)     ain  (14)         sin  (18)  sin  (24)  ,^v 

Bin  (2.H)"  •  sin  (24)  ""  ain  (28)  sin  (14) ^    ^^^ 

gleich.  Letzteres,  mit  solchem  Vorzeichen  genommen,  daß  es  auch  in 
dieser  Hinsicht  mit  (4)  übereinstimmt,  nennt  man  das  anharmonische 
Verhältnis  der  Linien  AP^,  J.P^  in  bezug  auf  AP^,  AP^. 

Ist  nun  der  Ausdruck  (4)  eine  rationale  Zahl,  so  ist  (6)  eben- 
falls rational,  und  man  gelangt  daher  zu  folgendem  Satz: 

Wenn  man  die  Punkte  einer  rationalen  aus  beliebig  yielen  Punkten 
bestehenden  Reihe  mit  einem  Punkte  A  verbindet,  so  hat  das  ent- 
standene Linienbüschel  die  Eigenschaft,  daß,  wenn  man  vier  Linien  AP 

Loreats,  WiifensobAftlioh«  Abhaadlnngen.  21 
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AQ,  ÄRy  A8  willkürlich  aus^i^hlt  nnd  diese  in  zwei  Terschiedenen 
Weisen  zu  Paaren  kombiniert,  etwa  (APj  AQ\  {AR^  AS)  und  (AP^ 
AR),  (AQ,  AS),  die  Produkte 

sin  P^ö  sin  RAS  und  sin  PAR  sin  QAS 

kommensurabel  miteinander  sind. 

Ein  Linienbüschel  dieser  Art  möge  ein  rationales  heißen.  Wir 
bemerken  noch,  daß  wir  bei  der  Frage,  ob  ein  solches  Torli^e,  alle 
Sinus  mit  dem  positiven  Vorzeichen  nehmen  können  und  nie  zwischen 
einem  Winkel  und  seinem  Supplementwinkel  zu  unterscheiden  brauchen. 
Femer,  daß  die  herrorgehobene  Eigenschaft  sich  nur  auf  die  Winkel 
zwischen  den  Linien  bezieht  und  also  auch  dann  bestehen  kann,  wenn 
diese  zwar  in  derselben  Ebene  liegen,  aber  nicht  durch  ein  und  den- 
selben Punkt  gehen.  Wir  wollen  dann  von  einer  rationalen  lAnien- 
gruppe  sprechen.  Man  erhalt  eine  solche  z.  B.,  wenn  man  die  Linien 
eines  rationalen  Linienbüschels*  ohne  ihre  Richtungen  zu  ändern,  über 
beliebige  Strecken  yerschiebt. 

Von  einem  rationalen  Linienbüschel  gilt,  daß  es  von  jeder  in  der- 
selben Ebene  liegenden  Geraden  in  einer  rationalen  Punktreihe  ge- 
schnitten wird. 

Auch  ist  zu  erwähnen,  daß  in  einem  rationalen  Vierlinienbüschel 
oder  einer  rationalen  Vierliniengruppe,  entsprechend  der  Vierpunkt- 
reihe, alle  Linien  die  gleiche  Rolle  spielen. 

§  28.  Wenn  man  durch  jeden  Punkt  einer  rationalen  Punktreihe  P^, 
Pj  usw.  und  irgend  eine  Linie  AB,  die  mit  der  Geraden  P,  Pj  nidU  in 
einer  Ebene  liegt,  Ebenen  legt,  entsteht  ein  Gebilde,  das  wir  eine  rationale 
Ebenenschar  nennen  können.  Es  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  Schnittlinien 
mit  einer  beliebigen  Ebene  E  ein  rationales  Linienbüschel  bilden,  um 
sich  hierron  zu  überzeugen,  projiziere  man  die  ursprünglichen  Punkte  P^, 
Py  usw.  mittels  Geraden,  die  parallel  zu  AB  sind,  also  im  allgemeinen 
schiefwinklig  auf  die  Ebene  E,  Da  die  Entfernungen  zwischen  den 
Projektionen  Q^,  Q^  usw.  zu  den  Entfernungen  zwischen  den  entsprechen- 
den Punkten  Pj,  P^  usw.  in  einem  konstanten  Verhältnis  stehen,  so 
ist  die  Punktreihe  Q^,  Q^  usw.  rational.  Die  Schnittlinien,  um  die  es 
sich  handelt,  sind  aber  die  Verbindungslinien  von  Q^,  Q^  usw.  mit  dem 
Punkte,  in  welchem  die  Ebene  E  die  Gerade  AB  schneidet 

Offenbar  kann  man  auch  schließen,  daß  die  rationale  Ebenenschar 
von  einer  Geraden  in  Punkten  geschnitten  wird,  die  eine  rationale 
Reihe  bilden. 

§  29.  Das  G^etz  der  rationalen  Lidizes,  dem  wir  uns  jetzt  zu- 
wenden, drückt  eine  Beziehung  zwischen  fünf  Grenzflächen  eines  Kristalls 
aus.     Man  kann  nämlich  unter  allen  möglichen  Grenzflächen  drei  be- 
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liebige  auswählen,  mit  der  einzigen  Bedingung,  daß  sie  eine  dreiseitige 
Ecke  bilden,  und  diese  drei  „fundamentalen^  Ebenen  benutzen,  um  die 
Richtung  aller  andern  Grenzflächen  anzugeben.  Zu  diesem  Zwecke 
wählen  wir  die  Schnittlinien  J.jß*,  ACjAD  der  drei  fundamentalen  Ebenen, 
d.  h.  die  Kanten  der  genannten  dreiseitigen  Ecke  zu  (im  allgemeinen 
schiefwinkligen)  Koordinatenachsen  und  bestimmen  die  Lage  irgend 
einer  andern  Kristallfläche  durch  die  Stücke,  die  sie  von  diesen  Achsen 
abschneidet,  oder  vielmehr  die  Richtung  der  Fläche  durch  die  Verhält- 
nisse zwischen  diesen  Stücken.  Werden  nun  die  Koordinatenachsen 
von  einer  weiteren  Kristallfläche  in  den  Punkten  J?,  C,  D  und  von  einer 
andern  in  jB",  (7,  D'  geschnitten,  so  setze  man 

^J8  =  t*,    AC^Vy    AB^w 
und 

AB^u,    AC^v\    Ajy^w', 

Das  Gesetz  der  rationalen  Indizes  besagt,  daß  die  drei  Verhältnisse 


0  I  t 

f*  '       t?  '       MO 


.    .    (7) 


kommensurabel  miteinander  sind.  Es  ist  klar,  daß  hierin  eine  Beziehung 
zwischen  den  RicMungen  der  Flächen  ausgesprochen  ist,  und  daß  das 
Gesetz  genügt,  um,  sobald  vier  Grenzflächen  ABC,  ABB,  ACB,  BCB 
gegeben  sind,  alle  übrigen  möglichen  Grenzflächen  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  sagen,  daß,  wenn  wirklich  die  Ghroßen  (7)  miteinander 
kommensurabel  sind,  die  Ebenen  BCB  und  B'  C B'  in  besntg  cmf  die 
Fundamenkii^enen  aneinander  passen.  Eine  ähnliche  Ausdrucksweise 
wenden  wir  auch  auf  die  Linien  an,  welche  in  derselben  Seitenfläche 

der  dreiseitigen   Ecke  liegen.     Daß   z.  B,  die   Werte   von  —  und 

kommensurabel  sind,  geben  wir  dadurch  zu  erkennen,  daß  wir  sagen, 
die  Linien  BC  und  BC  passen  zueinander  in  bezug  auf  die  Linien  AB 
und  AC. 

Da  die  drei  Werte  (7)  unter  sich  kommensurabel  sind,  sobald  man 
dies  von  dem  ersten  und  zweiten,  und  ebenso  von  dem  ersten  und  dritten 
weiß,  so  gilt  der  Satz: 

Wenn  in  zwei  Seitenflächen  der  fundamentalen  dreiseitigen  Ecke 
die  Spuren  zweier  Ebenen  in  bezug  auf  die  Koordinatenachsen  zuein- 
ander passen,  so  passen  diese  Ebenen  zueinander  in  bezug  auf  die  Fun- 
damentalebenen. 

§  30.     Wir  bezeichnen  die  vier  Linien  AB,  AC,  BC  und  BC 

in  der  Ebene  ABC  ftlr  einen  Augenblick  mit  1,  2,  3,  4,  die  Winkel, 

welche  sie  miteinander  bilden,  mit  (12)  usw.  und  bemerken,  daß  nach 

dem  Sinussatze 

21  • 
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u  _  Bin  (2  3)        ,  f*^        Bin  (2  4) 
V  ""  sin  (1 3)  V  ^  Bin  (1 4) 

ist.     Sind  nun  —  und  —  kommensurabel  und  hat  also  die  Ghröße 

U  V 


UV 

einen  rationalen  Wert;  so  ist  auch 

Bin  (13)  Bin  (24) 
sin  (23)  sin  (14) 

rational;  d.  h.^  wenn  die  Linien  3,  4  in  bezug  auf  1,  2  zueinander  passen, 
so  bilden  die  vier  Linien  eine  rationale  Liniengruppe.  Hieraus  können 
wir  schließen,  daß  in  dem  System  diese  yier  Linien  alle  dieselbe  Rolle 
spielen,  und  daß  man  z.  B.  auch  si^en  kann,  daß  1,  3  in  bezug  auf 
2,  4  zueinander  passen. 

§  31.  Bevor  man  das  Gesetz  der  rationalen  Lidizes  als  ein  kristallo- 
graphisches  Grundgesetz  hinstellen  kann,  ist  es  nötig  zu  zeigen,  daß  es 
nichfma  sich  selbst  in  Widerspruch  tritt.  Wir  fingen  nämUch  damit  an, 
daß  wir  drei  bdiehige  Grenzflächen  zu  Fundamentalebenen  wählten,  und 
es  erhebt  sich  also  die  Frage:  Wenn  wir  bei  dieser  Wahl  mit  Hilfe  einer 
vierten  Fläche  die  Richtungen  aller  möglichen  Grenzflächen  bestimmen, 
werden  diese  dann  auch  dem  Gesetz  der  rationalen  Lidizes  genügen, 
falls  man  sie  nachher  auf  drei  andere  beliebig  unter  ihnen  gewählte 
Fundamentalebenen  bezieht?  Mittels  folgender  Erwägungen  kann  man 
sich  davon  überzeugen,  daß  dies  wirklich  zutrifft. 

Zunächst  kann  man  nachweisen,  daß  der  Zusammenhang  zwischen 
den  fünf  Flächen  ABC,  ÄBD,  ACD,  ECB  und  BCB\  von  denen 
in  §  29  die  Rede  war,  nicht  bloß  darin  besteht,  daß  die  beiden  letzt- 
genannten in  bezug  auf  die  drei  ersten  zueinander  passen,  sondern 
auch  darin,  daß  zwei  willkürlich  aus  den  fünf  herausgegriffenen  in 
bezug  auf  die  drei  übrigen  zueinander  passen,  um  z.  B.  zu  zeigen, 
daß  ACD  und  BCB'  in  bezug  auf  BAC,  BAL  und  BCB  als 
Fundamentalebenen  dem  Gesetz  der  rationalen  Lidizes  genügen,  fassen 
wir  die  beiden  Ebenen  ABC  und  ABB,  die  sowohl  zu  den  früheren 
als  zu  den  neuen  Fundamentalebenen  gehören,  ins  Auge.  Li  BAC 
liegen  die  vier  Linien  AB,  AC,  BC,  BC,  die  eine  rationale  Vier- 
liniengruppe bilden,  in  der  sie  alle  dieselbe  Rolle  spielen;  folglich 
passen  AC  und  BC  in  bezug  auf  BA  und  BC  zueinander.  Li  der- 
selben Weise  sieht  man,  daß  in  der  Ebene  BAB  die  Linien  AB  und 
B  U  in.  bezug  auf  BA  und  BB  zueinander  passen.  Da  somit  in  zwei 
Seitenflächen  der  dreiseitigen  Ecke  BACB  die  Schnittlinien  mit  den 
Ebenen  AGB  und  BCB'  in  bezug  auf  die  Kanten  des  Trieders  zu- 
einander passen,  so  können  wir  schließen  (vgl.  §  29),  daß  jene  beiden 
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Ebenen  in  bezug  auf  BAC,  BAD,  BCD  dem  Oesetz  der  rationalen 
Indizes  gehorchen. 

Um  den  gefundenen  Satz  kurz  auszudrücken^  bezeichnen  wir  die 
fünf  Ebenen  ABC,  ABB,  AGB,  BGB,  BlCBf  in  dieser  Reihenfolge 
mit  den  Buchstaben  a,  h,  c,  d,  e  und  drücken  die  Tatsache ,  daß  zwei 
dieser  Ebenen  in  bezug  auf  die  drei  übrigen  dem  Gesetz  entsprechen, 
dadurch  aus,  daß  wir  zwischen  EQammem  die  zwei  sich  auf  die  ersten 
Ebenen  beziehenden  Buchstaben  vor  und  die  drei  andern  Buchstaben 
hinter  einen  vertikalen  Strich  niederschreiben.  Die  Tatsache,  von  der 
wir  ausgingen,  wird  dann  durch  das  Symbol 

[dy  €  \  a,b,  c] 

und  das  Ergebnis  imserer  Schlußfolgerung  durch  das  Symbol 

[c,  e  I  a,  6,  d\ 

Tcrsinnlicht.  Da  nun  offenbar  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  zwei 
Buchstaben  vor  und  die  drei  übrigen  hinter  dem  Strich  stehen,  ganz 
gleichgültig  ist,  so  können  wir  sagen,  daß  wir  nach  Belieben  zwei  Buch- 
staben, deren  einer  vor,  der  andere  aber  hinter  dem  Strich  steht,  mit- 
einander Terwechseln  können.  Indem  man  dies  wiederholt  tut,  kann  man 
je  zwei  beliebige  Buchstaben  vor  den  Strich  bringen. 

Die  fünf  Ebenen  bilden  somit  eine  Gruppe,  in  der  sie  alle  die- 
selbe Rolle  spielen,  und  die  wir  füglich,  in  Übereinstimmung  mit  den 
früheren  Benennungen,  eine  rationale  Fimfebenengruppe  nennen  können. 
Sie  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß  je  zwei  Ebenen  in  bezug  auf  die  drei 
übrigen  Richtungen  haben,  die  mit  dem  Gesetz  der  rationalen  Indizes 
im  Einklang  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dadurch,  daß 
jede  Ebene  von  den  vier  übrigen  in  Linien  geschnitten  wird,  die  eine 
rationale  Yierliniengruppe  bilden. 

Um  auch  in  der  Bezeichnung  hervortreten  zu  lassen,  daß  den  fünf 
Ebenen  dieselbe  Rolle  zukommt,  können  wir  den  Strich  fortlassen;  das 
Symbol  für  eine  rationale  Fünfebenengruppe  wird  dann  einfach 

[a,  6,  c,  d,  e]. 

§  32.  Es  ist  hier  noch  eine  Bemerkung  einzuschalten,  zu  welcher 
(las  in  §  29  Gesagte  uns  veranlaßt.  In  bezug  auf  drei  Fundamental- 
ebenen a,  fc,  c  {ABGj  ABB,  AGB)  mögen  zwei  andere  rf,  e  {BGB 
und  BtCBT)  Lagen  haben,  die  durch  die  Größen  m,  t;,  xc  bzw.  m',  v\  w 
bestimmt  sind.  Es  sei  f  eine  weitere  Ebene,  die  von  den  Kanten  des 
Trieders  ABGB  die  Stücke  ti",  r",  w"  abschneidet.  Sobald  man  nun 
weiß,  daß  die  Verhältnisse 


U  V  w 

U    '      V   ^     w 
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unter  sich  kommensurabel  sind^  und  daß  ebenso  die  Verhältnisse 


$t       tt        II 


diese  Eigenschaft  haben,  so  kann  man  daraus  schließen,  daß  auch  die 
Größen 


//       ff       // 

U  V  w 

f  f  *'  9  / 

U  '     V    ^  w 


kommensurabel  sind.  Also,  wenn  die  Ebenen  d,  e  m  bezug  auf  a,  b,  c 
zueinander  passen  und  ebenso  die  Ebenen  d,  f,  so  gilt  dasselbe  von  den 
Ebenen  e,  f. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  kann 
man  diesen  Satz  auch  folgendermaßen  einkleiden.  Aus  der  Existenz 
der  rationalen  Fünfebenengruppen 

[a,  6,  c,  d,  e  ]  und  [a,  6,  c,  d,  f] 

folgt  die  Existenz  der  rationalen  Fünfebenengruppe 

[a,  h,  c,  e,  ß, 
d.  h.: 

Wenn  zwei  rationale  Gruppen  von  je  fünf  Ebenen  bekannt  sind, 
die  vier  Ebenen  miteinander  gemein  haben,  so  bilden  auch  die  zwei 
übrigen  Ebenen  mit  drei  beUebigen  von  jenen  vier  eine  rationale  Fünf- 
ebenengruppe. 

§  33.  Dies  führt  nun  sofort  zur  Beantwortung  der  in  §  31  ge- 
stellten Frage  und  zu  der  Erkenntnis,  das  wirklich  das  Gesetz  der 
rationalen  Indizes  bei  geänderter  Wahl  der  Fundamentalebenen  bestehen 
kann.  Wir  wollen  nämlich  annehmen,  daß  wir  von  drei  Fundamental- 
ebenen a,  h,  c  ausgegangen  sind  und  mit  Hilfe  einer  vierten  Kristall- 
fläche d  alle  übrigen  möglichen  Grenzflächen  gefunden  haben;  vier  der- 
selben mögen  e,  /*,  g,  h  heißen.  Es  muß  gezeigt  werden,  daß  rf,  e^  f,  g^  h 
eine  rationale  Fünfebenengruppe  bilden,  und  daß  also  z.  B.  d,  e  in  bezug 
auf  ff  g,  h  dem  Gesetz  der  rationalen  Indizes  genügen.  Zu  diesem 
Zwecke  gehen  wir  davon  aus,  daß  nach  unseren  Voraussetzungen 

[a,  b,  c,  d,  e],     [a,  6,  c,  d,  f],     [a,  6,  c,  d,  g],     [a,  b,  c,  d,  h] 

sämtlich  rationale  Fünfebenengruppen  sind,  und  wenden  wiederholt  den 
Satz  an,  zu  dem  wir  am  Schluß  des  vorhergehenden  Paragraphen 
gekommen  sind.  Wir  schließen  so  nacheinander  auf  die  Existenz  der 
rationalen  Fünfebenengruppen 

[6,  c,  rf,  e,  f],     \b,  c,  rf,  /;  g'],     [b,  r,  rf,  (7,  A]^ 
K  dj  ^,  fj  9]y     Vj  rf,  f,  ff,  '*]» 

r^;   ^,  fy  ih   AI- 
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Wii*  können  das  Gefundene  so  zusammenfassen^  daß  alle  mög- 
lichen Grenzflächen  eines  Kristalls  eine  rationale  Ebenengruppe  bilden, 
was  wir  so  verstehen  ^  daß  je  fänf  Ebenen  eine  rationale  Fünfebenen- 
gruppe liefern.  Auch  sieht  man  leicht,  daß  m^e  Ebene  von  allen 
übrigen  in  den  Linien  einer  rationalen  Liniengruppe  geschnitten 
wird.  Legt  man  alle  Grenzflächen  durch  ein  und  denselben  Punkt^ 
dann  liefert  die  Durchschneidung  in  jeder  derselben  ein  rationales  Linien- 
büschel. 

§  34.  Nach  diesen  Erörterungen  wird  uns  der  Beweis  des  in 
^12  angeführten  Satzes  ohne  Mühe  gelingen.  Wir  stützen  uns  dabei 
auf  die  Bemerkung^  daß  zwei  Kristalle,  sowohl  wenn  sie  kongruent 
als  auch  wenn  sie  invers  zueinander  sind,  Grenzflächen  von  derselben 
Richtung  zulassen.  Für  den  ersten  Fall  ist  das  selbstverständlich.  Was 
aber  zwei  zueinander  inverse  Kristalle  betrifiFt,  erinnern  wir  daran,  daß 
an  Körpern,  die  spiegelbildlich  gleich  sind,  Grenzflächen  vorkommen 
können,  deren  eine  das  Spiegelbild  der  andern  ist.  Solche  Ebenen 
werden  einander  parallel,  wenn  man  die  eine  180^  um  eine  Achse 
dreht,  die  senkrecht  zu  der  Ebene  steht,  an  der  die  Spiegelung  stattfand. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  ein  Kristall  besitze  eine  Symmetrie- 
achse erster  oder  zweiter  Art  mit  dem  Drehungswinkel  'd'  und  eine 
gewisse  Ebene  E  sei  eine  mögliche  Grenzfläche.  Erteilt  man  dem  Körper 
dann  eine  Drehung  d"  um  die  Achse,  dann  ist  er  in  der  neuen  Lage 
entweder  mit  sich  selbst  in  der  ursprünglichen  Lage  kongruent  oder 
zu  sich  selbst  in  jener  Lage  invers.  In  beiden  Fällen  muß  der  Kristall 
nach  der  Drehung  eine  Grenzfläche  E'  haben,  die  dieselbe  Richtung  im 
Kaum  hat,  welche  die  Ebene  E  ursprünglich  hatte;  offenbar  hatte  diese 
Grenzfläche  vor  der  Drehung  eine  Lage,  die  man  aus  der  von  E  durch 
eine  Rotation  'd'  erhalten  kann.  Wir  schließen  daher:  wenn  man  eine 
mögliche  Grenzfläche  des  Kristalls  um  die  Symmetrieachse  über  den 
Winkel  #*  dreht  (während  der  Kristall  selbst  stillsteht),  so  erhält  man 
eine  neue  Ebene,  die  gleichfalls  eine  mögliche  Grenzfläche  ist. 

Zu  andern  derartigen  Flächen  führt  abermalige  Rotation  um  die 
Achse,  oder  auch  eine  Rotation  um  andere  Symmetrieachsen,  jedesmal  um 
den  zugehörigen  Drehungswinkel,  und  alle  Grenzflächen,  die  man  in  dieser 
Weise  erhält,  müssen  nun  der  Bedingung  genügen,  daß  sie  zusammen 
eine  rationale  Ebenengruppe  bilden. 

Wir  wollen  uns  hier  auf  die  Betrachtung  einer  Symmetrieachse 
beschränken.  Dann  ist  von  den  Fällen,  in  denen  diese  zwei-,  drei-  oder 
vi  erzählig  ist,  weiter  nichts  zu  sagen,  da  erst  dann  von  der  genannten 
Bedingung  die  Rede  ist,  wenn  wenigstens  fünf  Kristallflächen  vorliegen. 

Wir  setzen  daher,  wenn  der  Drehungswinkel ist,  n  >  4,  so  daß  aus 
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einer  Ebene  E  dnrch  Drehung  mindestens  vier  andere  abgeleitet  werden 

können. 

In  Fig.  9^  in  der  wir  nns  die  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  zu 

der   Symmetrieachse   denken   wollen,    gehe    diese    letztere    durch   den 

Punkt  0.  Irgend  eine  Existallflache  möge 
die  Achse  in  einem  Punkte  P,  der  in  einer 
gewissen  Entfernung  von  0  liegt,  und 
die  Ebene  der  Zeichnung  in  der  Linie  AB 
schneiden.    Dreht  man  nun  diese  Fläche 

\p  wiederholt  um   den   Winkel   d^  = 


n 


Fig.  9. 


dann  nimmt  sie  Lagen  an,  in  welchen 
sie  noch  immer  den  Punkt  P  enthalt, 
die  Ebene  der  Zeichnung  aber  sukzessive  in  BC,  CDy  DEy  EF  schnei- 
det, und  zwar  erhalt  man  diese  aus  AB  durch  wiederholte  Rotationen 
%•  um  den  Punkt  0.  Wir  bezeichnen  mit  (7,  D,  G  und  H  die  Punkte, 
in  welchen  xlie  mittlere  der  fcLnf  betrachteten  Linien  durch  die  übrigen 
geschnitten  wird. 

Die  fOnf  Ebenen  PAB,  PBC,  PCD,  PDE  und  PEF  müssen 
nun  eine  rationale  Fünfebenengruppe  bilden,  und  die  Schnittlinien  P6r, 
PCy  PD,  PHAffr  mittleren  Ebene  mit  den  andern  ein  rationales  Linien- 
büschel. Daraus  folgt,  daß  in  den  Ebenen-  POG,  POC,  POD,  POE 
eine  rationale  Ebenenschar  vorliegt^  und  daß  auch  OG,  OC,  OD,  OH 
ein  rationales  Linienbüschel  ist.     Also  gilt  die  Bedingung,  daß 

BinGOHBinCOD 
Bin  GOC  Bin  DOH 

eine  rationale  Zahl  sein  muß.     Für  diesen  Ausdruck  findet  man,  da 

sin  2  ^  sin  <&' 


ist, 


sin'i«- 


8  cos^Y'ö'  cos  d" 


und   dies    ist   nur   dann   eine   rationale    Größe,   wenn  n »  6  und   also 
^  3«  60^  ist;  der  Ausdruck  hat  dann  den  Wert  3. 


XUI. 
Die  Begrenznng  der  Kristalle. 

(Nachtrag  zn  dem  vorstehenden  Artikel,  1906.) 


§  1.  Ohne  eine  irgendwie  erschöpfende  Behandlung  der  Lehre  von 
den  Eristallformen  zu  geben^  wollen  wir  noch  etwas  weiter  auf  die  Frage 
eingehen,  welche  Flachen  an  einem  Kristall  Yorkommen  können.  Zu 
diesem  Zwecke  haben  wir  zu  untersuchen^  welche  Begrenzungen  sowohl 
mit  dem  Gesetz  der  rationalen  Indizes  als  auch  mit  den  in  jedem 
speziellen  Fall   existierenden  Symmetrieverhältnissen   verträglich   sind. 

Was  den  letzteren  Punkt  betrifft^  so  erinnern  wir  daran^  daß  man 
durch  Drehung  irgend  einer  Kristallfläche  um  eine  Symmetrieachse  um 
den  zu  dieser  Achse  gehörenden  Winkel  immer  wieder  eine  neue  Grenz- 
fläche erhält,  und  zwar  brauchen  Achsen  verschiedener  Art  hierbei  nicht 
unterschieden  zu  werden^  wenn  man^  wie  wir  das  zunächst  tun  wollen, 
nur  die  Bickhmg  der  Grenzflächen  ins  Auge  faßt.  Erst  späterhin,  wenn 
wir  auch  die  Lage  der  Flächen  betrachten,  wird  sich  die  Notwendigkeit 
ergeben,  auf  die  Art  der  Achsen  Rücksicht  zu  nehmen. 

§  2.  Was  das  Gesetz  der  Indizes  anbelangt,  so  wissen  wir,  daß 
man,  um  dieses  auszusprechen,  die  Schnittlinien  OÄ,  OB,  OC  dreier 
beliebiger  Grenzflächen  zu  Koordinatenachsen  wählen  muß,  auf  die  man 
die  Lage  jeder  anderen  Seitenfläche  bezieht.  Bezeichnen  wir  die  von 
den  Achsen  abgeschnittenen  Stücke,  die  wir  Koordinaten  nennen  wollen, 
für  eine  Fläche  mit  a,  h,  c  und  für  eine  andere  mit  a,  b\  c\  dann 
müssen  die  Verhältnisse  der  Größen 

-      -      -^  (1) 

rationale  Zahlen  sein.  Ist  dies  der  Fall,  so  können  wir  sagen,  daß  die 
verschiedenen  Ebenen  in  bezug  auf  die  Achsen  Ö-.4,  OB,  OC  dem 
Gesetz  der  rationalen  Indizes  genügen.  Linien,  wie  OA,  OB,  OC  in 
bezug  auf  welche  das  Gesetz  gilt,  wollen  wir  kristailoffraphische  Achsen 
nennen,  wobei  das  Wort  „kristallographisch'^  dazu  dienen  soll,  eine 
Verwechslung  mit  den  Symmetrieachsen  auszuschließen.  Aus  dem  Ge- 
sagten geht  übrigens  hervor,  daß  die  Richtungen  der  kristallographischen 
Achsen    in  einem    gegebenen  Kristall   keineswegs    bestimmt  sind;  man 
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kaoB  ja  alles  auf  die  Schnittlinien  dreier  beliebig  gewählter  Grenz- 
flächen beziehen.  Anderseits  kann  man  aber  such  nicht  drei  ganz 
willkürlich  gewählte  Richtungen  im  Raum  als  kristallographische  Achsen 
betrachten;  in  bezug  auf  solche  würde  eben  das  Gesetz  der  rationalen 
Indizes  nicht  gelten. 

Da  es  uns  auf  die  RidUung  der  Grenzflächen  ankommt,  so  können 
wir  die  Koordinaten  a,  b\  c  mit  einer  beliebigen  21ahl  multiplizieren. 
Wir  können  dadurch  bewirken,  daß  die  erste  der  (rrößen  (1)  in  eine 
ganze  2^hl  übergeht  und  die  beiden  andern  in  rationale  Brüche,  und 
also  auch,  daß  die  drei  Größen  sämtlich  ganze  2iahlen  werden.  Mit  ande- 
ren Worten^  wenn  a,  b,  c  die  Koordinaten  einer  Fläche  sind,  so  läßt  sieh 
für  die  Koordinaten  jeder  andern  Flache  schreiben 

la,  mb,  nc, «2) 

wo  /,  m,  n  ganze  2iahlen  sind. 

Die  Richtungen  aller  möglichen  Grenzflächen  sind  demnach  bestimmt, 
sobald  man  die  Koordinaten  einer  Fläche  kennt.  Diese,  nämlich  die 
Strecken  a,  b,  c,  nennt  man  die  Parameter  des  Kristalls,  wobei  freilich 
zu  bemerken  ist,  daß  denselben  keine  ganz  bestimmten  Werte  zukommen. 
Man  kann  ebensogut  die  Koordinaten  irgend  einer  andern  Ebene  als 
Parameter  nehmen,  also  z.  B.  drei  beliebige  Längen,  die  zu  a,  6,  c 
in  irgend   welchen  rationalen   Verhältnissen   stehen,   oder  die   Längen 

a,  fib,  vCy 

wenn  fi  und  v  rationale  Faktoren  sind. 

Sind  nun  z.  B.  a  und  b  kommensurabel,  dann  gewinnt  die  Dar- 
stellung an  Einfachheit,  wenn  man  fi  so  wählt,  daß  {ib  ^  a  wird;  der 
Kristall  hat  dann,  wie  man  sagt,  zwei  gleiche  Parameter.  Ebenso  führt 
man  drei  gleiche  Parameter  ein,  sobald  die  drei  Koordinaten  irgend 
einer  Ebene  rationale  Verhältnisse  zueinander  zeigen.  Was  die  Größe 
der  Parameter  betriffib,  gibt  es  also  drei  Fälle,  die  sich  durch  die  Sym- 
bole  {üy  tty  a]y   [a,  a,  c]   und   [a,  b,  c]   angeben  lassen. 

Selbstverständlich  wählt  man  bei  jedem  Kristall  die  kristallo- 
graphischen  Achsen  und  die  Parameter  derart,  daß  die  Beschreibung 
der  geometrischen  Formen  sich  möglichst  einfach  gestaltet. 

§  3.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß  man  in  den  Größen  (2)  eine 
oder  auch  zwei  der  ganzen  Zahlen  l,  m,  n  unendlich  groß  werden  lassen 
kann,  ohne  daß  die  Ebene,  auf  die  sich  die  Größen  beziehen,  aufhört, 
eine  mögliche  Begrenzungsfläche  zu  sein.  Man  gelangt  in  dieser  Weise 
zu  Kristallflächen,  die  einer  oder  zwei  kristallographischen  Achsen 
parallel  laufen,  und  zu  der  Umkehrung  des  Satzes,  von  welchem  wir 
in  §  2  ausgingen.    Nicht  nur  können  die  Schnittlinien  dreier  Kristall- 
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flächen  ab  kristallographische  Achsen  dienen^  sondern  auch  umgekehrt 
kann  man  behaupten,  daB^  wenn  drei  Linien  OA^  OBj  OC  kristallo- 
graphische Achsen  sind,  d.  h.  wenn  in  bezug  auf  diese  das  Gesetz 
der  Indizes  sich  bewährt,  die  Ebenen  ÄOB,  BOC,  COA  die  Rich- 
tungen möglicher  Kristallflächen  angeben.  Das  Wort  „möglich'*  hat 
hier  und  an  vielen  andern  Stellen  dieselbe  Bedeutung  wie  „mit  dem 
Gesetz  der  Indizes  verträglich'^  Es  soll  nicht  gesagt  sein,  daß  jede 
Fläche,  die  diese  Bedingung  erffiUt,  auch  wirklich  vorkommt. 

Übrigens  ist,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  das  genannte  Gesetz  so  zu 
verstehen,  daß  eine  oder  mehrere  der  Zahlen  l,  m,  n  in  (2)  auch  negativ 
sein  können. 

§  4.  Den  weiteren  Betrachtungen  schicken  wir  noch  folgende 
Bemerkungen  voraus. 

a)  Wenn  auf  einer  geraden  Linie  vier  Pimkte  JL,  i?,  C,  D  rational 
zueinander  liegen,  ist,  wie  wir  wissen, 

ADxBC 
BDxÄC 

eine  rationale  Zahl. 

Lassen  wir  nun  den  Punkt  D  ins  Unendliche  rücken,  so  nähert 
sich  das  Verhältnis  von  AD  und  BD  der  Einheit.  Im  Grenzfall  stehen 
daher  die  Strecken  AC  und  BC  zueinander  und  also  auch  zu  AC  in 
einem  rationalen  Verhältnis.  Dies  drücken  wir  dadurch  aus,  daß  wir 
sagen,  die  Punkte  A,  J?,  C  liegen  rational  zueinander. 

b)  Werden  die  Seiten  AB  und  BC  eines  Dreiecks  von  einer  Trans- 
versale so  in  den  Punkten  D  und  E  geschnitten,  daß  D  rational  zu 
Ay  By  und  ebenso  E  rational  zu  J9,  C  liegt,  so  liegt  auch  der  Durch- 
schnittspunkt der  Transversale  mit  der  dritten  Seite  rational  zu  den 
Endpunkten  dieser  letzteren.  Dies  folgt  sofort  aus  einem  bekannten 
Satz  der  Planimetrie. 

§  5.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  kristallographischen 
Achsen  mit  welchen  Parametern  in  den  verschiedenen  Fällen  existieren 
kr»nnen,  und  uns  zugleicherzeit  Gewißheit  darüber  verschaffen,  daß  wirk- 
lich alle  Flächen,  die  wir  dem  Kristall  zuschreiben,  eine  rationale 
Ebenengruppe  bilden. 

Hat  zunächst  der  Kristall  keine  einzige  Symmetrieachse,  so  gibt 
es  gar  kein  Mittel,  aus  der  Existenz  von  weniger  als  vier  Seitenflächen 
auf  das  Vorhandensein  einer  neuen  zu  schließen.  Wir  können  nur,  nach- 
dem wir  die  Richtungen  von  vier  Flächen  der  Beobachtung  entnommen 
haben,  aus  diesen  mit  Hilfe  des  Gesetzes  der  Indizes  die  Richtung 
aller  möglichen  weiteren  Flächen  ableiten.  Als  kristallographische 
Achsen  können  wir  dann  etwa  die  Schnittlinien  der  drei  ersten  Ebenen 


Fig.  10. 
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nehmen  und  als  Parameter  die  Stücke^  welche  die  vierte  Fläche  von 
denselben  abschneidet.  Die  Achsen  stehen  im  allgemeinen  schiefwinklig 
zueinander  nnd  die  Parameter  sind  nnter  sich  inkommensurabel. 


§  6.  Wenn  eine  zweizählige  Symmetrieachse  existiert^  so  braucht 
man,  (falls  die  Richtung  derselben  bekannt  ist)  nur  die  Richtung  von 
zwei  Grenzflächen,  E^  und  E^,  durch  Beobachtung  zu  bestimmen.  Er- 
teilt man  nämlich  diesen  beiden  eine  Rotation  von  180^  um  die  Achse, 
dann  erhält  man  zwei  neue  Grenzflächen  JETj  und  E'^  und  jede  weitere 
Seitenfläche  ist  nun  der  Bedingung  zu  unterwerfen,  daß  sie  mit  den 
vier  genannten  eine  rationale  Fünfebenengruppe  bildet.     Es  stehe  die 

Ebene  der  Zeichnung  in 
Fig.  10  senkrecht  zur  Sym- 
metrieachse und  es  mögen 
alle  Eristallflächen  durch 
einen  Punkt  P  des  in  0 
errichteten  Lotes,  um  wel- 
ches wir  die  genannte  Dreh- 
-£  ung  geschehen  lassen,  gelegt 
werden.  Jede  Fläche  kann 
dann  durch  ihre  Schnittlinie  mit  der  Ebene  der  Zeichnung,  durch  ihre 
Spur  in  dieser  Ebene  angegeben  werden.  Die  Spuren  der  Ebenen 
Elf  E^j  jETj,  E^  bilden  oflFenbar  ein  Parallelogramm  AB  CD  mit  dem 
Mittelpunkt  0,  und  wenn  KL  die  Spur  einer  fünften  Kristallfläche 
ist,  so  müssen  die  Punkte,  in  welchen  eine  der  fünf  Linien  von  den 
vier  übrigen  geschnitten  wird,  eine  rationale  Vierpunktreihe  bilden. 
Fassen  wir  die  Linie  AB  ins  Auge  und  bemerken  wir,  daß  sie  von 
DC  in  unendlicher  Entfernung  geschnitten  wird,  dann  zeigt  es  sich, 
daß  A,  Qj  B  rational  zueinander  liegen  müssen.  Gleiches  gilt  von 
B,  R,  C  und  man  sieht  leicht,  daß,  sobald  diesen  beiden  Bedingungen 
genügt  wird,  die  Gruppe  der  fünf  Ebenen  wirklich  rational  ist. 

Wir  benutzen  dieses  Resultat,  um  zu  zeigen,  daß  die  Ebene  PKL 
und  eine  der  vier  andern,  z.  B.  PAB,  in  bezug  auf  die  Linien  OP, 
OAy  OB  dem  Gesetz  der  rationalen  Indizes  gehorchen.  Die  Koordi- 
naten von  PAB  sind  nämlich  OP,  OA,  OB,  die  von  PKL  aber  OP, 
OV,  OU,  und  wir  haben  somit  nur  zu  beweisen,  daß 

ÖÄ  ^^^  ÖS 

rationale  Zahlen  sind.  Dies  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  den  in  §  4,  b 
angeführten  Satz  einmal  auf  das  Dreieck  ABC  mit  der  Transversale  KL 
und  dann  auf  das  Dreieck  ABB  mit  derselben  Transversale  anwendet. 
Von   dem  ersten  Dreieck   z.  B.  weiß  man,   daß   A^  Q,  B   und   ebenso 
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By  R,  C  rational  zueinander  liegen.     Daraus  folgt;  daß   V  rational  zu 
A,  C  und  also  auch  zu  A,  0  liegt. 

§  7.     Es  ist  femer  noch  folgendes  zu  bemerken: 

a)  Die  Fläche  PKL  genügt  auch^  wenn  man  sie  mit  PBC,  PCD 
oder  PDA  kombiniert,  dem  Gesetz  der  rationalen  Indizes  in  bezug  auf 
die  Achsen  OP,  OA,  OB. 

b)  Gleiches  gilt  von  der  Ebene ,  die  aus  PKL  durch  Rotation 
um  die  zweizählige  Achse  entsteht.  Diese  Ebene  hat  nämlich  die 
Koordinaten  OP,  -  OF  und  -  Oü! 

c)  Da  PKL  eine  beliebig  gewählte  Seitenfläche  des  Kristalls  war, 
so  ist  klar,  daß  für  die  Gesamtheit  aller  Kristallflächen  das  Gesetz  der 
Indizes  in  bezug  auf  die  eingeführten  Achsen  zutrifiPt.  Alle  Flächen 
zusammen  bilden  daher,  wie  es  sein  muß,  eine  rationale  Gruppe  (vgl. 
den  vorigen  Artikel,  §  33). 

d)  Auch  die  Ebenen  AOP,  BOP,  AOB  geben  die  Richtung 
möglicher  Grenzflächen  an  (vgl.  oben,  §  3). 

Das  Hauptergebnis  unserer  Untersuchung  ist,  daß  bei  einem  Kristall 
mit  einer  zweizähligen  Symmetrieachse  eine  senkrecht  auf  dieser  stehende 
Ebene  eine  mögliche  Grenzfläche  ist,  und  daß  die  Symmetrieachse  in 
Verbindung  mit  zwei  Linien,  nämlich  OA  und  OB,  in  jener  Ebene 
als  kristallographische  Achse  eingeführt  werden  kann.  Der  Winkel 
zwischen  den  letzteren  Linien  ist  im  allgemeinen  schief  und  die  drei 
Parameter  sind  voneinander  verschieden. 

Übrigens  können  auch  andere  Linien  in  der  zu  OP  senkrechten 
Ebene,  in  Verbindung  mit  OP  selbst  als  kristallographische  Achsen 
genommen  werden,  z.  B.  die  durch  0  parallel  zu  AB  und  BC  gezo- 
genen Geraden.  Dies  geht  daraus  hervor,  daß  die  durch  AB  und 
BC  parallel  zu  OP  gelegten  Ebenen  zu  den  möglichen  Kristallflächen 
gehören  (§  3). 

§  8.     Der  nächste  Fall,  den  wir  zu  betrachten  haben,  ist  der  eines 

Kristalls    mit    einer   dreizahligen  Symmetrieachse.     Euer    können    wir 

mittels  Drehungen  von  120^  um  diese  letztere  aus  einer  Kristallfläche  E^ 

zwei  andere  E^  und  E^  ableiten,  die  offenbar  mit  E^  eine  gleichseitige 

dreiflächige  Ecke  bilden,  deren  Spitze  P  auf  der  Linie  PQ  Uegt,  um 

welche  die  Drehung  stattgefunden  hat  und  deren  Kanten  PA,  PB,  PC 

wir  zu  kristallographischen  Achsen  wählen  wollen.    Von  den  Parametern 

a,  b,  c  läßt  sich  nun  zeigen,  daß  die  dritten  Potenzen  derselben  unter  sich 

kommensurabel  sein  müssen.  Hat  nämlich  irgend  eine  Kristallfläche  die 

Koordinaten 

la,  mb,  nc (3) 

wo  l,  m,  n,  wie  wir  wissen,  ganze  Zahlen  sind,  dann  entstehen  aus  der- 
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selben   durch   zweimalige  Drehung   von  120^  um  die  Achse  PQ  neue 
Ebenen  mit  den  Koordinaten 

mbj   nCy   la (4) 

und 

nc,  la,  mb (5) 

Wendet  man  das  Gesetz  der  rationalen  Indizes  auf  die  Ebenen  (3)  und 
(4)^  oder  auf  (4)  und  (5)  an^  so  findet  man^  daß  die  Großen 

m*&*        ,    n*c* 
und 


Inac  Imab 

und  also  auch  die  Ghrößen 

-—  und  -T- 
ac  ab 

rational  sein  müssen.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
hierfür  ist,  daß  &',  c*  (und  also  auch  a')  in  einem  rationalen  Verhält- 
nis zu  abc  stehen.  Sobald  dies  der  Fall  ist^  können  sämtliche  Grenz- 
flächen eine  rationale  Gruppe  bilden. 

Da  wir  aus  der  Bedingung,  die  wir  für  a*,  6',  c^,  abc  gefunden 
haben,  nicht  schließen  dürfen,  daß  a,  b,  c  selbst  miteinander  kommen- 
surabel sind,  so  gehört  im  allgemeinen  eine  Ebene  mit  gleichen  Eoordi- 
dinaten,  d.  h.  eine  Ebene,  die  senkrecht  zu  der  Symmetrieachse  steht, 
nicht  zu  den  möglichen  Eristallflächen. 

Abgesehen  von  der  Kommensurabilitat  von  a*,  6',  c",  abc,  liegt 
das  Eigentümliche  der  Kristalle  mit  einer  dreizähligen  Symmetrieachse 
darin,  daß  man  für  dieselben  kristallographische  Achsen  einführen 
kann,  die  durch  Drehungen  von  120®  um  die  Symmetrieachse  mit- 
einander zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Daß  es  in  einem  ge- 
gebenen Körper  imendlich  viel  derartige  kristallographische  Achsen 
gibt,  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden. 

§  9.  Auch  jetzt  können  wir  die  Richtimgen  der  verschiedenen 
Flächen    in   der  §  6   benutzten   Weise    veranschaulichen.     Zu    diesem 

Zwecke   schneiden   wir 
-B  ^.^^^  ^^^  ^™  letzten  Paragra- 

phen eingeführte  drei- 
seitige Ecke  durch  eine 
Ebene,  die  senkrecht  zur 
Symmetrieachse  steht. 
Es  entsteht  dann  ein 
gleichseitiges  Dreieck 
Fig.  11.  ^SC  (Fig.  11),  dessen 

Seiten  die  Spuren  der 
Ebenen  PAB  usw.  sind.  Ist  nun  KL  die  Spur  der  oben  durch  die 
Koordinaten   (3)   bestimmten  Ebene,   nachdem   man   sie   nach   P  hin 
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verlegt  hat,  dann  findet  man  leicht  durch  Betrachtung  der  in  den 
Ebenen  PBC,  PCA,  PAB  gebüdeten  Figuren 

....     (6) 

Mit  Kücksicht  auf  das  für  die  Parameter  a,  h,  c  Bewiesene  folgt  hieraus^ 
daß  diese  drei  Größen  unter  sich  kommensurabel  sind.  Da  das  Produkt 
derselben  den  Wert  1  hat,  so  kann  man  weiter  schließen,  daß 


BD         nc 

CE        la 

AF        mb 

CD        mb^ 

AE  ~  nc' 

BF        la 

/BIA»     (CEy     MF\» 

\cd)  >   \ae)'  \bf) 


rationale  Werte  haben.  Damit  haben  wir  die  Bedingungen  gefunden, 
an  welche  in  Fig.  11  die  Spur  jeder  durch  P  gehenden  Kristallfläche 
gebunden  ist. 

§  10.  Die  speziellen  Eigenschaften  von  Kristallen  mit  einer  vier- 
zähligen  Achse  lassen  sich  sehr  leicht  ermitteln,  wenn  man  sich 
aufs  neue  der  in  den  Figuren  10  und  11  angewandten  Darstellungs- 
weise bedient.  Durch  wiederholte  Kotation  erhält  man  jetzt  aus  einer 
Seitenfläche  drei  andere,  deren  Spuren  mit  der 
Spur  der  ursprünglichen  ein  Quadrat  ABCD 
(Fig.  12)  bilden.  Femer  kann  man  schließen 
wie  in  §  6,  nur  daß  an  die  Stelle  des  Parallelo- 
gramms ABCD  in  Fig.  10  das  genannte  Qua- 
drat tritt.  Der  Kristall  läßt  daher  drei  zu- 
einander senkrechte  kristallographische  Achsen 
OPy  OAy  OB  zu,  deren  eine  mit  der  Sym- 
metrieachse zusammenfällt,  während  die  zu  den 
beiden  andern  gehörenden  Parameter  gleiche 
Werte  haben.  Die  Lage  der  beiden  zu  der  Symmetrieachse  und  zuein- 
ander senkrechten  kristallographischen  Achsen  bleibt  hierbei  teilweise 
unbestimmt  und  mit  dieser  Lage  ändern  sich  auch  die  entsprechenden 
Parameter.  Während  diese  für  die  Achsen  OA  und  OB  die  Länge 
OA^  OB  haben,  hat  man  es,  wenn  man  die  Linien  OM  und  ON 
(^S^-  §  '^)  z^  kristallographischen  Achsen  wählt,  mit  den  Parametern 
OM  und  ON  zu.  tun,  deren  Länge  gleich  OA  }/2  ist.  Dies  folgt  z.  B. 
aus  dem  Umstände,  daß  auch  die  Ebene  PMNy  die  in  bezug  auf  OPy 
OA,  OB  die  Koordinaten  OP,  oo,  OB  hat,  dem  Oesetz  der  Indizes 
zufolge  eine  mögliche  Kristallfläche  ist. 

Bei  dem  Nachweis,  daß  alle  Kristallflächen,  die  man  durch  Rotation 
um  die  vierzählige  Symmetrieachse  erhalten  kann,  wirklich  zusammen 
eine  rationale  Ebenengruppe  bilden,  brauchen  wir  uns  nicht  aufisuhalten. 

§  11.  Wir  wenden  uns  nunmehr  den  Kristallen  mit  einer  sechs- 
zähligen  Symmetrieachse  zu.    Da  eine  solche  auch  eine  zwei-  und  eine  ' 


Fig.  12. 
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dreizählige  Achse  ist^  so  gilt  sowohl  das  in  §§  6  und  7  ab  ODch  das 
in  §§  8  und  9  Gesagte.  Zu  den  möglichen  Eristallflächen  gehört  die 
zu  der  Achse  senkrecht  stehende.  Diese  hat  in  bezug  auf  die  Achsen 
PÄ,  PB,  PC  von  §  8  gleiche  Koordinaten^  und  wir  dürfen  somit  die 
zu  diesen  Achsen  gehörenden  Parameter  a,  by  c  einander  gleichsetun. 
Femer  folgt  dann^  daß,  (vgL  die  Formeln  (6))  in  Fig.  11,  wenn  KL  die 
Spur  einer  beliebigen  Eristallfläche  ist,  die  Verhältnisse 

BD     CE     AF 
CD'    AE'    BF 

(und  nicht  bloß  ihre  dritten  Potenzen)  rationale  Werte  haben.  Man 
sieht  das  auch  sofort  ein,  wenn  mau  erwägt,  daß  jetzt  die  Ebene  ABC 
eine  Grenzfläche  ist  und  daß  somit  die  in  A,  B  oder  C  zusammen- 
stoßenden Kanten  des  Tetraeders  PABC  als  kristallographische  Achsen 
dienen  können.  Nimmt  man  z.  B.  für  diese  APj  AB,  ACy  dann  smd 
die  Koordinaten  der  Ebene  PBC 

AP,  AB,  AC 
und  die  der  Ebene  PKL 

AP,  AF,  AE. 

Aus  dem  Gesetz  der  Indizes  folgt  daher,  daß  die  Punkte  A,  B,  F  xini 
ebenso  die  Punkte  A,  C,  E  rational  zueinander  liegen. 

Wir  machen  von  dem  in  §  4,  b  genannten  Satze  Gebrauch,  um  so 
zeigen,  daß  zwei  der  Linien,  welche  den  Mittelpunkt  0  des  gleichseitigen 
Dreiecks  mit  den  Eckpunkten  verbinden,  etwa  OA  und  OB,  zusammen 
mit  der  Senkrechten  OP  kristallographische  Achsen  sind.  Bezogen 
auf  diese  Linien  OP,  OA,  OB  hat  die  Seitenfläche  PAB  die  Koordi- 
naten 

OP,  OA,  OB (7) 

und  die  beliebig  gewählte  Grenzfläche  PKL  die  Koordinaten 

OP,  OG,  OK 

Das  Gesetz  der  Indizes  erfordert  daher,  daß  06r  in  einem  ratio- 
nalen Verhältnis  zu  OA  steht,  und  ebenso  OH  zvl  OB.  Für  Off  «a^ 
OA  ergibt  sich  dies,  wenn  man  den  soeben  genannten  Satz  auf  dM 
Dreieck  ABM  mit  der  Transversale  KL  anwendet.  Wir  wissen  nln*- 
lich,  daß  F  rational  zu  A,  B  und  ebenso  D  rational  zu  B,  C,  also,  dft 
M  die  Mitte  von  BC  ist,  auch  zu  B,  M  liegt.  FolgHch  Hegt  0  rrfo- 
nal  zu  A,  M,  und  weil  A0^2  0M  ist,  ebenfalls  zu  A,  0.  Daß  OB 
und  OH  kommensurabel  sind,  geht  in  derselben  Weise  aus  der  B^ 
trachtung  des  Dreiecks  ABN,  wieder  mit  der  Transversale  KL  hervor. 

Auch  mit  PBC  oder  PCA  kombiniert,  genügt  die  Ebene  PKl 
in  bezug  auf  die  Linien  OP,  OA,  OB  dem  Gesetz  der  Indizes.  Wü 
aber  die  zu  diesen  Linien  gehörenden  Parameter  betriff^  so  kOnnen  wir 
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denselben,  da  PÄB  eine  Grenzfläche  ist,  offenbar  die  Werte  (7)  bei- 
legen. Also:  in  einem  Kristall  mit  einer  secbszahligen  Symmetrieachse 
kann  man  zwei  senkrecht  zu  dieser  stehende  und  sich  unter  einem 
Winkel  von  120^  schneidende  Linien  angeben,  die  mit  der  Symmetrie- 
achse selbst  ein  System  kristallographischer  Achsen  bilden,  und  zwar 
haben  die  für  diese  beiden  Linien  geltenden  Parameter  gleiche  Länge. 

Es  ist  indes  nicht  aus  dem  Auge  zu  verlieren,  daß  die  Richtung 
jener  beiden  kristallographischen  Achsen,  obgleich  wir  sie  nicht  ganz 
nach  Belieben  annehmen  dürfen,  doch  in  hohem  Grade  unbestimmt 
bleibt.  Nicht  nur  können  wir  statt  OJ,  OB  auch  OJS,  OC  oder  OC, 
OA  wählen;  wir  hätten  ganz  andere  Richtungen  (mit  andern  Werten 
der  Parameter)  erhalten,  wenn  wir  ursprünglich  nicht  Ton  PABy  sondern 
von  irgend  einer  andern  Seitenfläche  ausgegangen  wären. 

Daß  Ebenen,  die  in  bezug  auf  OPy  OA,  OB  dem  Gesetz  der 
Indizes  gehorchen,  dies  auch  tun,  wenn  man  OP,  OB,  OC  als  kristallo- 
graphische  Achsen  zugrunde  legt^  läßt  sich  ohne  Mühe  bestätigen.  Man 
hat  nur  zu  berücksichtigen,  daß,  sobald  G  rational  zu  0,  ^  und  zu- 
gleicherzeit  H  rational  zu  0,  B  liegt,  auch  der  Schnittpunkt  J  der 
Linie  KL  mit  OC  rational  zu  0,  C  liegen  wird.  Um  uns  hiervon  zu 
überzeugen,  wenden  wir  wieder  den  Satz  von  §  4,  b,  an  imd  leiten  zu- 
nächst aus  der  Annahme,  daß  G  und  H  rational  zu  0,  A  bzw.  0,  B 
liegen,  die  Eommensurabilität  von  BD  und  CD,  sowie  die  von  BF 
und  AF  ab,  woraus  dann  weiter  folgt,  daß  J  rational  zu  0  und  C  liegt. 

Mit  Hilfe  dieses  Ergebnisses  können  wir  nun  endlich  zeigen,  daß, 
wenn  man  zwei  Ebenen  gefunden  hat,  deren  Richtungen  mit  dem 
Gesetz  der  Indizes  in  bezug  auf  POA,  POB,  AOB  in  Übereinstim- 
mung sind,  und  dann  einer  Ebene  eine  Rotation  von  60^  um  die 
Symmetrieachse  erteüt,  diese  in  ihrer  neuen  Lage  wieder  mit  der  andern 
jenem  Gesetz  genügt. 

Bei  der  Drehung  einer  durch  P  gehenden  Ebene  wird  nämlich  die 
Spur  derselben  mit  der  Ebene  ABC  eine  Drehung  von  60^  um  den  Punkt  0 
erleiden.  Diese  Spur  möge  ursprünglich  die  Linien  OA,  OB,  OCmG^H,J 
schneiden.  Findet  nun  die  Rotation  im  Sinne  der  ührzeigerbewegimg 
statt,  dann  hat  die  Linie  nach  der  Drehung  dieselbe  Lage  gegen  OB 
und  OM,  wie  vorher  gegen  OJ  und  OB.  Der  neue  Schnittpunkt 
mit  A  M  wird  also  in  einer  Entfernimg  von  0  liegen,  die  der  Distanz  OH 
gleich  ist,  er  liegt  daher  rational  zu  0,  A,  weil  H  rational  za  0,  B 
lag.  Ebenso  folgt  aus  der  rationalen  Lage  von  0,  C,  J  (die  wir  oben 
aus  der  rationalen  Lage  von  0,  A,  G  und  aus  der  von  0,  B,  H  ab- 
geleitet haben) ^  daß  der  neue  Schnittpunkt  mit  OB  rational  zu  0,  B 
liegen  wird.  Damit  ist  gezeigt,  daß  eine  Ebene,  die  mit  POA,  POB, 
AOB,  PAB  eine  rationale  Fünfebenengruppe  bildet,  auch  nach  der 
betrachteten  Drehung  dieselbe  Eigenschaft  besitzt. 

Loren ts,  Wiitenscbaftliohe  Abbandlons«'^-  82 
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§  12.  Nachdem  wir  hiermit  die  Falle,  in  denen  nur  eine  einzige 
Symmetrieachse  besteht,  erledigt  haben,  können  wir  zu  den  Kristallen 
mit  mehr  als  einer  solchen  Achse  übergehen.  Besonders  einfach  liegen 
da  die  Verhältnisse,  wenn  drei  zueinander  senkrechte  zweizahlige  Achsen 
vorhanden  sind.  Jede  derartige  Achse  bedingt  nämlich  (§  7)  die  Existenz 
einer  zu  ihr  senkrechten  Orenzfläche  und  die  drei  durch  die  Achsen 
gelegten  Ebenen  geben  daher  die  Richtungen  möglicher  Seitenflächen 
des  Körpers  an.  Als  kristallographische  Achsen  können  folglich  die 
Symmetrieachsen  selbst  dieuen.  Die  Parameter  a,  b,  c  bleiben  dabei 
noch  unbestimmt  Man  wird  immer,  welche  Größen  sie  auch  haben 
mögen,  aus  einer  Ebene,  deren  Koordinaten  Vielfache  von  a,  b,  c  sind, 
durch  Umklappung  um  eine  der  Symmetrieachsen  eine  neue  Ebene  mit 
derselben  Eigenschaft  erhalten. 

§  13.  Wir  schließen  hier  gleich  die  Besprechung  der  Kristalle 
mit  einer  yierzähligen  Hauptachse  und  vier  zweizähligen  senkrecht  zu 
derselben  gerichteten  Nebenachsen  an.  Da  die  Hauptachse  auch  zwei- 
suLhlig  ist,  so   können  wir  unter  Anwendung   des  soeben  Gefundenen 

sie  und  zwei  zueinander  senkrechte  Neben- 
achsen zu  kristallographischen  Achsen 
wählen.  Die  beiden  letzteren  seien  OR 
und  OS  in  Fig.  13,  bei  der  wir  uns  die 
Hauptachse  OP  durch  den  Punkt  0  senk- 
recht zur  Ebene  der  Zeichnung  zu  denken 


-F  haben,    und    in    welcher   EF  die    Spur 

irgend  einer  durch  den  Punkt  P  gelegten 
Grenzfläche   sein   möge.     Dem  Parallelo- 
gramm  in   Fig    10    entspricht  jetzt   das 
pjg  j3  Quadrat  AB  CD,  welches  0  zum  Mittel- 

punkt hat  und  von  dem  eine  Seite  in  EF 
liegt.  Da  nun  OR  und  OS  die  Spuren  möglicher  Kristallflächen 
sind,  so  müssen  sowohl  F  als  auch  E  rational  zu  Ä  und  B  liegen. 
Daraus  folgt,  daß,  wenn  OG  senkrecht  auf  AB  steht  imd  also  G 
die  Mitte  von  AB  ist,  zwischen  EG  und  FG  ein  rationales  Verhält- 
nis besteht,  und  daß  auch  OE  und  OF  kommensurabel  sind.  Wir 
haben  daher  jetzt  den  Achsen  OR,  OS  gleiche  Parameter  beizulegen. 
Das  Resultat  steht  im  Einklang  mit  dem  in  §  10  Gefimdenen,  geht  aber 
insofern  weiter,  als  wir  jetzt  in  zwei  Nebenachsen  Richtungen  erkannt 
haben,  die  in  Verbindung  mit  der  vierzähligen  Achse  zu  kristallo- 
graphischen Achsen  gewählt  werden  können.  Selbstverständlich  können 
nun  auch  (abgesehen  von  andern  gleichfalls  zulässigen  Wahlen)  die 
zwei  senkrecht  zur  Hauptachse  stehenden  kristallographischen  Achsen 
längs  der  andern  zweizähligen  Achsen   OU,    OV  gelegt  werden.     Be- 
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sondere  Beachtung  verdient  es  dabei;  daß  (vgl.  §  10),  wenn  die  Parameter 
für  OB  und  OS  den  Wert  a  haben,  bei  jener  neuen  Wahl  der  kristallo- 

graphischen  Achsen  die  Parameter  a)/2  (oder,  wie  man  ebensogut  sagen 


a  \ 


kann,  die  Parameter -^^^  I  auftreten,   vorausgesetzt,   daß   man   den  Para- 
meter für  die  dritte  Achse  ungeändert  läßt. 

§  14.  Den  Fall  eines  Kristalls  mit  einer  dreizähligen  und  drei 
senkrecht  zu  dieser  stehenden  und  sich  unter  gleichen  Winkeln  schneiden- 
den zweizähligen  Symmetrieachsen  besprechen 
wir  mit  Hilfe  von  Fig.  14.  In  dieser  hat  das 
gleichseitige  Dreieck  ABC  dieselbe  Bedeu- 
tung wie  in  Fig.  11;  wir  denken  uns  wieder, 
daß  die  dreizählige  Achse  im  Mittelpunkte  0 
senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung  steht,  und 
daß  alle  Grenzflächen  durch  ein  und  denselben 
Punkt  P  der  genannten  Achse  gehen.  Es 
seien  ferner  OE  und  OF  die  senkrecht  zu  A* 
zwei  zweizähligen  Achsen  gezogenen  Linien, 
so  daß  LEOF^  \2Q^  ist.  Diese  Linien  sind 
die  Spuren  der  durch  P  senkrecht  zu  diesen  pig.  14. 

Achsen  gelegten  Ebenen  und  müssen  also,  da 

letztere  mögliche  Seitenflächen  sind,  der  in  §  9  erörterten  Bedingung 
genügen.     Z.  B.  sind 


kommensurabel,  so  daß 


AE       ,  CH 
BE  ^*  ÄS 


AExAH 
BExCH 


(8) 

eine  rationale  Zahl  ist. 

Wir  ziehen  die  Gerade   COL  und  fassen  das  Dreieck  CAL  mit 
der  Transversale  HE  ins  Auge.     Es  ist  CO  ^  2 LO  und  also 

ÄExCH 


LExAH 


2. 


Verbindet  man  dies  mit  (8),  dann  erhellt,  daß 

2LExBE       BE       BE* 

A~TP      l 


AE 
eine  rationale  Zahl  ist. 

Dasselbe  kann  man  von 


AE  '   AE' 


AE      AE^ 
BE  "^BE* 


BE 


beweisen.     Setzt  man  also  -r^  =»  i,  so  müssen  die  Ausdrücke  ifc  -f-  A;* 
und  -,  +  vf  rationale   Zahlen   sein.     Das  Produkt   dieser   Größen   ist 


22* 
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2  +  k  +  -r-  und  ihre  Differenz  (k  —  -~\  f  1  +  fc  +  yj .    Folglich  müssen 

sowohl  ^  +  y  &ls  auch  k  —  -^  rational  sein^  was  nur  möglich  ist,  wenn 

k  selbst  eine  rationale  Zahl  ist. 

Hiermit  ist  dargetan^  daß  der  Schnittpunkt  E  rational  zu  A  und 
B  liegt.  Dasselbe  gilt  von  K  in  bezug  auf  B,  C  sowie  von  H  in  bezug 
auf  Ay  C. 

Durch  eine  ParaUelverschiebung  der  Ebene  PEH  bewirke  man 
jetzt,  daß  sie  von  den  drei  Linien  PAy  PB,  PC  gewisse  Stücke  ab- 
schneidet. Eine  Schlußfolgerung,  die  man  ab  die  ümkehrung  der  in 
§  9  erwähnten  betrachten  kann,  führt  zu  dem  Schluß,  daß  jene  Stücke 
kommensurabel  miteinander  sind,  und  daß  es  also  auch  Grenzflächen 
geben  kann,  die  von  PA,  PB,  PC  gleiche  Stücke  abschneiden.  Folg- 
lich ist,  ebenso  wie  in  §  11,  auch  die  senkreckt  zur  dreizähligen  Sym- 
metrieachse liegende  Ebene  ABC  eine  mögliche  Eristallfläche,  was  sie 
in  dem  §  8  betrachteten  Fall,  bei  Abwesenheit  der  zweizähligen  Achsen, 
nicht  notwendig  zu  sein  brauchte. 

Da  auch  POE  und  POF  Grenzflächen  sind,  so  können  wir  die 
Linien  OP,  OE,  OF  zu  kristallographischen  Achsen  wählen,  und  zwar 
haben  wir  den  beiden  letzteren  gleiche  Parameter  zuzuschreiben.  Dieses 
folgt  daraus,  daß  die  betreffenden  Koordinaten  0£'und  OJPder  Fläche  PBC 
kommensurable  Werte  haben.  Man  hat  nämlich  OF  ^  OE  und  die 
Punkte  0,  K,  E  liegen  auf  der  Linie  OE  rational  zueinander,  da  auf 
den  beiden  andern  Seiten  des  Dreiecks  0 CA"  (mit  der  Transversale  AE) 
die  Punkte  C,  K,  B,  sowie  C,  0,  L  eine  derartige  Lage  haben. 

Wir  kommen  also,  was  die  gegenseitige  Lage  der  zulässigen 
kristallographischen  Achsen  und  die  Werte  der  Parameter  betrifll,  zu 
genau  demselben  Ergebnis  wir  in  §  11,  nur  daß  wir  jetzt  die  Richtung 
der  zwei  sich  unter  einem  Winkel  von  120^  schneidenden  Achsen  fixieren 
konnten.  Wir  hatten  Anlaß,  sie  senkrecht  zu  zwei  zweizähligen  Achsen 
zu  legen.  Indes  gibt  es  unter  den  unendlich  vielen  Lagen,  welche  man 
diesen  Achsen  geben  kann,  auch  solche,  in  welchen  sie  mit  den  ge- 
nannten zweizähligen  Achsen  zusammenfallen. 
Den  Beweis  für  diese  Behauptung  entnehmen 
wir  der  Fig.  15,  in  welcher  OE,  OF,  OG  die 
zu  den  zweizähligen  Achsen  senkrechten  Linien, 
von  der  gleichen  Länge  a  sind,  und  EF,  FG^ 
GE  die  Spuren  dreier  durch  den  oft  genannten 
^  Punkt  P  gelegter  Grenzflächen.  Eine  durch  O 
Fig.  15  senkrecht  zu    OE  gezogene  Linie  schneidet  EF 

wid  EG  so,  daß  J5?Jlf-  3  EF  und  EN^  ^  EG  ist.     In  bezug  auf 

die  Linien  EP,  EF,  EG,  die  man  offenbar  für  die  kristallographischen 
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Achsen  nehmen  kann^  genügen  die  Ebenen  FFG  und  PMN  dem 
Gesetz  der  rationalen  Indizes^  woraus  man  sieht^  dafi  PMN  eine  mög- 
liche Grenzfläche  ist.  PQR  senkrecht  zu  OF,  ist  es  gleichfalls;  wir 
dürfen  daher  die  Linien  OP,  OM,  OQ,  deren  beide  letztere  mit  zwei- 
zähligen  Achsen  zusammenfallen^  zu  kristallographischen  Achsen  wählen. 
Zieht  man  noch  in  Betracht^  daß  EF  die  Spur  einer  durch  P 
gehenden  Grenzfläche  ist^  und  daß  diese  von  OM  und  OQ  die  Stücke  OM 

imd  OB,  beide  von  der  Länge  -y= ,  abschneidet^  so  ergibt  sich^  daß  man^ 

bei  dem  Übergang  von  den  kristallographischen  Achsen  OE,   OF  zu 

OMy  OQ,  die  Parameter  a  durch  ->-  (oder,  wie  man  auch  sagen  kann, 

ays)  ersetzen  muß.  Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  man  den  Parameter 
für  die  dritte  kristallographische  Achse,  die  Hauptsymmetrieachse,  unge- 
ändert  läßt. 

Es  möge  noch  hinzugefügt  werden,  daß  man  auch  OP  und  die 
beiden  senkrecht  aufeinander  stehenden  Linien  OE  und  OM  als 
kristallographische  Adisen  nehmen  kann.  Behält  dabei  der  Parameter 
für  OP  seinen  bisherigen  Wert,  dann  werden  die  beiden  andern  Para- 
meter etwa 

OE'^a  und  0M^~> 

1/3 

§  15.  Von  den  Kristallen  mit  einer  sechszähügen  Hauptachse  und 
sechs  zu  ihr  senkrechten  zweizähligen  Nebenachsen  ist  jetzt  kaum  etwas 
mehr  zu  sagen,  als  daß  für  sie  alles  in  §  11  und  in  §  14  Gefundene 
gilt.  Die  Nebenachsen  zerfallen  hier  in  zwei  Gruppen,  die  je  drei  sich 
unter  Winkeln  von  120^  schneidende  Achsen  enthalten.  Als  kristaUo- 
graphische  Achsen  können  nun,  in  Verbindung  mit  der  Hauptachse, 
entweder  zwei  Symmetrieachsen  der  ersten  oder  zwei  Symmetrieachsen 
der  zweiten  Gruppe  genommen  werden,  wobei,  falls  man  von  der  einen 
Wahl  zu  der  andern  übergehen  wiU,  die  Parameter  in  der  im  letzten 
Paragraphen  angegebenen  Weise  zu  ändern  sind.  Daß  nun  eine  Seiten- 
fläche, die  zu  einer  Gruppe  von  unter  sich  rationalen  und  den  Sym- 
metrieverhältnissen  entsprechenden  Ebenen  gehört,  diese  Gruppe  nicht 
verläßt,  wenn  sie  entweder  eine  Drehung  yon  60^  um  die  Hauptachse 
oder  eine  solche  von  180^  um  eine  Nebenachse  erleidet,  brauchen  wir 
nicht  weiter  zu  erklären. 

§  16.  Auch  für  diejenigen  Kristalle,  deren  Symmetrieachsen  wir 
uns  im  vorigen  Artikel  mit  Hilfe  eines  Würfels  veranschaulichten, 
werden  wenig  Worte  genügen.  Die  drei  durch  den  Mittelpunkt  des 
Würfels  parallel  zu  den  Kanten  gezogenen  Linien  sind  zweizählige 
Symmetrieachsen    und    können    daher   (§  12)    zu    kristallographischen 
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Achsen  gewählt  werden,  während  aus  der  Existenz  der  yier  dreizähligen 
Symmetrieachsen  folgt  (vgl.  §  8),  daß  die  dritten  Potenzen  der  Para- 
meter a,  h,  c  imd  das  Produkt  abc  ia  rationalen  Verhältnissen  zuein- 
ander stehen  müssen. 

Das  ist  alles,  was  wir  sagen  können,  wenn  der  Ejristall  nur  vier 
dreizählige  und  drei  zweizählige  Symmetrieachsen  besitzt.  Sind  die 
drei  zueinander  senkrechten  Achsen  vierzählig,  was  das  Vorhandensein 
von  sechs  zweizähligen  Symmetrieachsen  involviert,  so  kann  man  noch 
hinzufügen,  daß  die  obengenannten  Parameter  einander  gleich  werden 
(vgl.  §  10).  Damit  sind  wir  zu  dem  einfachsten  aller  Fälle,  charakte- 
risiert durch  drei  zueinander  senkrechte  kristallographische  Achsen 
mit  gleichen  Parametern,  gekommen.  Übrigens  gilt  für  diesen,  wie  für 
den  vorhergehenden  FaU  wieder  die  Bemerkung,  von  deren  Richtigkeit 
man  sich  ohtfe  Mühe  überzeugen  wird,  daß  es  eine  Gruppe  von  Ebenen 
geben  kann,  von  solchen  Richtungen,  daß  sie  dem  Gesetz  der  rationalen 
Indizes  genügen,  und  daß  jede  derselben  auch  noch  zu  der  Gruppe  ge- 
hört, nachdem  man  ihr  eine  Drehung  von  der  richtigen  Größe  um  die 
eine  oder  die  andere  Symmetrieachse  erteilt  hat. 

§  17.  Während  uns  die  Untersuchung  der  Lagen,  welche  die 
kristallographischen  Achsen  gegeneinander  haben  können,  und  der  rela- 
tiven Werte  der  Parameter  nur  zu  einer  verhältnismäßig  beschränkten 
Anzahl  verschiedener  FäUe  geführt  hat,  ergibt  sich  eine  viel  größere 
Verschiedenheit,  entsprechend  den  32  Kristallklassen  des  vorigen 
Artikels,  wenn  wir  uns  die  Frage  stellen,  wie  viel  und  welche  Seiten- 
flächen auf  Grund  der  in  den  einzelnen  Klassen  bestehenden  Symmetrie 
zusammengehören.  Hierbei  haben  wir  die  Achsen  erster  und  zweiter 
Art  voneinander  zu  unterscheiden  und  im  Zusammenhang  damit 
nicht  nur  auf  die  Ricktungj  sondern  auch  auf  die  Lage  der  Grenz- 
flächen zu  achten.  Letzteres  ist  indes  nicht  so  zu  verstehen,  als  ob 
eine  bestimmte  Seitenfläche  nicht  ebensogut,  wenn  der  Kristall  unter 
andern  Umständen  gewachsen  wäre,  etwas  nach  innen  oder  nach  außen 
verschoben  sein  könnte;  es  handelt  sich  vielmehr  bloß  um  den  Unter- 
schied zwischen  Flächen  von  derselben  Richtung,  die  an  entgegengesetzten 
Seiten  des  Kristalls,  etwa  die  eine  oben  und  die  andere  unten,  liegen. 
Es  gibt  Fälle,  in  denen  solche  „gegenüberliegende"  Flächen,  wie  wir 
sie  nennen  wollen,  zugleicherzeit  vorkommen,  aber  auch  andere,  in 
welchen  sich  nur  eine  derselben  vorfindet;  man  kann  daher  nicht  sagen, 
daß  im  allgemeinen  das  Auftreten  der  einen  Fläche  notwendig  mit  dem 
Vorhandensein  der  andern  verbunden  sei. 

Im  allgemeinen  sind  nur  dann  zwei  gegenüberliegende  Flächen  als 
gleich  möglich  zu  betrachten,  wenn  der  Körper  zu  sich  selbst  invers 
ist,  mit  andern  Worten,  wenn  ein  Symmetriezentrum  berteht.    Invertiert 
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man  nämlich  irgend  ein  Polyeder^  (indem  man  es  zunächst  an  einer 
Ebene  spiegelt  und  dann  um  eine  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Achse 
über  180^  dreht);  dann  entsteht  ein  neuer  Körper ^  derart  daß  ent- 
sprechende Ebenen  in  diesem  und  dem  Original  gegenüberliegende 
Ebenen  sind,  und  zwar  liegen  solche  Ebenen  gleichweit,  aber  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  dem  ^^versionszentram'',  d.  h.  von  dem 
gemeinsamen  Schnittpunkte  aller  Verbindungslinien  korrespondierender 
Punkte.  Sind  nun  zwei  Kristalle  invers  zueinander,  so  müssen  wir 
annehmen,  daß,  wenn  E  eine  mögliche  Grenzfläche  des  einen  ist,  in 
der  Begrenzung  des  andern  die  gegenüberliegende  Ebene  vorkommen 
kann.  Demgemäß  involviert  die  Aussage,  ein  Kristall  sei  zu  sich  selbst 
invers,  daß,  wenn  die  Eigenschaften  seiner  Substanz  die  Existenz  einer 
gewissen  Ebene  zulassen,  die  gegenüberliegende  Ebene  ebensogut  mit 
denselben  verträglich  ist. 

§  18.  Bei  den  weiteren  Betrachtungen  kann  man  sich  des  Begriffs 
der  sogenannten  „einfachen  Kristallform^  bedienen,  um  diese  zu  er- 
halten, nehmen  wir  zunächst  im  Innern  des  Kristalls  einen  bestimmten 
festen  Punkt  0  an;  durch  diesen  legen  wir  alle  Symmetrieachsen,  so- 
wie die  kristallographischen  Achsen^^und  überdies  betrachten  wir  ihn, 
sobald  von  einer  Inversion  die  Riede  ist,  als  das  Inversionszentrum. 
Wir  legen  femer  irgend  eine  Grenzfläche  E  zugrunde  und  machen 
von  dem  Vorhandensein  von  Symmetrieachsen  oder  eines  Symmetrie- 
zentrums Gebrauch,  um  aus  dieser  Fläche  andere  abzuleiten.  Wenn  ein 
Symmetriezentrum  existiert,  so  ist  die  neue  Ebene,  wie  wir  bereits 
wissen,  die  gegenüberliegende  von  E.  Besitzt  aber  der  Kristall  eine 
Symmetrieachse  mit  dem  Drehimgswinkel  d",  dann  drehen  wir,  indem 
wir  den  Kristall  selbst  festhalten,  die  Fläche  E  um  die  Achse  in  der 
einen  oder  andern  Richtung  über  den  Winkel  d;  Die  dadurch  erhaltene 
Ebene  möge  ^  heißen.  Auch  diese  ist  eine  mögliche  Ghrenzfläche  des 
Kristalls,  wenn  die  Achse  von  der  ersten  Art  ist.  Dagegen  können  wir 
das  nicht  behaupten,  wenn  wir  es  mit  einer  Achse  zweiter  Art  zu  tun  haben, 
wenn  also  der  Kristall  nach  einer  Rotation  d"  invers  zu  sich  selbst  in 
der  ursprünglichen  Lage  ist.  Dann  ist,  wie  man  leicht  sieht,  nicht  E', 
sondern  die  ihr  gegenüberliegende  Ebene  E"  eine  Fläche,  von  der  man 
sagen  kann,  daß  sie  ebensogut  wie  die  ursprüngliche  in  der  Begrenzung 
des  Kristalls  vorkommen  kann. 

Je  nach  der  Art  der  Achse  ist  also  entweder  E'  oder  E''  die  neue 
Grenzfläche,  die  sich  aus  der  angenommenen  E  ergibt.  Zu  beiden 
Flächen  wird  man  nur  dann  geführt,  wenn  die  Achse  sowohl  von  der 
ersten  als  auch  von  der  zweiten  Art  ist,  wenn  also  der  Kristall  ein 
Symmetriezentrum  besitzt. 

Wenn  es  außer  der  betrachteten  noch  andere  Achsen  gibt,  so  kann 
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man  auch  diese  benutzen,  um  aus  JE  neue  Flächen  abzuleiten,  und  man 
kann  auch  von  jeder  Mache,  die  man  bereits  aus  einer  andern  abgeleitet 
hat,  mit  Hilfe  der  verschiedenen  Achsen  und  eyentuell  des  Symmetrie- 
zentrums wieder  zu  neuen  Ebenen  übergehen.  Man  setze  nun  dieses 
Verfahren  fort,  bis  sich  keine  neuen  Ebenen  mehr  ergeben.  Die  Fläche  JEy 
Yon  der  man  ausgegangen  ist,  und  die  verschiedenen  daraus  abgeleiteten 
Flachen,  als  vollständige  oder  teilweise  Begrenzung  eines  gewissen  Raumes 
gedacht,  machen  dann  die  einfache  Kristallform  aus. 

Allerdings  ist  diese,  auch  wenn  die  Symmetrieachsen  gegeben  sind, 
noch  nicht  völlig  bestimmt,  da  man  die  ursprüngliche  Ebene  E  durch 
eine  andere  ersetzen  kann.  Dabei  bleibt  jedoch,  wenn  man  dieser  Ebene 
nicht  gewisse  ganz  spezielle  Lagen  gibt,  der  allgemeine  Charakter  der 
erhaltenen  Figur  ungeändert.  In  diesem  Sinne  kann  man  sagen,  daß 
letztere  für  die  betreffende  Eristallklasse  charakteristisch  ist. 

Was  nun  die  einfachen  Eristallformen  in  den  einzehien  Klassen 
anbelangt,  so  werden  wir  uns  auf  einige  Beispiele  beschränken.  Wir 
wählen  diese  so,  dafi  sie  einen  bemerkenswerten  Umstand  hervortreten 
lassen.  Es  kommt  nämlich  vor,  daß  man  aus  der  Kristallform  einer 
Klasse  Ä  die  einer  Klasse  B  dadurch  erhält,  daß  man  die  Hälfbe  der 
Seitenflächen  fortläßt.  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  die  Form  von  A 
als  holoedrisch  und  die  von  B  als  hemiedrisch.  Gibt  es  nun  noch  eine 
dritte  Klasse  C,  deren  KristaUform  aus  der  Hälfiie  der  bei  B  vorkommen- 
den Flächen  besteht,  so  wird  diese  im  Vergleich  mit  A  tdartoedrisch 
genannt. 

§  19.  Als  erstes  Beispiel  sollen  uns  die  Kristalle  mit  vier  drei- 
zähligen  Achsen  dienen.  Wir  legen  die  in  §  16  angenommenen  kristallo- 
graphischen  Achsen,  die  wir  OX,  OF,  OZ  nennen,  zugrunde  und  be- 
bezeichnen mit  dem  Symbol  (p,  g,  r)  eine  Grenzfläche,  deren  Koordi- 
naten p,  q,  r  sind,  wobei  wir  jetzt  positive  und  negative  Koordinaten 
zu  unterscheiden  haben.  Von  einer  Ebene  ausgehend,  erhalten  wir  nun 
durch  wiederholte  Rotation  um  die  dreizähligen  Achsen,  die,  wie  wir 
sahen,  jedenfalls  erster  Art  sind,  folgende  Gruppe  von  12  Flächen. 


(    P,       3»  ♦■), 

(     9,       r,  p),     (     r,      p,  q), 

0,  -  «,  -  r), 

ii,       r,      p),     (r,      p,       q), 

(    P,  <1,       r), 

(     <?,  »•,      P),     (     »•>  P,       9), 

(    P,       Q,  r), 

(     9,       r,p),     (     r,       p,  q).\ 

(9) 


Wenn  nun  die  dreizähligen  Achsen  nur  von  der  ersten  Art,  und  die 
Achsen  OX,  OF,  OZ  nur  zweizählig  (und  nicht  vierzählig)  sind,  in 
welchem  Fall  auch  diese  letzteren  von  der  ersten  Art  sind,  so  führt 
weder  die  Rotation  um  eine  dreizahlige  noch  die  um  eine  zweizahlige 


(10) 
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Achse  zu  neuen  Flächen;  dann  ist  also  (9)  die  vollständige  Darstellung 
der  einfachen  Eristallform. 

Neue  Flächen  kommen  aber  hinzu^  sobald  OX,  OF,  OZ  vier- 
zählige  Achsen  sind^  und  also  auch  die  im  vorigen  Artikel  genannten 
sechs  zweizähligen  Achsen  auftreten.  Indem  wir  uns  zunächst  noch  an  die 
Voraussetzung  halten^  daß  ein  Symmetriezentrum  nicht  existiert,  unter- 
scheiden wir  die  Kristalle  mit  vierzähligen  Achsen  erster  und  mit  solchen 
zweiter  Art.  Im  ersten  Fall  gesellen  sich  zu  den  Flächen  (9)  noch  die 
neuen  Ebenen 

(     Pj-r,       q),  (     qj-Py       r),  (     r,  -  5,       p),^ 

(    P,       r,-q),  (     q,      p,-r),  (     r,       ?,-!>), 

(-/>;       r,       q),  (-q,       p,       r),  (- r,       q,       p), 

(-!>,  -r,  -  q),  (-  q,  -p,  -  r),  (-  r,  -  q,  -p). 

Im  zweiten  Fall  dagegen  sind  die  neuen  Ebenen,  zu  welchen  die 
Existenz  der  vierzähligen  Achsen  uns  führt,  die  gegenüberliegenden 
von  (10). 

Indem  wir  nun  schließlich  noch  den  Einfluß  eines  Symmetrie- 
zentrums beachten,  gelangen  wir  zu  folgender  Übersicht. 

Klasse  [3(4),  4(3),  6(2),  C].    Holoedrische  Form,  bestehend  aus 

denFlächen(9),  (10)  und  den  gegenüberliegenden.  (48  Flächen.) 

„       [3^(4),  4»  (3),  6^(2)].     Hemiedrische  Form,  bestehend  aus 

den  Flächen  (9)  und  (10).  (24  Flächen.) 
„       [3*  (4),  41  (3),  6*  (2)].     Hemiedrische  Form,  bestehend   aus 
den    Flächen  (9)    und    den    g^enüberliegenden    von  (10). 
(24  Flächen.) 
„       [4(3),  3(2),  C].     Hemiedrische  Form,   bestehend   aus  den 

Flächen  (9)  und  ihren  gegenüberliegenden.  (24  Flächen.) 
,,       [4^  (3),  3^(2)].  Tetartoedrische  Form  mit  den  12  Flächen  (9). 

§  20.  Ein  zweites  Beispiel  liefern  uns  die  Klasse  [3(2),  C]  und 
einige  andere,  die  es  nahe  liegt  mit  ihr  zu  vergleichen.  Von  den  drei 
zweizähligen  Achsen  wollen  wir  uns  der  Anschaulichkeit  wegen  die 
eine  vertikal  gestellt  denken.  Ist  nun  auch  ein  Symmetriezentrum  vor- 
handen, so  ist  die  einfache  Kristallform  ein  Oktaeder,  das  sich  aus 
zwei  mit  den  rhombischen  Grundflächen  gegeneinandergestellten  Pyra- 
miden zusammensetzt.  Wir  wollen  die  vier  oberen  Flächen  in  der 
Reihenfolge,  in  der  sie  sich  aneinander  anschließen,  mit  a,  ß,  y,  S  be- 
zeichnen, die  vier  unteren  aber  mit  a',  ß\  /,  d',  und  zwar  soll  a  an  a 
stoßen,  ß'  an  ß,  usw.,  so  daß  a  und  y'y  ß  and  d'y  usw.  je  ein  Paar  gegen- 
überliegender Flächen  sind. 

Der  Form  (a,  /S,  y,  *,  «',  ß\  /,  r)  in  der  Klasse  [3  (2),  C],  die 
wir  holoedrisch  nennen  können,   stellen   sich  drei  Hemiedrien  gegen- 
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über,  nämlich  die  Formen  (a,  y,  /J',  d')  in  der  Klasse  [3^(2)],  (a,  /3, 
y,  *)  in  der  Klasse  [1^2),  2»  (2)]  nnd  (a,  y,  a\  /)  in  der  Klasse 
[1  (2)^  (7]y  wobei  wir  angenommen  haben,  daß  die  einzige  zweizahlige 
Achse  erster  Art  oder  die  einzige  zweizahlige  Achse  die  vertikale  Rich- 
tung hat.  Femer  gibt  es  drei  tetartoedrische  Formen.  Diese  sind:  (a,  y) 
in  der  Klasse  [1*(2)],  («,  a')  in  der  Klasse  [1*(2)]  und  (a,  /)  in  der 
Erlasse  [0,  C].  Man  könnte  sogar  noch  einen  Schritt  weiter  gehen 
nnd  die  aus  der  einzigen  Flache  a  bestehende  Form,  welche  der  Klasse  [0] 
zukommt,  als  Hemiedrie  einer  der  zuletzt  genannten  Formen  auffiussen. 
Die  angefQhrten  Beispiele  zeigen,  daß  eine  Hemiedrie  aus  der  holo- 
edrischen Form  durch  das  Fehlen  entweder  eines  Sjmmetriezentrams 
oder  gewisser  Symmetrieachsen  entstehen  kann.  Demzufolge  gibt  es 
Hemiedrien  verschiedener  Art,  die  man  in  der  Ejristallographie  auch 
durch  geeignete  Benennungen  voneinander  zu  unterscheiden  pflegt. 


XIV. 


De  rinflnence  du  moavement  de  la  terre  snr  leg  phinomines  lumineux. 

(Archives  n^erlandaises,  21  [1887],  p.  103.) 


§  1.  L'aberration  de  la  lamiäre^  qui,  selon  la  th^orie  de  remission, 
resolte  directement  de  la  composition  de  deux  mouTements  rectilignes, 
est  beaucoup  moins  facile  a  expliquer  dans  la  theorie  des  ondulations. 
Tandis  que  le  mouvement  de  particules  lumineuses  emises  par  an  astre 
peut  etre  consid^re  comme  ind^pendant  du  mouvement  de  la  terre,  11 
n'en  est  pas  de  meme  de  la  propagation  d'ondes  lumineuses,  si  le 
milieu  dans  lequel  eile  s'opere  est  lui-meme  entraine  par  notre  planete. 
Dans  la  theorie  ondulatoire  on  est  donc  conduit  a  considerer  en  premier 
lieu  dans  quelle  mesure  T^ther  participe  au  mouvement  des  corps  qui 
le  traversent.  L'examen  de  cette  question  n'interesse  pas  seulement  la 
theorie  de  la  lumi^re,  il  a  acquis  une  importance  bien  plus  generale, 
depuis  qu'il  est  devenu  probable  que  Tether  joue  un  röle  dans  les  phe- 
nom^nes  de  Telectricite  et  du  magnetisme. 

§  2.  FresneP),  comme  on  sait,  a  admis  que  T^ther,  pr^s  de  la  terre, 
ne  participe  pas  au  mouvement  de  celle-ci,  de  sorte  que  les  vibrations 
lumineuses  emanees  d'une  etoile  se  propagent  jus- 
qu'ä  la  surface  de  notre  globe,  sans  etre  en  rien 
affectees  par  son  mouvement.  Soit  S  A  (fig.  16)  la 
direction  dans  laquelle  nous  arrive  le  moavement 
lumineux  de  l'etoile  S\  perpendiculairement  u  cette 
direction  plafons  un  ecran  opaque  F^,  perce  d'une 
Ouvertüre  a^  \.  Nous  supposerons  que  cet  ^cran 
soit  entraine  par  la  terre  dans  son  mouvement,  que 
nous  nous  representerons  dirig^,  dans  la  figure,  de  \^  i^ 
gauche    a    droite;    ce   mouvement   n'affecte   point  pig.  le. 


S 


Wj; 


')  Lettre  de  Fresnel  ä  Arago,  Sar  rinflaence  du  mouvement  terrestre  dans 
quelques  ph^nomönes  d'optique,  Ann.  de  chim.  et  de  phjs  9  (1818),  p.  67,  (Euvres 
completes  de  Fresnel  2,  p.  627. 
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r^ther  environnant.  Tous  les  points  de  rouverture  sont  atteints  au 
meme  instant  par  une  Vibration  provenant  de  S]  ils  deviennent  alon, 
d'apr^s  le  principe  deHuygens^  de  nouveaux  centres  d'ebranlement  ponr 
l'^ther  situ^  derri^re  F^,  et  en  chaque  point  de  ce  milieu  le  mouve- 
ment  lumineux  est  le  resultat  de  Tinterference  des  mouvemente  emis 
par  les  diffi^rents  points  de  Touverture. 

Dans  la  theorie  de  la  difiEraction  on  fait  voir  que,  lorsqne  Tecran 
est  immobile^  l'intensite  lumineuse  n'a  une  valeur  appreciable  qa'a 
rint^rienr  du  cylindre  ayant  a^  b^^  pour  base^  et  dont  les  g^neratrices 
Ol  c  sont  paralleles  k  SA,  du  moins  si,  comme  je  le  supposerai,  la 
largeur  de  Touverture  est  tr^s  grande  en  comparaison  de  la  longueui^ 
d'onde. 

Lorsque  Tecran  se  meut^  les  choses  se  passent  un  peu  autrement^ 
Un  point  P,   en  arri^re  de  Tecran^  re^oit  ä  Tinstant  t  un  mouvemenfe 
lumineux  de  tous  les  points  du  plan  V^  qui  se  trouyaient  dans  Touvertur^ 
mobile  au  moment  oü  ils  devaient  ^mettre  une  Vibration  pour  qu'ell^ 
arrivät  en  P  ä  l'instant  indique.  Les  points  de  F^  etant  ä  des  distancea 
inegales   de  P,  la  partie  de  ce  plan  ä  laquelle  P  doit  son  mouvement 
occupe  une  etendue  qui  ne  coincide  pas  tout  ä  fait  avec  la  largeur  de 
l'ouverture.     Considerons   le  cas   oü   P  se   trouve    a  droite    du  miliea 
du  faisceau  transmis  par  Touverture.     Si  Tecran  avait  la  position  re- 
presentee  par    la  figure    au  moment  oü  partait  de  a,   le  mouvement 
lumineux  qui  arrive  en  P  a  l'instant  t,  il  est  clair  qu'au  moment  poste- 
rieur^  oü  une  Vibration  doit  partir  de  Telement  de  l'ouverture  situe  le 
plus  ä  droite  pour  atteindre  P  ä  ce  meme  instant,  l'ecran  sera  l^re- 
ment  d^place,  de  teile  mani^re,  par  exemple,  que  le  bord  6^  sera  parrena 
en  b\.  Le  point  P  re9oit  par  cons^quent,  au  moment  t,  le  m^me  monfe- 
ment  lumineux  que  si  Tecran  etait  immobile,  mais  que  Touvertore  eüt 
la  largeur  a^  b\.  De  ce  que  je  viens  de  rappeler  concemant  la  diffinction 
par  une  Ouvertüre  immobile,  il  suit  alors  que  Tintensite  lumineuse  en 
P  sera   appreciable  ou   non,   suivant  que  Tangle  a^  b\  P  est  aiga  on 
obtus.     P  est  donc  situe  ä  la  limite  de  la  lumiere  et  de  robscurit^ 
lorsque  la  perpendiculaire  abaissee  de  P  sur  le  plan  F^   passe  par  le 

• 

point  oü  le  bord  droit  de  l'ouverture  se  trouvait  ä  un  moment  qiu 
peut  etre  represente  par  ^  ---r>  i  designantla  longueur  de  cette  perpen- 
diculaire et  Ä  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumiere.  Une  condition 
analogue  existe  pour  l'autre  bord  du  faisceau  lumineux. 

Soit  maintenant  F,  un  second  ^cran,  pourvu  d'une  ouvertore  a^^ 
egale  h  a^  b^,  et  cherchons  ä  placer  cet  ecran  de  fa^on  que  tont  le 
mouvement  lumineux  transmis  par  a^  b^  soit  recueilli  en  o,  6,.  D&ignon» 
par  L  la  distance  des  deux  ecrans.  L'ouverture  a^  b^  doit  alors,  a 
l'instant  t,  occuper  une  position  teile  que  les  perpendiculaires  Masi» 
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de  ses  bords  sur  V^  rencontrent  les   bords  de  a^  b^  dans  la  Situation 

qu'ils  avaient  au  moment  ^  —  -j  •    H  soit  de  lä  qu'ä  un  mSme  instant 

les  deux    ouvertures  doiyent   ^tre   plac^es  l'une   par   rapport  ä  Tautre 
de   la   maniere   indiqu^e   par   la   fig.  16   et  determinee   par  l'equation 

tgo^ajC^-l^y  si  g  d^igne  la  vitesse  avec  laquelle  l'^cran  est  trans- 

porte  de  gauche  ä  droite. 

On  est  conduit  ainsi,  dans  lliypoth^se  de  Tether  immobile,  ä  Texpli- 
cation  connue,  qui  r^uit  Faberration  ä  la  composition  de  deux  mouye- 
ments  rectilignes. 

Si  nous  nous  representons  la  figure  enti^re  emportee  avec  la  terre, 
les  ouvertures  a^  h^,  a^  h^  consenrent  toujours  la  position  indiqu^e  dans 
la  fig.  17.     Le  mouyement   lumineux   transmis  ä     y;         ««3« 
un   certain  moment  par  o^  b^   se   retrouye   alors 
successiyement  dans  les  sections  ef,  gh,  etc.  du 
<*.ylindre  oblique  a^  b^  a^  b^,  Ce  cylindre  determine 
donc  le  mouyement  relatif  de  la  lumi^re  par  rap- 
port ä  la  terre;   nous   pouyons   lui  appliquer  la 
denomination  de  faisceau  lumineux  relatif,  et  donner 
aux  droites  qui  le  limitent,  telles  que  a^a^  et  b^b^,  le nom  de  rayons  relatif s, 

§  3.  D'apr^s  ce  qui  yient  d'^tre  dit,  Thypoth^se  de  Fresnel  rendrait 
immediatement  compte  de  Faberration  obsery^,  si  Ton  d^terminait  le 
lieu  des  corps  Celestes  au  moyen  de  deux  ecrans  opaques  ä  petites  ouyer- 
tures  qui,  etant  paralleles  ä  la  direction  dans  laquelle  ils  se  d^placent, 
ne  communiqueraient  aucunement  leur  mouyement  a  Fether.  Mais  nous 
faisons  usage  de  lunettes,  c'est-ä-dire  d'instruments  qui  sont  ferm^s  de 
tous  cot^,  et  c'est  lä  ce  qui  rend  n^cessaires  de  nouyelles  consid^rations. 

II  est  facile  de  montrer,  en  effet,  que  si  la  lunette  en  son  entier, 
ayec  toute  la  matifere  qu'elle  contient,  soit  dans  son  tube  soit  dans  le 
yerre  de  ses  lentilles,  participe  au  mouyement  de 
la  terre,  une  aberration  teile  que  nous  Fobser- 
yons  ne  saurait  exister,  meme  si  Fhypoth^se  de 
Fresnel  pouyait  etre  admise  pour  Fether  exte- 
rieur  ä  Finstrument.  Pour  le  faire  yoir,  je  suppose 
(fig.  18)  que  Fobjectif  0  de  la  lunette  soit  limite 
du  cöte  anterieur  par  une  face  plane.  Si  ä 
Finterieur  de  la  lunette  tout  est  en  repos  rela- 
tif, le  mouyement  lumineux  y  sera  enti^rement 
determine  des  qu'on  connaitra  les  ebranlements 
que  cette  face   anterieure   re^oit;    si   tous   ses 

points  sont  constamment  frapp^s  par  des  yibrations  de  m^me  phase,  le 
mouyement  lumineux  sera  concentr^  au  foyer  principal  F  de  Fobjectif. 
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Supposons  maintenaiit  que  Taxe  de  la  lunette  soit  dirige  aar  le 
Heu  reel  d'une  etoile  et  que  riustrument  se  deplace  avec  la  terre  dans 
une  direction  perpendiculaire  ä  cet  axe.  Les  ondes  lumineuses  G  de 
Tetoile  sont  alors  parallMes  a  la  face  anterieure  de  Oy  de  sorte  que 
la  phase  sera  effectivement  la  meme  pour  tous  les  points  de  cette  &ce; 
la  circonstance  que  la  face  glisse  le  long  des  ondes  ne  change  rien  a 
cette  ^galite  de  phase.  L'image  de  l'etoile  devrait  donc  se  former  en  JP, 
tout  comme  si  la  lunette  etait  immobile.  Or,  de  fait^  eile  se  forme  h  une 
certaine  distance  ä  cöte  de  jP. 

On  est  donc  bien  force,  meme  pour  ce  cas  tr^s  simple^  de  renoncer 
ä  ridee  que  tout  ce  qui  est  contenu  dans  la  lunette  participe  au  mou- 
vement de  la  terre.  L'hypoth^se  requise  pour  expliquer  dans  ce  cas 
Taberration  observee  a  dejä  ete  etablie  par  Fresnel.  Elle  reyient  ä 
admettre  que  T^ther  libre^  interpos^  entre  les  molecules  d'un  corps^  par 
exemple  du  yerre  dont  est  forme  Tobjectif,  ne  partage  pas  le  mou- 
vement que  la  mati^re  ponderable  poss^de  en  commun  avec  la  terre^ 
et  qu'en  consequence,  lorsque  des  ondes  lumineuses  se  propagent  dans 
une  matiere  ponderable^  leur  vitesse  de  propagation  par  rapport  a  cette 
demiere  ne  devra  etre  composee  qu'avec  une  partie  de  la  vitesse  dont 
sont   animees   les   molecules   pond^rables.    La  fraction   qui   represente 

cette  partie,  le  coefficient  d'entrainement  de  Fresnel,  est  1 1,  «  desig- 

nant   Tindice   de  refraction   absolu    du  milieu    quand  il  se  trouve  en 
repos. 

En  realite,  ce  n'est  que  cette  demiere  supposition,  concemant  la 
mesure  dans  laquelle  les  ondes  lumineuses  prennent  part  au  mouvement 
de  la  matiere  ponderable,  qui  est  necessaire  pour  expliquer  Taberration 
qu'on  observe  avec  une  lunette,  et  ce  n'est  que  pour  servir  de  fonde- 
ment  ä  cette  supposition  que  Thypoth^se  sur  la  maniere  dont  se  com- 
porte  Tether  libre  interpose  entre  les  molecules  ponderables  a  ete  in- 
troduite   par  Fresnel.     En  tout  cas,   pour  que  les  ondes  lumineuses 
ne  partagent   pas  en  entier  le  mouvement  de  la  matiere  ponderable,  il 
est  certain  qu'il  doit  exister,  dans  un  corps  transparent^  quelque  chose 
qui  ne  possede  pas  ce  mouvement,  ou  qui  ne  le  possMe  qu'en  partie. 
D'ailleurs,  la  parfaite  permeabilit^  des  corps  pour  Fether  est  deja  im- 
plicitement  comprise  dans  Thypoth^se  fondainentale  de  toute  la  th^rie 
de  Fresnel;  ce  n'est  qu'en  admettant  cette  perm^abilite  pour  la  iem 
enti^re,  qu'on   peut  se   representer  Fether  en  repos  jusqu'au  voisinsge 
immediat  de  la  terre. 

Fresnel  ne  laissa  pas  d'indiquer  quelques  consequences  de  sath^rie. 
En  premier  lieu,  il  donna  Fexplication  de  Texperience  par  laqaeDe 
Arago  avait  montre  que,  lorsque  la  lumiere  d'une  etoile  traverse  an 
prisme,  les  rayons  relatifs  (§  2)   sont  devies  suivant  les  lois  ordinaii^ 
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de  la  refraction^  de  sorte  que  tout  se  passe  comme  si  la  terre  etait  immo- 
bile et  comme  si  ces  rayons  relatifs  etaient  des  rayons  absolus.  En 
second  liea,  Fresnel  remarqua  que,  si  le  coefficient  d'entrainement  a  la 

valeur  1 1 ,  raberration  observee  n'eprouve  pas  de  modification  lors- 

qne  le  tube  de  la  lunette  est  rempli  d'un  liquide  (experience  de 
Boscovich). 

Apr^B  Fresnely  divers  savants  ont  examine  les  consequences  aux- 
quelles  conduisent  ses  hypotheses  et  les  ont  comparees  avec  les  r^sultats 
de  quelques  experiences.  Je  ne  citerai  que  Stokes^),  Hoek*),  Veit- 
mann') et  Ketteier*). 

§  4.  Bien  que  Stokes  ait  contribue  ä  deyelopper  la  th^orie  de 
Fresnel;  Thypoth^se  fondamentale  de  ce  demier  lui*parut  si  peu  ad- 
missible,  qu'il  rechercha  si  Taberration  ne  pourrait  pas  ^tre  expliqu^e  tout 
anssi  bien  en  supposant  que  rether^  au  voisinage  de  la  terre^  est  entrain^ 
par  Celle- ci.  Dans  son  premier  memoire  ^)  sur  le  phenomene^  il  conclut 
qu'on  peut;  en  effet,  donner  une  pareiUe  explication,  ä  la  seule  con- 
dition  d'admettre  que  le  mouvement  de  l'^ther  est  tel  qu'il  y  ait  un 
potentiel  de  vitesse. 

Stokes  fait  d'abord  remarquer  que  le  mouvement  de  Tether  doit 
influer  sur  la  direction  des  ondes  lumineuses  emises  par  un  corps 
Celeste.    Soit,  en  effet,  P  Q  (fig.  19)  une  de      p  q, 

ces  ondeS;  ä  un  moment  t  oü  le  mouvement 
lumineux  a  dejä  penetr^  dans  Tespace  oü 
Tether  est  entraine  par  la  terre.  Le  principe 
de  Huygens  fait  connaitre  la  position  de 
cette  onde  apr^s  l'element  de  temps  dt  Si 
les   yibrations  lumineuses   constituaient   le  ~        Fig.  19. 

seul  mouvement  qui  existe  dans  Tether,  il 

se  serait  forme  durant  le  temps  dty  autour  d'un  des  points  P  de  P  Q, 
une  onde  ^lementaire  sph^rique^   ayant  P  pour  centre  et  Ädt  pour 


^)  G.  G.  Stokes,  On  the  aberration  of  light,  Phil.  Mag.  (8)  28  (1846),  p.  76; 
Mathematical  and  physical  papers,  Cambridge  (1883)  1,  p.  141. 

*)  M.  Hoek,  De  rinflnence  des  mouvements  de  la  terre  sur  les  ph^nom^nes 
fondamentaax  de  Toptique  dont  se  sert  rastronomie,  Recherches  astronomiqnes  de 
rObservatoire  d'ütrecht  1  (1861),  p.  1;  Astr.  Nachr.  54  (1860),  p.  145. 

*)  W.  Veltmann,  Über  die  Fortpflansung  des  Lichts  in  bewegten  Medien, 
Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  150  (1878),  p.  497. 

*)  E.  Kette  1er,  Über  den  Einfloß  der  astronomischen  Bewegungen  auf  die 
optischen  Erscheinungen,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  144  (1872),  pp.  109,  287,  868, 
550;  146  (1872),  p.  406;  147  (1872),  p.  404;  Astronomische  ündolationstheorie, 
Bonn,  1873. 

«)  Stokes,  On  the  aberration  of  light,  Phil.  Mag.  (8)  27  (1845),  p.  9;  Ma- 
thematical  and  physical  papers  1,  p.  184. 
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rayon,  Ä  etant  de  nouvean  la  vitesse  avec  laquelle  la  lumiere  se  pro- 
pi^e  dans  Tether  immobile.  Mais  nous  yenons  de  supposer  que  T^her 
86  meut  avec  la  terre.  De  quelque  mani^re  que  ce  mouvement  yane 
d'un  point  ä  un  autre,  la  yitesse  pourra  etre  regardee  comme  ajant  parioat 
la  m§me  valenr  et  la  m§me  direction  dans  Tespace  infiniment  petit  dans 
lequel  se  propagent  durant  le  temps  dt  les  yibrations  parties  de  P. 
Nou8  devons  nous  figurer  que^  en  mSme  temps  que  T^branlement 
s'etend  autour  de  P  suivant  une  Sphäre,  cette  sphere  entifere  se  d^plaoe 
avec  r^ther  dans  lequel  eile  se  developpe.  L'onde  elementaire  devient 
donc  (si  nous  supposons  la  figure  elle-m^me  immobile  dans  FeBpaee) 
la  Sphäre  Sy  d^crite  avec  le  rayon  Adt  autour  de  P"  comme  centre, 
PP'  etant  le  chemin  parcouru^  dans  le  temps  dt,  par  l'^ther  qui  d'abord 
se  trouyait  en  P. 

Construisons  de  la  m^me  maniere  les  ondes  elementaires  correspon- 
dant  aux  autres  points  Q,  etc.  de  Tonde  PQ]  la  surface  enveloppe 
Pj  Qi  de  toutes  ces  sph^res  nous  donnera  la  position  de  Tonde  apr^ 
le  temps  dt. 

Cette  surface  sera  gen^ralement  courbe^  meme  si  l'onde  P  Q  etait 
encore  plane;  mais  pour  les  parties  des  ondes  qui  peuyent  entrer  dans 
nos  Instruments  nous  pourrons   negliger  cette  courbure.     Quant  a  li 
direction  de  P^  Q^,  eile  sendt  la  m^me  que  celle  de  P  Q,  si  sur  tonte 
r^tendue    de  Tonde   la  yitesse   de  l'ether   ayait   la  meme   grandenr  et 
la  mSme  direction,  et  si   par  consequent  PP'  et   QQ'  etaient  egaox 
et   paralleles.     Des   que   cela   n'est   pas    le  cas,    Tonde   a  chang^  de 
direction  et,  en  se  propageant  plus  loin,  eile  subira,   pendant  chsqne 
Clement    de    temps,    une    nouyelle    rotation    semblable.      SUe    atteint 
donc  la  surface  de  la  terre  ayec  une  autre  direction  qu'elle  ne  posse- 
dait  lorsqu'elle  se  mouyait  encore  dans  Fether  immobile,  en  dehors  da 
rinflnence   de   la  terre.     Si  maintenant,   prfes   de   la  sur£ace   terrestre, 
Tether  a  le  meme  mouvement  que  celle-ci,  et  si  par  consequent  tout  es^ 
en  repos  relatif  dans  Tespace  oü  sont  install^s  nos  instruments  d'obaer-' 
vation,  nous  attribuerons  ä  la  lumiere  la  direction  perpendiculaire  an^ 
ondes  teUes  qu'elles  arrivent  dans  cet  espace,  et  cette  direction  differer^ 
z  de  Celle  oü  F^toile  se  trouve  en  r^alit^. 


P 


^  §  5.     Pour  que  cette  deviation  soit  prWn^ 

a,   ment  Taberration  qu'on  observe,  il  est  necessair^ 
de  supposer  que  dans  le  mouvement  de  T^th^ 


— ~      les  composantes  de  la  vitesse,  t«,  v,  «?,  puisseo^ 


0  "X^ 

Fig.  io.  ^tre  regard^es  comme  les  derivees  partielles, 

rapport  aux  coordonnees  Xy  y,  z,   d'une  mten^ 

fonction.     Pour  le  faire  voir,  consid^rons   une  partie  AB  (fig.  20)  d© 

la  surface  terrestre,  assez  petite  pour  qu'elle  puisse  ^tre  r^^ardft  oomiBtf 


i 
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plane;  supposons  que  la  vitesse  de  ta  terre  soit  dirigee  parallMement 
a  cette  sur&ce,  et  prenons,  Taxe  des  x  dans  cette  direction.  Nous 
ilevrons  alors  admettre,  d'apiis  les  idees  de  Stokes,  que  I'^ther 
possMe,  pr^s  de  AB,  ane  vitesse  egale  en  grandeur  et  en  direction. 
L'aberration  obsery^  dopend  de  cette  vitesse,  ou,  ce  qui  reyient 
au  m^me,  de  la  di£B6rence  entre  les  valears  de  t«  ä  la  surface  terrestre 
et  ä  quelqne  distance  de  cette  surface,  difference  qui  est  determin^e 

par  les  valeurs  du  coefficient  differentiel   -g-,   si  l'axe  des  z  est  choisi 

comme  le  montre  la  fignre.  La  rotation  que  l'onde  P  Q  subit  d'aprte 
les  raisonnements  de  Stokes,  et  par  laquelle  eile  prend  par  exemple  la 
Position  P^  Q^j  est  due,  au  contraure,  ä  Tin^galit^  des  yitesses  normales 
a  l'onde  qui  existent  dans  les  diff^rents  points  de  cette  demi^re.  Lorsque 
les  ondes  sont  d'abord  exactement  perpendiculaires  h  Taxe  des  e,  et 
qu'ensuite,  apr^  avoir  subi  une  l^^re  rotation,  elles  le  sont  encore  ä 

peu  pr^s,  cette  rotation  dopend  des  valeurs  de  ^— ,  et  le  raisonnement 

de  Stokes  ne  conduira  ä  l'aberration  observee  que  s'ilya  quelque  relation 

entre  les  deriv^s  -^-   et  -^ .     Or,   tel   est   le   cas   quand  il  existe  un 

poteutiel  de  vitesse:  les  deux  expressions  sont  alors  ^^es  Tune  h  Tautre. 
Par  un  calcul  simple,  Stokes  d^montre  que,  si  udx  +  vdy  +  wde 
est  une  differentielle  exacte,  la  rotation  des  ondes  consid^r^  au  §  4  donne 
lieu  dans  tous  les  cas  ä  une  aberration  teile  qu'on  l'observe. 

§  6.  Gela  exige  toutefois  que,  prte  de  la  surface  terrestre,  Fether 
ait  exactement  la  mtoe  vitesse  que  la  terre.  Et  voilä  que  s'A^ve  une 
difficulte,  car  cette  condition  est  incompatible  avec  Texistence  d'un 
potentiel  de  vitesse. 

•L'bydrodynamique  nous  apprend,  en  effet,  que  le  mouvement  d'un 
fluide  incompressible  qui  s'^tend,  autour  d'une  sur£EU^  ferm^,  jusqu'ä 
l'infini,  est  enti^rement  determine,  d^s  qu'on  sait  qu'ilya  un  potentiel 
de  vitesse  et  lorsqu'en  outre  en  chaque  point  de  cette  surface  la  vitesse 
dans  la  direction  de  la  normale  est  donn^,  la  vitesse  devant  d'ailleurs 
Stre  nuUe  ä  une  distance  infinie.  Nous  pouvons  appliquer  cette  proposition 
au  mouvement  de  Tether  qui  environne  la  terre,  m^me  sans  lui  attribuer 
aucune  des  propri^tes  des  fluides  ordinaires,  car  la  proposition  est 
ind^pendante  de  ces  demi^res;  nous  admettons  seulement  l'incompressi- 
bilite  de  l'etber,  mais  c'est  ce  qu'on  fait  dans  toutes  les  theories  optiques. 

En  posant  donc  la  condition  qu'il  existe  un  potentiel  de  vitesse 
et  qu'en  chaque  point  de  la  surface  terrestre  la  composante  normale 
de  la  vitesse  soit  la  mSme  pour  Tether  et  pour  la  terre,  nous  avons 
dejä  completement  deflni  le  mouvement  du  premier.  Mais  alors,  en 
direction  tangentielle,  sa  vitesse  diff^rera  de  celle  de  la  terre. 

Loren ts,  WiMantchftfUioh«  Abhandlongwi.  88 
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Consid^rons  cette  demi^re  comme  une  sphfere 
de  rayon  R  (fig.  21)^  sapposons  qn'elle  se  meaye 
ayec  la  yitesse  g  snivant  Faxe  des  x,  prenons  le 
centre  pour  origine  des  coordoxm^,  et  d^ignona 
par  r  la  distance  au  centre  d'un  point  ext^rieur; 
les  yitesses  en  ce  point  seront  alors^  d'aprts  lea 
Fiff.  91.  conditions  prec^entes^ 

Cet  ^tat  de  monvooient  est  ^idemment  symetriqne  autour  de  l'axe 
des  X'y  en  se  bomant  k  consid^rer  ce  qni  a  lieu  dans  le  plan  xy^  on  a 
w^O,  etf  ai  6  est  Tangle  que  r  fait  ayec  OX^ 

f*=  2^-jT^(3co8*ö  —  1),  v=-^-^  gsmOcose, 

par  cons^quenty  ä  la  surface  de  la  terre^ 

1  8 

w  =  2^5^(3008*9  — 1),  V'=^-^g8m6coB0. 

De  la  on  d^oit  facilement  qu'en  nn  point  A  l'ether  anrait^  par 
rapport  ä  la  terre,  une  yitesse  relaiiye 

^g&mO 

dans  la  direction  AB, 

Je  laisserai  de  cote  la  qnestion  de  sayoir  si  le  monyement  dont 
il  s'agit  sera  stable^);  ce  qni  est  sür,  c'est  que,  si  F^ther  se  meut  de 
fa^on  qu'il  existe  un  potentiel  de  yitesse,  il  deyra  s'y  produire  des  cou- 
rants  parallMes  ä  la  surface  terrestre,  les  courants  les  plus  forts  se 
trouyant  aux  points  du  grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
h  la  yitesse  de  la  terre.  II  est  yrai  que  si  dans  toutes  les  obsenrations 
Fobjectif  de  la  lunettlB  ^it  protze  contre  ces  courants  par  des  parois 
imperm^bles,  Fexplication  de  Stokes  pourrait  encore  ^tre  admise.  Mais 
ce  n'est  pas  dans  de  telles  conditions  que  les  obseryations  astronomiques 
sont  faites. 

Sans  doute  on  peut  imaginer  des  ^tats  de  monyement  de  T^her 
dans  lesquels  Paccord  youlu  des  yitesses  k  la  surface  terrestre  est 
compl^tement  r^alis^.  Tel  est,  par  exemple,  le  monyement  repr^sent^ 
par  les  equations 


>)  Voii  StokeB,  On  the  aberration  of  light,  PbiL  Mag.  (3)  29  (1846),  p.  6 
(Papers  1,  p.  158);  On  the  Constitution  of  the  luminiferous  aether,  Phil.  Mag.  (8) 
32  (1848),  p.  848  (Papers  2,  p.  8). 
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v^^Bgxy     ^,     ,  w^-^Rgxz      ^,     . 

Les  yitesses  prendraient  ceci  yalenrs  si  Tether  ^tait  un  fluide  ä  frotte- 
ment  Interieur  (quelque  petit  qne  fQt  d'ailleurs  le  coefficient  de  frotte- 
ment),  et  qn'il  ne  püt  glisser  sur  la  8ur£Euse  de  la  terre. 

Pour  faire  voir  qu'avec  ce  mouvement  de  l'ether  la  non-^zistence 
d'nn  potentiel  de  yitesse  ferait  compl^tement  Schoner  l'explication  de 
de  raberration,  nous  n'aTons  qu'ä  consid^rer  nne  onde  plane  G  (fig.  21), 
d'abord  perpendiculaire  ä  Taxe  des  y  et  se  propageant  vers  la  terre 
le  long  de  cet  axe.  D'apres  la  theorie  de  Stokes,  Taberration  serait 
alors  proportionnelle  ä  l'int^grale 


f 


dv  j 


prim  le  long  de  Taxe  des  y;  Faberration  obserr^  est,  au  contraire,  pro- 
portiomielle  i. 

du 


f 


sy^y- 


Otj  pour  la  premi^re  int^gralq  on  trouve  +  i^;  tandis  que  la  seconde 
a  la  valeur  —  g. 

Stokes  a  encore  cherch^  ä  concilier  l'existence  d'un  potentiel  de 
yitesse  avec  le  repos  relatif  de  la  terre  et  de  T^ther  ambiant,  en  attri- 
buant  ä  Tatmosph^  une  influence  sur  le  mouyement  de  Tether. 

Aprfes  avoir  expos^  les  raisons  qui  pourraient  faire  admettre  que 
dans  le  mouvement  de  l'ether  il  existe  un  potentiel  de  yitesse,  il  con- 
tinue  comme  il  suit^): 

,,11  ressort  donc  de  ces  yues  sur  la  Constitution  de  T^ther,  que 

udx  +  vdy  +  todjs (a) 

doit  ^tre  une  diff^rentielle  exacte,  a  moins  que  cela  ne  seit  empeche 
par  Faction  de  Fair  sur  l'ether.  L'action  mutuelle  de  T^ther  et  de 
partieules  materielles  nous  est  trop  inconnue,  pour  que  nous  puissions 
tirer,  en  cette  matiere,  quelque  conclusion  bien  probable;  je  me  bomerai 
ä  risquer  la  coi]gecture  suiyante.  Conceyons  qu'ime  portion  de  l'ether 
seit  remplie  d'un  grand  nombre  de  corps  solides,  plac^s  ä  interyalles, 
et  Bupposons  que  ces  corps  se  meuvent  ayec  une  yitesse  tr^s  petite  en 
comparaison  de  celle  de  la  lumiere;  le  mouyement  de  l'ether  entre  ces 
corps   sera   encore   tel   que  (a)  soit  une  differentielle   exacte.     Mais  si 


')  Phü.  Mag.  (8)  29  (1846),  p.  8  (Papen  1,  p.  166). 
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ces  Corps  sont  suffisamment  nombreux  et  rapproches,  ils  devront  im- 
primer  ä  T^ther  interpose  entre  eux  soit  leur  propre  vitesse  tont  enti^re, 
soit  une  partie  consid^rable  de  cetie  vitesse.  Or  les  molfeoles  de  Fair 
peuvent  jouer  le  role  de  ces  corps  solides.  II  peut  donc  arriyer  qae 
(a)  soit  une  diffi^rentielle  exacte  et  que  n^nmoins  l'^ther,  prte  de  b 
surface  terrestre,  soit  en  repos  relativement  ä  la  terra.  La  seoonde 
de  ces  conditions  n'est  toutefois  pas  n^cessaire  poor  rexplication  de 
Taberration." 

Pour  le  moment  cette  demi^re  assertion  peut  Stre  laisa^  de  oöte^ 
car  dans  la  th^orie  de  Stokes,  sous  la  forme  que  neos  avoiui  examin^ 
jusqu'ici;   la  condition  dont  il  s'agit   est   bien  düment  n^ceBsaire.    Et^ 
quant  ä  la  dif&cult^  qui  nous   occupe,  je  ne  crois  pas  qu'elle  pnisse 
^tre  levee  par  les  considerations  qu'on  yient  de  lire.    Assnrementi  » 
une  partie  d'une  onde^  assez  petite  pour  pouToir  passer  entre  les  mole- 
cules  d'air  sans  en  rencontrer  une  seule^  pouvait  se  propager  sans  qae 
la  difiraction  lui  fit  perdre  enti^rement  son  caract^re^   la  direction  de 
cette  partie  snbirait^  lorsque   Ponde   p^^tre   de  l'espace   ofleste  dam 
Tatmosph^re,  la  rotation  uecessaire  pour   expliquer  Faberration.    Mais 
des  ondes  lumineuses,  capables  de  se  propager  comme  telles^  doirent 
avoir  une  largeur  bien  des  fois  sup^rieure  ä  la  distance  mutnelle  dei 
mol^cules  de  Fair.     Or^  si  Fon  veut  appliquer  ä  de  pareilles  ondes  les 
raisonnements   de  Stokes^  il  faut   entendre  par  u^  Vy  f€  les  yalears 
moyennes  que  les  composantes  de  la  yitesse  presentent  dans  un  fl^ment 
de  Yolume  qui  contient  un  grand  nombre  de  molecules.     Ces  Tiiesses 
moyennes  sont  de  nouveau,  en  g^n^ral^  des  fonctions  de  x,  y,  0,  mais  poor 
ces  fonctions  il  n'est  pas  necessaire  qu'il  y  ait  un  potentiel  de  yitesse, 
m^me  lorsque  tel  est  le  cas  pour  les  vitesses  r^lles  de  F^ther.  Qnand 

meme  la  relation  0-^0-  existe  pour  ces  demi^res  yitesses^  alors  que 

dans  ces  coefficients  diff!§rentiels  dx  et  dy  sont  infinimemt  petita  par 
rapport  ä  la  distance  des  mol^uleS;  cette  relation  peut  ne  pas  se  yänfisr 
lorsque  u  et  t;  sont  des  vitesses  moyennes  et  que  par  dx  et  dfi  (m 
entend  simplement  des  distances  trha  petites,  mais  Egales  ä  des  mdüfJ« 
eleves  de  la  distance  moleculaire. 

Si^  pour  prendre  un  cas  simple,  nous  remplaf  ons  la  terre  par  uns 
surface  plane,  au-dessus  de  laquelle  s'^tend  une  atmosph^,  si  noos 
admettons  que  cette  surfetce  plane  se  meut  arec  Fatmosphöre  sairiDt 
une  direction  situ^e  dans  le  plan  et  parallMe  ä  laquelle  nous  choisissooi 
Faxe  des  x,  et  si  enfin  nous  prenons  Faxe  des  z  perpendiculaire  au  pltf» 
les  vitesses  moyennes  en  question  seront  u  =  /"(js),  t?  =■  tr  —  0,  de  »ort« 
qu'il  n'y  aura  pas  pour  elles  im  potentiel  de  vitesse.  Avec  ces  vitetfes 
moyennes  on  ne  peut  pas  expliquer  Faberration,  et  effectivement^  l<nv- 
qu'une  large  onde  normale  ä  Faxe  des  g  se  propage  le  long  de  oet  axe,  I^ 
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pointB  du  plan  x  y  recevront  des  yibrations  de  m§me  phase^  tons  les 
el^ments  de  Tonde  pouvant  se  transmettre  de  la  meme  maniere  a  travers 
ratmosph^re. 

§  7.  Aprfes  avoir  expose  la  Üi^rie  que  nous  venons  de  resumer, 
Stokes  nous  fait  connaitre  nne  autre  manifere  de  Toir.^)  Lorsque  (fig.  19) 
Tonde  P  Q  s'est  propag^^  comme  il  a  ete  dit^  jusqu'en  P^  Q^ ,  on  peut 
appeler  P  P|  nn  ^^iiient  du  rayon  lumineux,  et  un  nouvel  dement  P^  P^ 
de  ce  rayon  sera  trouv^  de  la  meme  fa9ony  en  considä'ant  comment, 
pendant  im  second  dement  de  temps,  le  mouvement  vibratoire  se  propage 
ä  partir  de  P|  Q^.  Or^  Stokes  d^montre  que,  ihs  qu'il  existe  un  potentiel 
de  yitesse,  renchainement  des  fl^ments  PPi^  PtP%y  ^tc.  forme  une  ligne 
droite.  ;^fS  dit-il  ensuite,  ,,la  propagation  rectiligne  d'un  rayon  de 
lunüfere,  qui  ä  priori  semblerait  trte  susceptible  d'etre  alteree  par  le 
mouvement  communiqu^  ä  l'^ther  par  la  terre  et  les  corps  ehestes  qui 
le  traversent,  est  tacitement  suppos^  dans  Texplication  de  Taberration 
teile  que  la  donnent  les  trait^s  d'astronomie;  une  fois  cette  supposition 
justifiee,  tout  le  reste  suit  comme  d'ordinaire.^  Stokes  est  evidemment 
d'avis  que  Taberration  se  trouve  expliquee  de  cette  maniere,  mSme  si 
r^ther,  prfes  de  ta  terre,  est  en  mouvement  par  rapport  ä  celle-ci.  G'est 
la^  pandt-il,  ce  qu'il  a  en  vue,  dans  la  demi^re  des  phrases  eitles  au 
paragraphe  pr^deni 

Je  pense  toutefois  que  la  th^rie  modifi^  de  Stokes,  c'est  ä  dire 
la  th^orie  qui  n'exclut  pas  un  mouvement  relatif  de  la  terre  et  de  l'^er 
ambiant,  ne  parvient  pas  ä  expliquer  Taberration  avec  la  seule  donnee 
que  les  rayons  lumineux  se  propagent  en  ligne  droite.  En  effet,  apres 
Tavoir  obtenue,  on  se  trouve  au  meme  point  oü  la  theorie  de  Fresnel 
nous  place  d^s  le  debut.  Si  le  lieu  des  astres  etait  determin^  au  moyen 
de  deux  ecrans  ä  petites  ouvertures  qui  se  deplacent  par  rapport  ä 
l'^ther  dans  une  direction  parallele  ä  leurs  plans  (§  2),  la  theorie  ne 
laisserait  plus  rien  k  desirer.  Mais  eile  est  insufGsante  dfes  que  nous 
faisons  usage  d'une  lunette  fermee  de  toutes  parts.  Si  Ton  admet  qu'ä 
rinterieur  de  cet  instrument  tout  est  en  repos  relatif,  la  theorie  de 
Stokes,  tout  aussi  bien  que  celle  de  Fresnel,  est 
incapable  de  rendre  compte  du  phenomfene. 

Seit,  en  un  point  de  la  surfisu^e  terrestre,  ah 
(fig.  22)  la  direction  du  mouvement  relatif  de  Fether 
par  rapport  a  la  terre.  Nous  pouvons  alors  nous 
figurer  une  etoile  situee  dans  une  direction  teile, 
que  les  ondes  lumineuses  qu'elle  nous  envoie,  apr^s 
avoir  subi  la  rotation  mentionn^  au  §  4,  atteignent  Vig.  n. 
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la  terre  avec  nne  direction  G  parallMe  k  ab.  Prenons  maintenaat  la 
lanette  dont  il  fdt  question  dans  le  §  3,  et  pla^ onB-la  de  maniere  que 
Bon  axe  soit  perpendiculaire  k  G.  Lee  divers  points  de  la  hße  snii- 
rieure  de  Fobjectif  seront  alors  constamment  frapp^  par  des  yibra- 
tions  de  mSme  phase,  et,  si  dans  la  lanette  tout  est  en  repos  relatif, 
le  monvement  lumineux  deyra  se  concentrer  au  foyer  principal  J^, 
quelle  que  soit  la  direction  du  rayan  lumineux  en  dehors  de  Tin- 
strument.  Par  la  lunette  on  Terra  donc  T^toile  dans  une  direction 
perpendiculaire  k  G,  et  Taberration  qu'on  obserre  dependra  de  la  ro- 
tation  par  laquelle  les  ondes  ont  acquis  la  direction  G,  Par  conse- 
quent,  eUe  ne  serait  identique  ä  Faberration  reeUement  existante  que 
siy  prfes  de  la  terre,  T^ther  ne  se  mouTait  pas  par  rapport  k  celle-ci. 
Une  hypothese  accessoire  doit  donc  de  nouyeau  etre  faite,  et  oomme 
le  cas  offre  beaucoup  d'analogie  avec  celui  dont  il  a  ^t^  parl^  plus 
baut  (§  3),  ä  Focasion  de  la  th^orie  de  Fresnel,  il  ^tait  tout  natorel 
d'essayer  si  Ton  ne  pourrait  resoudre  la  difficult^  en  introduisant  dans 
la  th^orie  modifiee  de  Stokes  lliypothese  de  Fresnel  sur  rentrainement 
des  ondes  lumineuses  par  la  matiere  ponderable. 

§  8.  Je  reconnus  que  cela  est  effecÜTement  possible,  et  c'est  ainai 
que  je  fus  conduit  ä  ^tablir  une  th^rie  qui  peut  ^tre  regard^  comme 
issue  de  la  th^orie  modifiee  de  Stokes,  et  qui  comprend  en  meme  temps 
Celle  de  Fresnel  comme  un  cas  particulier.  II  peut  y  ayoir  quelque 
utilit^,  me  semble-t-il,  ä  faire  connaitre  cette  theorie  plus  generale. 

Je  suppose  donc  que  T^ther  qui  entoure  la  terre  est  anime  d'on 
mouvement,  dont  je  ne  rechercberai  pas  les  particularites,  mais  auquel 
j'attribuerai  un  potentiel  de  vitesse.  A  la  surface  de  la  terre,  ce  mouTe- 
ment  peut  etre  different  de  celui  de  la  matiere  ponderable.  J'admettrai 
de  plus  que  T^tber  contenu  dans  un  corps  transparent  participe  au  mouve- 
ment  de  Tetber  ext^rieur,  de  sorte  qu'au  debors  et  au  dedans  d'un  tel  corps 
les  composantes  de  la  vitesse  de  Tetber  peuvent  etre  repr^sent^es  par  des 
fonctions  continues  et  qu'il  en  est  de  m§me  du  potentiel  de  vitesse. 
Quant  aux  corps  opaques,  nous  n'introduirons  aucune  bypotb^se^  nouB 
pouvons  admettre  que  Tetber  s'y  comporte  comme  dans  les  mati^res  trans- 
parentes, mais  nous  pouvons  aussi  le  supposer  en  repos  par  rapport 
aux  mol^cules  du  corps  opaque.  La  cbose  se  laisse  encore  exprimer 
de  la  maniere  suivante.  Goncevons,  d'abord,  que  tous  les  corps  trans- 
parents  aient  et^  enleves  de  nos  appareils  d'observation  et  de  Tespace 
dans  lequel  ils  sont  plac^s.  Quel  que  soit  le  röle  qu'on  veuille  attribuer 
aux  corps  opaques,  qu'ils  soient  permeables  ou  non  pour  Tetber,  on 
pourra  alors  se  repr^senter  dans  ce  demier  un  monvement,  oü  il  y  a  un 
potentiel  de  vitesse  dans  tout  Tespace  en  debors  des  corps  opaques. 
Si,  par  exemple,  la  paroi  d'un  tube  de  lunette  est  impermeable,  nous 
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«dmetiarons  qu'ä  Text^rieur  du  tube,  et  k  Fint^eur  pr^s  de  Torifice, 
Tether  possMe  le  meme  mouvement  que  prendrait  an  fluide  incom- 
pressible^  sans  froUement^  daos  lequel  le  tube  se  d^placerait.  Lorsque 
ensuite  les  corps  transparents  sont  remis  ä  leur  place,  nous  supposerons 
qu'il  n'en  r^ulte  .  aucun  cbangement  dans  le  mouTement  de  T^ther, 
•c'est-a-dire  que  l'^Üier  intermoleculaire  se  meut  dans  ces  corps  de  la 
mtoe  mani^re  que  le  faisait  d'abord  mher  libre  qui  occupait  la  mdme 
place. 

Enfin,  je  fem  une  Hypothese  sur  la  propagation  de  la  Itunifere 
dans  un  corps  transparent  ä  travers  lequel  l'^ther  se  d^place.  La 
yitesse  relatiye  que  possMe  par  rapport  ä  ce  demier  la  mati^re  pon- 
-derable,  variera  en  g^ndral  d'un  point  k  un  autre,  mais  peut  6tre  regard^ 
comme  constante  dans  un  espace  infiniment  petit.  Je  supposerai  que 
la  fig.  23  soit  renfenn^  dans  un  tel  espace  et 
j'admettrai  qu'elle  est  en  repos  par  rapport  a  Tether, 
de  Sorte  que  la  mati^re  pond^rable  se  d^place  ä 
travers  la  figure.  Soient  ab  la  direction  de  ce  d6- 
placement,  r  sa  yitesse,  A  la  yitesse  ayec  laquelle 
Ja  lumi^re  se  propagerait  si  la  mati^  pond^rable 
et  r^ther  etaient  en  repos  relatif.  Dans  ce  demier 
cas,  le  mouyement  lumineux  partant  d'un  centre  de  Fig.  ss. 

yibration  s'^tendrait,  durant  le  temps  di,  dans  toutes 
les  directions  jusqu'ä  la  distance  Adt  Je  suppose  maintenant  que,  dans 
le  cas  actuellement  considere,  Tonde  ^mentaire  spherique  de  rayon  Ädt, 
qui  se  forme  autour  de  P,  soit  entrainee  ayec  une  yitesse  kr,  6gBle  k  une 
fraction  determin^  de  la  yitesse  r  de  la  matifere  ponderable,  de  sorte 
que,  si  la  droite  PP'  est  men^  parall^lement  k  ab  et  prise  ^ale  ä  krdt, 
c'est  autour  de  P'  comme  centre  qu'on  deyra  construire  une  sphere  ayec 
le  rayon  Adt  II  conyient  de  remarquer  que  l'ether  et  la  mati^re  pon- 
-d^rable  pourront  prendre  part^  Fun  et  l'autre,  au  mouyement  lumineux; 
rhypoth^  reyient  ä  ceci  que,  si  k  l'instant  t  un  ebranlement  existe  dans 
r^ther  et  la  mati^re  pond^rable  qui  sont  alors  au  point  P  de  la  figure, 
ce  m^me  ebranlement  se  trouye,  au  moment  t  +  dt,  dans  l'^ther  et  la  ma- 
ti^re  ponderable  qui  occupent  alors  les  points  de  la  surfiEU^  spherique. 

Cette  hypoth^se,  d'ailleurs,  n'est  autre  que  celle  deFresnel;  celui-ci, 
il  est  yrai,  admettait  que  T^ther  est  immobile  et  que  la  mati^re  pon- 
derable Beule  se  d^place,  mais  on  peut  communiquer  au  Systeme  entier 
une  yitesse  quelconque  sans  rien  changer  au  mouyement  relatif  des 
ondes  lumineuses  par  rapport  ä  F^ther. 

Pour  le  coefficient  d'entrainement  k  je  prendrai  la  yaleur  admise 
par  Fresnel,  sayoir 
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n  ^tant  rindice   de  r^fraction  absolu  da  milien  consid^^  dans  T^tai 
de  repos. 

Je  d^montrerai  mainienant  que  les  hypoÜieses  introdnitefi  permeitent 
d'expliquer  raberration  et  quelques  autres  phätomenes  qui  s'y  rattachent. 
La  th^rie  de  Fresnel  rentrera  dans  celle  que  je  vais  exposer,  car  le 
repos  est  un  cas  particulier  d'un  mouvement  avec  un  potentiel  de 
vitesse;  on  n'a  qu'ä  prendre  ce  demier  =  0,  ou  constant.  Les  raisoune- 
ments  suivants  s'appliquent  egalement  au  cas  oü^  en  un  point  de  la 
suiÜEice  terrestre,  F^her  possMe  la  m^e  yitesse  que  la  terre.  Des  que 
cette  circonstance  se  pr^nte,  ce  qui  peut  arriver  dans  une  partie 
restreinte  de  la  surfiEtce  du  globe^  on  peut  accepter  la  theorie  primitiTe 
de  Stokes^  mais  eile  sera  encore  comprise  dans  celle  que  je  ferai  connaitre. 
Sealement^  dans  le  cas  du  repos  relatif  de  Tether  et  de  la  mati^e 
pond^rable,  on  pourrait  se  passer  de  lliypoth^e  sur  rentrainement  des- 
ondes  lumineuses. 

§  9.  Dans  Tapplication  des  hypotheses  que  je  yiens  d^indiquer,  le& 
Titesses  de  l'^ther  et  de  la  matifere  pond^rable  seront  regardees,  au 
moins  dans  les  premiers  paragraphes^  comme  assez  petites  par  rapporfc 
k  la  yitesse  ^  de  la  lumiere  pour  que  nous  n'ayons  ä  en  conserrer 
que  les  premiferes  puissances.  Ces  vitesses^  en  effet^  se  presenteront 
toujours  divis^es  par  J^  ou  bien  les  termes  qui  les  contiennent  se  trouveront 
ä  cöt^  d'autres  grandeurs  oü  entre  le  facteur  Ä,  Or^  la  yitesse  de  la 
matiere  pond^rable  sera  celle  de  la  terre  ^  et  la  yitesse  de  T^ther  sera 
du  mSme  ordre  de  grandeur;  la  yitesse  ayec  laquelle  la  terre  accomplit 
sa  r^yolution  autour  du  soleil  ^tant  enyiron  10000  fois  plus  petite  que 
la  yitesse  de  la  lumiere  ^  les  termes  que  nous  n^gligerons  ne  pourront 
ayoir  aucune  influence  appr^ciable  sur  la  plupart  des  phenomenes.  Au 
§  26,   toutefoiS;   nous   deyrons  conseryer   les  termes   du  second  ordre. 

Pendant  que  la  lumiere  trayerse  Tespace  oü  Tether  est  entraine 
par  notre  planete,  le  mouyement  de  cette  demi^re  autour  du  soleil  ne 
change  pas  sensiblement  de  direction  ni  de  yitesse;  c'est  pourquoi  nous 
remplacerons  toujours  ce  mouyement  par  une  translation  uniforme,  dirigee 
suiyant  la  tangente  ä  l'orbite. 

Quant  a  la  rotation  de  la  terre  autour  de  son  axe,  j'en  ferai 
compl^tement  abstraction;  un  point  de  Tequateur  possede,  en  yertu  de 
ce  mouyement,  une  yitesse  650.000  fois  plus  petite  que  celle  avec  laquelle 
se  propage  la  lumiere. 

On  peut  simplifier  de  beaucoup  les  raisonnements,  si  Ton  considere 
toujours  les  mouyements  relatifs  par  rapport  ä  la  terre. ^)  Toute  la  matiere 
pond^rable  est  alors,  dans  les  cas  que  nous  traiterons,  en  repos  relatif- 


»)  C'est  surtout  Veit  mann  (1.  c.)  qui  le  fit  remarquer. 
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Tether^  au  contraire^  se  d^place:  suivant  rhypoth^se  de  Fresnel^  avec 
une  yitesse  egale  et  oppos^  ä  celle  de  la  terre,  snivant  la  nötre,  d'ane 
mani^e  plus  compliquee.  Ayant  admis  l'existence  d'un  potentiel  d& 
yitesse  pour  le  mouTement  absolu,  nous  devons  admettre  la  meme  chose 
pour  le  mouyement  relatif,  car  ce  demier  s'obtient  par  la  composition 
du  mouvement  absolu  avec  une  translation  qui  possMe  elle-m§me  un 
potentiel  de  yitesse. 

Conform^ment  ä  ce  qui  a  ete  dit,  nous  supposerons  que  les  figures 
prennent  part  au  mouTement  de  la  terre^  et  nous  emploierons  des  axes 
de  coordonnees  qui  y  participent  egalemeni  Nous  d^signerons  par  9 
le  potentiel  de  vitesse  pour  le  mouTement  relatif  de  T^ther^  par  u,  Vy  w 
les  composantes  de  sa  yitesse^  de  sorte  qu'on  a 

dw  dtp  dw 

ox'  oy'  dz 

La  yitesse  elle-meme  sera  representee  par  p;  eile  a  la  m§me  grandeur 
que  r  dans  la  fig.  23^  mais  une  direction  opposee. 

11  est  clair  que  le  mouyement  de  l'^ther  sera  constamment  le  mSme 
en  un  point  d^termine  de  nos  figures.  Par  cons^quent,  tp,  Uy  v,  w,  q 
sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  mais  non  de  t. 

Quand  on  adopte  lliypoth^se  de  Fresnel,  q>  deyient  une  fonction 
lineaire  de  Xy  y,  0. 

§  10.  La  fig.  2S,  qui  se  trouyait  en  repos  relatiyement  ä  un 
el^ment  de  yolume  de  T^ther^  doit  subir  une  modification,  maintenant 
que  la  figure  se  deplace  ayec  la  terre.  Si  nous 
conseryons  la  m^me  position  pour  le  point  P,  qui  a 
rapport  ä  Finstant  t,  la  partie  de  la  figure  qui  cor- 
respond  au  moment  t  +  dt  doit  Stre  d^plac^  de  la 
quantit^  Qdt  dans  la  direction  de  la  yitesse  p.  On 
obtient  ainsi  la  fig.  24.  Tandis  que  dans  la  fig.  23 
le  centre  de  la  sph^re  s'est  ayance,  k  partir  de  P, 
dans  la  direction  de  r,  sur  une  distance  krdty  il  fir.  m 

s'est  deplace,  dans  la  fig.  24,  dans  la  direction  de  p, 
sur  la  distance  (1  —  A')prf^  =  xQdt,  oü  Fon  a 


A  cette  grandeur,  aussi  bien  qu'ä  celle  que  nous  ayons  däsignee 
par  Je,  il  conyient  de  donner  le  nom  de  ,,coefficient  d'entratnemenf^ 
En  consid^rant  les  mouyements  relatiüs  par  rapport  k  Tether,  on  peut 
parier  de  l'entrainement  des  ondes  lumineuses  par  la  mati^  pond^rable, 
mais  si  Ton  enyisage  les  mouyements  relatifs  par  rapport  k  cette  mati^re, 
il  est  ^galement  permis  de  dire  que  les  ondes  son^.  entrainees  par  T^ther. 
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En  Fabsence  de  matifere  ponderable,  dans  Fespace  Celeste,  las  ondes 
lumineuses  partagent  complfetement  les  mouvements  de  l'^ther;  c'est  ce 
qoi  sera  exprim^  par  les  valeurs  X;  —  0,  x  »  1. 

§  11.  Le  mouyement  Imnineux,  eman^  d'un  astre  que  noos  snp- 
IK)seroiis  en  repos,  pourra  etre  decrit  le  plus  simplement  k  Taide  d'tin 
Systeme  de  coordonn^s  ä  axes  ^galement  immobiles;  veui-on  ensuite 
rechercher  ce  que  deyient  ce  mouvement  dans  le  voisinage  de  la  terre, 
et  emplojer  k  cet  effet  la  m^thode  du  §  9,  il  est  n^cessaire  de  passer  ü 
des  axes  de  coordonn^es  qoi  sont  li^  ä  la  terre  d'une  mani^re  invariable. 

Soient  af,  %fj  z  les  coordonnees  relatives  aux  axes  fixes,  Xy  y,  e 
«elles  qui  ont  rapport  anx  axes  mobiles,  et  snpposons  ces  axes  choisis 
de  teile  sorte  que,  la  terre  se  d^plafant  avec  la  vitesse  g^  on  ait 

x'  ^x  +  gt,  %f  =  y,  /  =  jer. 

Dans  le  voisinage  de  la  terre,  mais  ä  une  distance  encore  assez 
grande  pour  que  Fether  7  soit  en  repos,  le  mouvement  lumineux  emis 
par  une  etoile  sera  repr^sente  par  Fequation 

o      -ktTx      aj'co8a  +  y'coBfi  +  /coßy    ,   _,,"!  ,->, 

ai=-acos2^^U ^^  ^  ^^ ^+*Jy     (1) 

oü  CD  est  une  grandeur  qui  mesure  le  derangement  d^equilibre,  N  le 
nombre  des  vibrations  par  unit^  de  temps,  tandis  que  a,  /3,  y  sont  les 
imgles  que  la  direction  de  propagation  fait  avec  les  axes  positife.  Ce 
mouvement  lumineux  pourra  gtre  represente  aussi  par  Fequation 

C%        -ÄTZ   r^         XCOBOf  +  y  C08Ö  +  ^C0By     ,     ^"1  .c%\ 

CD  =-  acos  2  Ä  ^  I  ^ M       +  *J >     (2) 

fii  Fon  pose 

j^r(i-^)=iV' (3) 

«t 

A  —  g  cos  a  =  -4' (4) 

En  un  point  dont  les  coordonnees  x,  y,  js  ont  des  \aleurs  d^ter- 
minees,  et  qui  par  consequent  se  d^place  avec  la  terre,  Febranlement 
parcourra  toutes  les  phases,  non  N  fois  par  seconde,  mais  N'  fois.  C'est 
precis^ment  cette  modification  du  nombre  des  vibrations  qui  peut  etre 
«d^duite  du  principe  de  Doppler. 

La  grandeur  A'  est  la  vitesse  relative  des  ondes  lumineuses  par 
rapport  ä  la  terre. 

A  partir  d'ici  nous  appliquerons  la  methode  indiquee  au  §  9.  Dans 
i'etude  de  la  propagation  des  ondes,  Fequation  (2)  pourrait  servir  de 
point  de  depart;  nous  pourrions  en  deduire  les  expressions  qui  represen- 
ient  les  vibrations  dans  le  voisinage  de  la  terre,  la  oü  Fether  est  en 
mouvement.     Ces  expressions   contiendraient  toujours  x,  y,  z  et  elles 
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seraient  des  fonctions  p^riodiques  de  t^  avec  la  p^riode  j^,   Mais  c'est 

sortont  de  la  direction  des  ondes  dans  le  mouvement  donn^  par  F^qua- 
tion  (2)  que  noos  ferons  usage  dans  les  paragraphes  siuYaiits;  la  nor- 
male des  ondes  comcide  avec  la  direction  d^termin^e  par  a,  ß,  y^  oppos^ 
ä  Celle  dans  laquelle  F^ioile  se  troure  reellement  par  rapport  ä  la  terre. 


§  12.  Le  principe  de  Huygens  peut  nous  serrir^  de  la  m^me 
mani^re  qu'aa  §  4,  ä  rechercher  comment^  &  partir  d'nne  pareille  onde 
plane^  on  en  tout  autre  cas,  les  vibrations  se  propagent  dans  un  espace 
poor  lequel  on  admet  les  hypoth^ses  du  §  8.  Nous  supposerons  cet 
«Space  occnpe  par  nne  matifere  ponddrable  homog^e^  de  sorte  qne  le 
coefficient  d'entrainement  x  aura  partout  la  mSme  yaleur;  s'agit-il  du 
mouvement  dans  Fespace  eheste  on  dans  Tair^  si  Ton  veut  n^gliger  la 
refraction  atmospheriqne,  il  suffira  de  poser  x » 1. 

Considerons,  en  premier  lieu^  Tex- 
tension  d'un  mouvement  lumineux  ä  partir 
d'un  centre  A  (fig.  25),  soit  que  la  ma- 
ti^re  ponderable  qui  se  trouTe  en  A 
•^mette  elle-m^me  la  lumi^re,  soit  qu'en 
ce  point  Tether  et,  s'il  y  en  a,  la  matiere 
ponderable  refcivent  les  vibrations  d'une 
source  quelconque.  Un  ebranlement  parti 
de  ^  se  sera  etendu,  apr^s  nn  temps  S^ 
infiniment  petit,  jusqu'ä  la  surface  d'une 
onde  ä^mentaire  s^^  teile  que  celle  dont 
nous  avons  parle  au  §  10.  Des  points 
Py  q,  etc.  de  cette  onde  proc^dent,  durant 
l'el^ment  de  temps  suivant,  de  nouvelles 
ondes  el^mentaires,  et  Tenveloppe  s^  de  celles-ci  est  la  nouTelle  posi- 
tion  de  Tonde.  En  continuant  ainsi,  on  trouve  toutes  les  positions 
successives  d'une  onde  qui  s'^tend  autour  de  A; 
soient  S  et  S'  deux  quelconques  de  ces  positions, 
situ^es  ä  une  distance  iofiniment  petite  Tune  de  l'autre. 

Pour  determiner  le  temps  dans  lequel  le  mouve- 
vement  atteint  un  point  B,  arbitrairement  choisi,  je 
consid^erai  encore  une  fois  (fig.  26),  Tonde  el^men- 
taire  dejä  representee  dans  la  fig.  24  et  qui  se 
forme  autour  de  P  durant  le  temps  d  t  En  uu  point 
quelconque  Q  de  cette  onde,  l'Aranlement  arriye 
comme  s'il  s^^tait  propagä  suivant  la  ligne  droite  PQ  avec  la  Titesse 


Fig.  35. 


Fig.  86. 
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En  designant   par  0  l'angle  que  PQ  fait   avec  la  direction  de  la 
yitesse  q,  c'est-i-dire  ayec  PP\  nous  avons 

P'^«p^-2PexPP'co8fl  +  PP'\ 

on,  apres  division  par  dt^ 

A^  '^  B*  -  2 BxqcobO  +  X* Q^, 

par  cons^qnent,   si  nous  nons   bomons  k  la  premi^re  pxdsBance  de  q^ 

B^A  +  xQCose, (5) 

et,  si  nous  youIohs  conserrer  les  termes  qui  contiennent  q^^ 


1^1 


B-^Ä  +  xgcose  —  ^mn^e (6) 

Dans  les  premiers  paragraphes  suivants  il  ne  sera  fait  usage  que 
de  l'expression  (5).  La  vitesse  qu'elle  repr^nte  dopend  de  la  direction 
de  PQ]  d'ailleurs  sa  yaleor  est  differente  pour  des  elements  de  m^me 
direction,  mais  qui  sont  traces  ä  partir  de  points  diffi^rents  de  Tespace^ 
dn  moins  si  en  ces  points  g  n'a  pas  la  meme  direction  et  la  mem& 
grandeor. 

Revenons  ä  la  fig.  25.  On  remarquera  que  les  points  de  deux 
ondes  successives  S  et  S'  sont,  deux  i  deux,  lies  de  teile  sorte  que 
Tun  de  ces  points,  m,  situ^  sur  S,  peut  ^tre  regarde  comme  le  centre 
de  Vibration  de  Fonde  ä^mentaire  qui,  au  second  point  n,  est  tangente 
a  £»'.  Nous  donnerons  ä  de  pareils  points,  tels  que  m  et  n,  ou  f  et  py, 
le  nom  de  points  conjugues.  Pour  toutes  les  droites  qui  joignent  des 
points  conjugu^s  de  S  et  S\  le  temps  n^ssaire  au  mouvement  lumineux 
pour  les  parcourir  avec  la  yitesse  B  est  le  meme,  et  ce  temps  est  celui 
dans  lequel  Tonde  se  transporte  de  8  en  8\  Pour  toute  droite  mhy 
au  contraire,  qui,  men^e  entre  S  en  S%  ne  Joint  pas  deux  points  con- 
jugu^,  le  temps  que  le  mouvement  lumineux  mettrait  a  la  parcourir 
avec  la  yitesse  B,  sera  plus  long  que  celui  dont  il  vient  d'etre  parl6. 
En  effet,  mh  coupera  la  surfiace  de  Tonde  61^mentaire  emanee  de  m 
en  quelque  point  e,  ä  Tint^rieur  de  S'j  et  le  temps  en  question  sera 
d^jä  pour  m6  le  meme  que  pour  mn, 

Supposons  maintenant  que  de  J.  en  jß  soient  menees  un  grand 
nombre  de  lignes.  Parmi  celles-ci  il  y  en  aura  une  qui  coupera  en 
des  points  conjugues  toutes  les  ondes  situees  entre  A  et  jß;  c'est  cette 
ligne  qu'on  appelle  le  rayon  lumineux,  Or,  il  ressort  de  ce  qui  precede 
que  le  parcours  de  cette  ligne  demandera  moins  de  temps  que  le  par- 
cours  de  toute  autre  ligne,  qui  ne  passe  pas  dans  toute  son  etendue 
par   des  points    conjugues    des  ondes    successives.     Du  reste,  le  temps 
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exig^  pour  le  parcours  d^un  pareil  rayon  lumineux  est  celui  dans  lequel 
les  ondes  s^etendent  de  A  k  B. 

La  forme  du  rayon  lumineux  se  laisse  aisement  d^duire  de  ce  qui 
yiemt  d'etre  dit.  Soit  ds  xm  ä^ment  d'une  des  lignes  menees  de  Ä 
en  B,  et  0  Tangle  que  cet  element  fait  avec  la  ritesse  p  de  T^ther  dans 
son   Yoisinage;   le  temps   necessaire   au  parcours   de  cet  ^^ment   sera 

ds ds  ds        TLQCOBßds 

et  le  temps   exige   pour   le  parcours   de   la  ligne   entiäre,   dont   nous 
d^ignerons  la  longueur  par  Ij 


J^^^^^^JgOOSeds. 


Le  facteur  pcosd;  etant  la  yitesse  de  l'^ther  dans  la  direction  de  ds, 

peut  Stre  represente  par  -^.     II  en  r^sulte  que  Tint^grale  du  second 

membre  a  pour  valeur  fpB  —  ^aj  si  nous  distinguons  par  les  indices 
A  ei  B  les  yaleurs  du  potentiel  de  yitesse  aux  points  A  ei  B, 

Dans  l'expression  ainsi  obtenue 

;j  — jf  vPb  —  ^^a), 

le  dernier  terme  est  le  meme  pour  toutes  les  lignes  menees  de  A  en  B. 
Pour  le  rayon  lumineux,  il  fiäut  donc  que  le  premier  terme,  et  pär 
cons^quent  l,  devienne  un  minimum;  le  rayon  est  par  cons^quent  une 
ligne  droite. 

Par  ime  autre  voie  et  pour  le  cas  de  x»l,  Stokes  a  deja 
obtenu  ce  resultat.  On  y  arrive  encore  si,  au  lieu  de  supposer  un 
centre  unique  A^  on  commence  par  une  onde  S^  de  forme  quelconque. 
Si  /Si|  est  une  des  positions  posterieures  de  cette  onde,  ei  AB  une 
ligne  par  laquelle  S^^  S^  et  toutes  les  positions  interm^aires  sont 
coupees  en  des  points  conjugu^,  cette  ligne  sera  parcourue  par  la 
lumiere  dans  un  temps  minimum,  d'oü  il  suit  de  nouveau  qu'elle  est 
ime  ligne  droite. 

§  13.  Des  consid^rations  analogues  ä  celles  du  paragraphe  pre- 
c^ent  peuvent  servir  a  la  recherche  du  changement  de  direction  qu'un 
rayon  lumineux  ^prouve  lorsqu'il  passe  d'un  milieu  dans  un  autre. 
Soit  V  la  surfeu^  de  Separation,  de  forme  quelconque,  de  deux  mati^res 
pond^rables,  toutes  les  deux  homognes,  de  sorte  que  la  yitesse  de  pro- 
pagation  A  et  le  coefficient  d'entrunement  x  ont  dans  le  premier  milieu 
partout   les  m^es   yaleurs  J.^  et  x^,   et  pareillement   dans  le  second 
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milien   partout  les  mömes  valeurs  A^  et  x,.     Dans  ce  cas  g^neral  est 
compris  celui  oü  d'un  cöt^  de  V  se  trouve  Tether  libre. 

Supposons  qu'a  partir  d'one  onde  quelconque^  dont  la  partie  que 
nous  avons  ä  consid^rer  se  trouve  encore  tout  enti^e  dans  le  premier 
milieu,  le  moavement  lumineux  se  propre  vers  la  sorface  limite.  Le 
principe  de  Huygens  nous  permettra  de  nouveau  de  suiyre  k  pas  infini- 
ment  petits  le  progr^  des  ondes^  et  cela  m^me  aprte  qu'elles  ont  d^ji 
partiellement  pen^tre  dans  le  second  milieu.  Dans  ce  demier  cas, 
l'onde  est  composee  de  deux  parties^  qui  rencontrent  la  surÜEice  de 
Separation  snivant  la  m§me  ligne^  mais  qui^  en  chaque  point  de  oette 
lignC;  fönt  entre  elles  un  certain  angle,  et  qui  seront  g^eralememt  de 
forme  diffi^ente.  L'ensemble  de  ces  deux  parties  sera  toutefois  design^ 
dans  ce  qui  suit,  comme  une  onde  unique.  Dans  T^tendue  qu'on  en 
consid^e,  cette  onde  peut  etre  coupee  par  la  surface  de  Separation 
snivant  une  ligne  unique  qui  se  termine  aux  bords  de  l'onde,  ou  bien 
snivant  une  ligne  qui  rentre  en  elle-meme,  ou  enfin  suivant  deux  ou 
plusieurs  lignes,  de  l'une  ou  Tautre  nature.  Le  premier  cas  se  pr^nte, 
par  exemple,  lorsqu'une  onde  plane  et  limit^e  tombe  obliquement  snr 
une  surface  plane;  le  second  cas,  lorsqu'une  pareille  surface  est  i'encontr^ 
par  une  onde  spherique;  enfin,  une  surface  cylindrique  peut  £tre  coup^ 
par  une  onde  plane,  suivant  daux  lignes  droites. 

Dans  tous  les  cas,  pour  d^duire  de  l'une  des  positions  S  de  l'onde 
briste,  la  position  S'  qu'elle  occupe  au  bout  du  temps  dt,  on  doit  con- 
struire  deux  ou,  ä  strictement  parier,  trois  esp^ces  d'ondes  dänentaires. 
En  premier  lieu,  autour  des  points  de  S  qui  se  trouvent  d^jä  dans  la 
second  milieu,  des  ondes  el^mentaires  semblables  ä  Celles  dont  il  a  etj 
question  au  §  10,  et  pour  lesquelles  on  emploiera  les  valeurs  de  Ä^  et 
de  x,  propres  au   second  milieu.     La  surface   enveloppe  de  ces  ondes 
foumit  presque  toute  la  partie  de  S'  qui  est  situee  dans  le  second  müiea; 
il  n'y  manque  qu'une  zone  ^troite,  au  voisinage  imm^at  de  la  surfiuse 
limite.   En  second  lieu,  nous  avons  ä  construire  des  ondes  fl^mentaireiy 
analogues  aux  pr^cedentes,  mais  avec  les  valeurs  que  ^  et  x  possMeoi 
dans  le  premier  milieu,  autour  de  tous   les  points  de  S  qui,  dans  oe 
milieu,  sont  assez  eloign^s  de  la  surface  limite  pour  que  les  ondes  fl^ 
mentaires  correspondantes  restent  en  de^a  de  la  surface  limite.    L'eih 
veloppe  de  ces  ondes-lä  est,  jusqu'ä  une  tr^s  petite  distance  de  F,  I* 
partie  de  S'  qui  se  trouve  dans  le  premier  miUeu. 

Bestent  encore  les  points  de  S  qui  sont  si  rapproch^  de  la  sur- 
face limite,  que  l'äbranlement  qui  en  ^mane  la  frandbit  avant  la  fin  di 
temps  dt.  Autour  de  ces  points  nous  pourrions  construire  un  troisiiiB0 
groupe  d'ondes  d&nentaires,  mais  nous  n'en  avons  pas  besoin  poor 
apprendre  ä  connaitre  la  surface  8\  La  consideration,  en  effiet,  <k> 
ondes  d^mentaires  qui  sont  situ^s  en  entier  dans  le  fxeanßr  on  dutf 
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le  second  milieu^  ne  laisse  ind^termin^  qa'une  bände  infiniment  ^troite 
de  S\  pres  de  la  surface  limite,  et  nous  pouvons  combler  oetie  laeuiie 
en  prolongeant  chacune  des  parides  d^ja  trouvees  de  8'  par  des  partiea 
infiniment  petites^  qui  se  raccordent  k  la  direction  de  la  surface  d^jä 
obtenue. 

Au  reste,  quand  meme  une  onde  dlementaire  tombe  en  partie  dana 
le  second  milieu^  la  partie  de  cette  onde  qui  est  encore  situ^  dans  le 
Premier  milieu  n'en  aura  pas  moins  la  forme  indiqu^  au  §  10.  Donc, 
dans  la  construction  pr^^dente,  on  pourra  encore  employer  de  telles 
ondes,  ä  la  seule  condition  que  leur  point  de  contact  avec  la  surface 
enyeloppe  tombe  en  dedans  du  premier  milieu  ou  sur  la  surfieM^e  limite 
m§me.  En  op^rant  ainsi,  on  obtient  dans  toute  son  ^tendue  la  partie 
de  8'  situee  dans  le  premier  milieu. 

Les  points  de  deux  ondes  successires  sont  de  nouveau  conjugu^ 
deux  ä  deuXy  et  en  nous  bomant  ä  ceux  de  ces  points  qui  se  trouvent^ 
soit  tous  les  deux  dans  le  premier  milieu^  seit  tous  les  deux  dans  le 
second,  nous  pouvons  dire  que  toutes  les  lignes  droites  qui  joigneni 
deux  points  conjugues,  qu'elles  soient  situ^es  dans  le  premier  ou  dans 
le  second  milieu,  sont  parcourues,  ayec  la  vitesse  B  indiquee  au  §  12, 
dans  le  m^me  temps. 

Mais,  si  ime  ligue  droite  est  menee  entre  deux  points  non  con- 
jugues  de  8  et  8\  de  fa9on  toutefois  qu'elle  soit  encore  contenue 
tont  enti^re  dans  le  mSme  milieu,  le  parcours  de  cette  ligne  demandera 
plus  de  temps  que  le  parcours  d'une  droite  joignant  deux  points  con- 
jugues. 

Imaginons,  k  partir  d'un  point  Ä  du  premier  milieu,  une  ligne 
qui,  m^me  apr^  son  passage  dans  le  second  milieu,  joigne  constamment 
des  points  conjugues.  Soit  B  le  point  oü  ce  „rayon  lumineux'^  rencontre 
la  surface  limite,  et  C  Tun  des  points  qu'il  atteint  au-dela  de  cette  sur- 
face. Si  nous  menons  alors  entre  Ä  ei  C  quelque  autre  ligne,  qui  cou- 
pera  la  surface  limite  par  exemple  en  B'  oü,  de  meme  que  la  ligne  ABC 
au  point  B,  eile  pourra  subir  un  changement  de  direction,  le  parcours 
de  ABC  exigera  moins  de  temps  que  le  parcours  de  AB'C.  Pour 
le  reoonnaitre,  on  n'a  qu'ä  interposer  entre  AetC  une  infinite  d'ondes, 
en  ayant  soin  qu'il  en  passe  une  par  B  et  une  par  B\  et  ä  remarquer 
que  les  Clements  de  AB' C  ne  joignent  pas  tous  des  points  conjugu^» 
d'ondes  successives. 

Le  rayon  lumineux  est  donc,  de  tous  les  chemins  allant  de  J.  a  C, 
oelui  qui  est  parcouru  dans  le  temps  le  plus  court.  II  suit  de  la,  d'aprea 
le  r^sultat  du  paragraphe  pr^cedent,  que  ce  rayon  doit  Stre  compose 
de  deux  lignes  droites,  et  B  sera  celle  des  positions  du  point  variable  B' 
pour  laquelle  le  temps,  necessaire  an  parcours  de  la  ligne  brisee  A  B'  Gy 
devient  un  minimum. 
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D'apr^  les  formules  du  paragraphe  prec^ent^  il  faut^  ponr  par- 
<5ourir  AB',  le  temps 

~A^ —  :^  (^*'  ""  9'^)' ('^ 

et  ponr  parconrir  B' C,  le  temps 

q>B*  ayant  dans  ces  deox  expressions  la  m^e  valenT;  poisque,  suiTant 
notre  hypothtee,  le  potentiel  de  vitesse  est  une  fonction  continae. 

La  BOinme  de  (7)  et  (8)  peut  §tre  represent^  tr^  simplement^  en 
^gard  k  la  yalenr  que  nous  ayons  admise,  au  §  10,  pour  le  coeffident 
d'entrainement.  D^ignant^  en  effet^  par  n^  et  Mji  les  indices  de  refiraetion 
absolus  des  deux  milieoz,  on  a 

-et  Ton  sait,  de  plus,  que 
On  en  condut  que 

J'ajouterai  que  la  fraction  -^  a  pour  tous  les  milieux  isotropes  Is 
mSme  yaleur.    Gelle-ci  etant  designee  par  fi,  la  somme  de  (7)  et  (8)  sert 

Gomme  le  demier  terme  de  cette  expression  est  ind^pendant  dels 
Situation  de  B',  il  faut  simplement  que 

-^ +?y- (91 

-devienne  un  minimum  lorsque  B'  occupe  la  position  B,  Mais  il  resalte 
de  ]k  que  les  droites  AB  ei  BC  sont  situ^es,  arec  la  normale  4  b 
sur&ce  limite  en  B,  dans  un  m^me  plan,  et  que  les  sinns  des  anj^ 
qu'elles  fönt  avec  cette  normale  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  A^^ 
a  A^.  Je  puis  me  dispenser  de  donner  ici  la  d^monstration  de  oette 
cons^quence.  Bomons-nous  ä  remarquer  que  tout  ce  qui  est  relstif 
-au  mouvement  de  Tether  par  rapport  ä  la  mati^re  pondänble  a  disptfu 
de  l'expression  (9).  Alors  m^me  que  tout  est  en  repos,  la  mani^ 
dont  le  rayon  passe  d'un  milieu  dans  Tautre  est  determinee  par  la 
condition  que  (9)  devienne  un  mim'mum;  or,  dans  ce  cas  la  rdfraction 
ob^it  aux  lois  que  je  viens  d'dnoncer. 

Que   ces  lois  subsistent  encore,  pour  les  rayons  reiaiifs,  lonq^ 
r^ther  est  en  mouvement  par  rapport  ä  la  mati^re  pondäraUe^  c'eslce 
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qui  a  ete  d^montre  d'une  mani^re  generale,  d'abord  par  Stokes  dans 
son  memoire  sur  la  theorie  de  Taberration  de  E^esnel;  pais  par  Yelt- 
mann.  Ges  sayants  prirent  toutefois  pour  point  de  d^part  de  leur 
demonstration  Thypothese  de  Fresnel  et  leur  m^thode  est  difPerente  de 
Celle  que  j'ai  employee. 

n  importe  de  remarquer  que  le  r^sultat  obtenu  dopend  enti^rement 
de  la  yaleur  qu'on  attribue  au  coefficient  d'entrunement.  En  effet,  la 
•demonstratio!!  doun^e  est  en  defaut  d^s  que  ^j»'  ne  disparait  pas  de  la 

somme  des  expressions  (7)  et  (8).     Or,  cela  n'a  lieu  que  si  —-^  «=  -^ , 

<i'est-a-dire,  si  pour  des  milieux  differents  x  est  inversement  proportio!mel 
a  n\  et  si  par  consequent  cette  quantite^  qui  dans  l'^ther  libre  doit  etre  1, 

a  dans  tout  autre  !!!ilieu  la  yaleur  -, . 

La  r^fiexion  de  la  lumi^re  peut  etre  traitee  de  la  m^me  mani^re 
que  la  refraction.  II  y  a  cette  difference  que  les  ondes  r^fi^chies  se 
croisent  ayec  les  ondes  incidentes^  mais  cette  circonstance  ne  change 
rien  au  raisonnement.  On  reconnaitra  ais^ment  que  les  lois  ordinaires 
•de  la  reflexion  ne  cessent  de  s'appliquer  aux  rayons  relatifs,  et  que  pour 
arriyer  ä  cette  conclusion  on  n'a  besoin  d^aucune  hypoth^e  sur  le 
coef&cient  d'entrainement.  II  suffira  d'admettre  que  dans  le  m^me 
milieu  ce  coefficient  präsente  toujours  la  m^me  yaleur. 

§  14.  De  ce  qui  pr^cMe^  il  r^sulte  que  le  chemin  des  rayons 
relatife  est  determine  par  les  lois  ordinaires  de  la  refiraction,  m^me 
quand  la  lumiere  parcourt  successiyement  une  s^rie  de  nulieux  differents. 
II  en  est  encore  ainsi  dans  le  cas  oü  les  propriet^s  du  milieu  yarient  par 
degres  insensibles.    On  le  demontre  directement  de  la  mani^re  suiyante. 

Consid^rons  un  milieu^  Fatmosph^re  par  exemple,  qui  est  isotrope, 
mais  non  homogfene.  En  etudiant  la  propagation  des  ondes  dans  ce 
inilieu,  on  peut  de  nouyeau  appliquer  le  principe  de  Huygens;  seule- 
ment;  en  construisant  les  ondes  elementaires  de  la  mani^re  indiqu^e 
au  §  10;  on  fera  attention  ä  ce  que  les  quantites  A  et  x  pr^sentent, 
dans  les  differents  elements  de  yolume,  des  yaleurs  diff^rentes.  Co!!!me 
dans  les  cas  pr^c^emment  trait^,  le  rayon  lumineux,  qui  unit  con- 
stamment  des  points  conjugues,  sera,  de  tous  les  chemins  qui  relient 
deux  points  A  et  B,  celui  qui  est  parcouru  dans  le  temps  le  plus  court. 

Or,  pour  un  el^ment  ds  d'une  ligne  quelconque,  le  temps  necessaire 

est,  co!!!me  au  §  12, 

ds       ds        X   dtp    , 

de  Sorte  que  la  ligne  totale,  men^e  de  A  en  B,  sera  parcourue  dans  le  temps 
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D'aprfes  l'hjpoth^se  que  nous  avons  faite  sur  le  coefficieiit   d'en- 

% 

trainementy  ^r  ^  partout  la  m^me  valeur  [i,  quelle  que  soit  la  manifere 

dont  les  propri^tes  du  milieu  varient  d'un  point  a  un  autre.  Pour  le 
second  terme  de  (10)  on  peut  donc  ecrire 

et  puisque  cette  grandeur  ^t  la  meme  pour  tous  les  chemins  allani 
de  Ä  k  B,  le  rayon  lumineuz  sera  la  ligne  pour  laquelle  le  premier 
terme  de  Fexpression  (10),  savoir 

/t' ("> 

est  un  minimum. 

Or,  cette  integrale  etant  enti^rement  independante  du  mouvement 
de  l'ether,  11  en  sera  de  m^me  de  la  marche  du  rayon  lumineux  relatif. 


fi 


§  15.  Lorsque,  ä  l'aide  des  lois  simples  que  nous  avons  appria 
ä  connaitre,  on  a  determine  le  cours  des  rayons  relatifs,  on  peut  en 
dedoire  la  forme  d'une  onde  lumineuse  dans  ses  positions  successives; 
on  se  seryira  dans  ce  but  du  rapport  qui  existe  entre  la  direction  dea 
ondes  et  Celle  des  rayons. 

Soit  Q  (fig.  26)  le  point  oü  la  surface  enveloppe  d'un  Systeme 
d'ondes  elementaires  infiniment  petites  est  touchee  par  une  de  ces 
demieres  dont  le  centre  de  Vibration  se  trouve  en  P.  Alors  PQ  est 
un  Clement  du  rayon  lumineux  et  P'  Q  est  normale  k  Tonde  enveloppe. 
En  se  rappelant  les  valeurs  de  PQ,  P' Q  et  PP\  on  est  conduit  aux 
resultats  suivants. 

Si,  en  quelque  point  P  (fig.  27),  une  vitesse 
PN  =  A,  dirig^e  suivant  la  normale  d^une  onde, 
est  composee  avec  une  vitesse  PE  =  xq  parallele 
a  la  direction  dans  laquelle  Tether  se  meut  par 
rapport  ä  la  matiere  ponderable,  la  resultante  PS 
aura  la  direction  du  rayon  lumineux  et  representera 
precisement  la  vitesse  que,  plus  haut,  nous  avons 
nommee  JB. 

Ou  bien:  si  cette  demi^re  vitesse  PS  =  B  est 
composee  avec  une  vitesse  PJS'  =  xq,  opposee  ä  la 
direction   dans    laquelle   Tether    se   deplace,    la   resultante  indiquera  la 
direction  de  la  normale  de  l'onde. 

De  ces  propositions  on  peut  deduire  les  consequences  suivantes. 
a)  Si  6  designe  de  nouveau  Fangle  que  PiS  forme  avec  PEj  Tangle  a 
compris  entre  le  räyon  lumineux  et  la  normale  a  Tonde  est  determine  par 

xpsind 
sm  £  =       ^ — , 
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oUy  si  Ton  se  bome  ä  la  premi^re  pnisBance  de  -j^  par 

xpsinO 

b)  Pour  obtenir  ce  qu'on  peut  appeler  la  vitesse  des  ondes^  il  faudra 
diyiser  par  dt  la  distance^  mesnree  dans  la  direction  de  la  normale^  des 
positions  qn'une  onde  occnpe  aux  instants  ^  et  ^  -f  dt  En  comparant 
cette  distance  avec  la  longueur  d^xm  element  du  rayon  lumineux  on 
trouvera   pour  la  vitesse  cherchee  la  valeur  B  cos  s,     Si  Ton  neglige 

les  quantites  du   second  ordre  par  rapport  ä  — ,  il  est  permis  de  rem- 

placer  B  cos  b  par  B  et  d'entendre  par  0,  dans  Tequation  precedemment 
trouvee  B ^^^  A  +  xq  cos  6,  Tangle  que  la  normale  aux  oudes  fait  avec 
la  direction  du  mouvement  de  l'ether.  Cet  angle,  en  effet,  ne  diff^re 
de  0  que  de  la  petite  quantite  b. 

On  peut  comparer  le  resultat  que  je  viens  d'enoncer  avec  celui 
qui  a  ete  obtenu  au  §  11. 

c)  Nous  pouvons   (fig.  28)  construire   un  parallelogramme  psne' 

» 

semblable  ä  PSNE'  de  1^  fig.  27,  mais  dans  lequel 
le  cote  ps  n'est  pas   egal  ä  B,   mais  ä  A.     Le  cote 

pe'   devient   alors    ^Q^i  ou  de  nouveau  xq,   quand 

on  s'en  tient  aux  quantites  du  premier  ordre.  Donc, 
si  Ton  se  repr^sente  dans  la  direction  du  rayon 
lumineux  une  vitesse  A  et  qu'on  la  compose  avec 
une  vitesse  xq  opposee  ä  celle  du  mouvement  de 
Tether,  la  r^sultante  donnera  encore  la  direction  de  la 
normale  ä  Tonde,  quoique  sa  valeur  devienne  diffe- 
rente  de  A. 

d)  Etant  donne  un  faisceau  de  rayons  lumineux  dans  un  espace 
oü  le  mouvement  de  l'ether  est  connu,  on  peut  determiner  les  positions 
successives  d'une  onde. 

Supposons,  par  exemple,  que,  dans  un  milieu  homogene,  des  rayons 
rectilignes  partent  d'un  m^me  point  A.  Prenons  ce  point  pour  origine 
des  coordonnees  et  soit  l  la  distance  d'un  point  quelconque  (x,  y,  e) 
ä  A.  Les  composantes  d'une  vitesse  A,  prise  dans  la  direction  du 
rayon  lumineux,  sont  alors 

-}^,    \ä,    \a    (12) 

et  Celles  de  la  vitesse  xq,  oppos^  ä  la  direction  du   mouvement  de 

Tether, 

d^>  dtp  d(p 

"^Jx'    ""^ay'    ^^Ji' 

24* 
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La  r^sultante  de  Ä  et  xq  £l  donc  pour  composantes 

on 

^(Äl^Xip),     j^{Äl-Xip),     j^{Äl-X(p), 

ce  qui  montre  qn'elle  est  normale  ä  la  surface  represent^  par  Fequatioii 

Äl  —  xq>  ^  conflt (13) 

L'onde  Inmineuse  etant  de  mSme  normale  a  la  resultante  de  A  et 
XQ,  on  obtiendra  les  positions  qu'elle  occupe  successivement  si,  daiu 
l'^qoation  (13),  on  attribue  diff^rentes  valenrs  k  la  confltante. 

Lorsqne  des  rayons  lumineux  convei^ent  vers  A,  on  doit  remplacer 
les  expressions  (12)  par 

^  A        y  A        ^  A 

de  Sorte  que  Tequation  de  la  surface  d'une  onde  devient 

AI  +  xq>  '^  const. (14) 

Le  Premier  de  ces  deux  resultats  s'obtient  encore  de  la  mani^re 
suivante.  Si  ip  represente  le  potentiel  de  vitesse  au  point  (x,  y,  b)  et 
9)j  celui  au  point  Ay  le  temps  n^cessaire  pour  que  le  mouyement 
vibratoire   s'^tende   du  second  point  au  premier  est,   d'apr^  le  §  12, 

2  -"IT  (9^  — 9^^)- 

Or,  ee  temps  etant  le  meme  pour  tous  les  points  de  la  surface 
d'une  onde,  on  n'a  qu'ä  Tegaler  ä  une  constante  pour  obtenir  l'^quation 
de  cette  surface.     On  retombe  ainsi  sur  T^quation  (13). 

Pareillement,  T^quation  (14)  equivaut  ä  la  condition  que,  ä  partir 
de  tous  les  points  d'une  onde,  la  lumi^re  emploie  le  meme  temps  pour 
atteindre  le  point  A. 

Lorsque,  dans  Fespace  consider^,  la  vitesse  de  F^ther  a  partout  la 

meme  grandeur  et  la  meme  direction,  on  obtient,  en  prenant  Faxe  des  x 

dans  cette  direction, 

^^^Pa  +  QX (15) 

et,  si  ^  est  de  nouveau  Fangle  que  {  fait  avec  Faxe  des  x^  F^quation 
(13)  se  transforme  en 

oü  C  est  une  constante.     C'est  Fequation  d'une  sphere,  dont  le  rayon 

C  C 

a  la  valeur  -^,   et  dont   le  centre  se  trouve  ä  la  distanee  -j^  xq  dn 
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point  Äy  dans  la  direction  vers  laquelle  l'^ther  se  deplace.   Les  formes 

successives  d'une   onde  sont  donc  semblables  entre  elles  et  semblables 

aux  ondes  elementaires  dont  il  a  ete  question  au  §  10;  lenr  centre  de 

dimilitnde  coincide  avec  le  centre  de  yibration.  Tont  cela  etait  ä  prevoir^ 

car  lorsqu'un  milieu  se  trouve  dans  tonte  son  etendne  dans  le  m^me 

^tat,  de  Sorte  qne  les  ondes  elementaires  y  ont  partout  la  meme  forme, 

les  ondes  de  grandeur  finie,  qui  s'^tendent  autour  d'im  point,  presentent 

toujours  la  meme  forme  que  les  ondes  dl^mentaires. 

L'^quation  (14)  se  transforme,  dans  Thypoth^se  exprimee  par   la 

formule  (15),  en 

1       C         C  ^ 

donc,  pour  des  rayons  lumineux  qui  convergent  vers  un  point  A,  les 
ondes  auront  encore  une  forme  sph^rique,  mais,  -j-  ^tant  le  rayon,  le 

centre    se   trouvera  maintenant,   ä   la  distance  -j^  xq  de  A,  dans  la 

direction  oppos^e  ä  celle  du  mouvement  de  Tether.  Les  positions  suc- 
cessives d'une  onde  sont  de  nouveau  semblables  entre  elles;  leur  centre 
de  similitude  est  le  point  de  convergence  des  rayons,  et  c'est  en  ce  point 
que  se  concentrent  les  ondes  spheriques. 

Dans  le  cas  genend  oü  la  yitesse  de  Tether  est  une  fonction  des 
coordonn^es,  on  pourra  lui  attribuer  encore  la  m^me  direction  et  la  meme 
grandeur  en  tous  les  points  d'un  espace  infiniment  petit;  on  en  con- 
clut  que,  si  les  rayons  lumineux  convergent  vers  un  point,  les  ondes 
auront  toujours,  dans  le  voisinage  imm^diat  de  ce  demier,  la  forme 
que  nous  venons  d'examiner.  La  convergence  des  rayons  relatifs  vers 
un  meme  point  implique  donc  dans  tous  les  cas  une  concentration 
r^Ue  du  mouvement  lumineux  en  ce  point. 

§  16.  Reprenons  maintenant  Texamen  de  la  propagation  de  la 
lumi^re  qu'un  astre  nous  envoie,  et  consid^rons  le  mouvement  vibratoire, 
ä  partir  d'im  instant  oü  il  se  trouve  en  un  point  assez  eloigne  de  la 
terre  pour  que  Tether  y  soit  encore  en  repos.  Cherchons  la  direction 
que  poss^dent  en  ce  point  les  rayons  relatifs,  direction  qui  se  d^uit^ 
ä  Taide  de  ce  qui  a  ^t^  dit  au  paragraphe  prec^dent,  de  la  position  de 
Tonde  lumineuse.  Cette  demi^re  est  (§  11)  perpendiculaire  ä  la  direction 
dans  laquelle  T^toile  est  reellement  situ^.  Pour  construire  la  fig.  27, 
nous  devons  donc  mener  la  ligne  PN  dans  la  direction  suivant  laquelle 
les  vibrations  nous  arrivent  en  realit^  et  la  faire  egale  a  la  vitesse  de 
la  lumiere  dans  l'espace  Celeste;  quant  ä  la  ligne  PE,  eile  doit  etre  de 
m^me  grandeur  que  la  vitesse  de  la  terre,  mais  de  direction  opposee. 
Car,    rether   etant   en   repos   au   point   consid^r^,    sa  vitesse   relative 
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est  ^gale  et  oppos^  a  la  vitesse  de  la  terre;  d'ailleurS;  nous  aTons  ä 
prendre,  en  dehors  de  Tatmosph^re;  x  "-  1. 

La  figure  ainsi  confltruite  coincide  entierement  avec  celle  qa^on 
f  encontre  dans  la  th^orie  fl^mentaire  de  raberratioii;  et  la  direction  PS, 
que  nous  trouvons  pour  le  rayon  lomineux  relatif^  est  identiqne  k  celle 
dans  laqnelle^  suivant  cette  th^orie,  la  lumi^re  semble  nous  parvenir. 
DonC;  pour  expliquer  Taberration;  il  suffira  de  d^montrer  que,  aprte 
avoir  apport^  a  nos  observations  la  correction  ordinaire  pour  la  r^fraction 
atmospherique;  c'est  dans  la  direction  SP  que  nous  croyons  Toir  le 
Corps  Celeste. 

Or,  ceci  est  une  consequence  imm^iate  de  la  theorie  que  je  viens 
d'exposer.  En  traversant  la  region  oü  F^ther  est  entrain^  par  la  terre, 
en  passant  par  Tatmosph^re,  et  par  Tobjectif  d'une  lunette,  ou  en  frappant 
le  miroir  d'un  telescope,  les  rayons  relatifs  suivent  les  lois  ordinaires 
de  Toptique  et,  lorsqu'ils  convei^ent  vers  un  point,  il  y  a  r^ellement, 
en  ce  point,  concentration  du  mouvement  lumineux.  Bref,  tout  se  passe 
comme  si  la  terre  etait  immobile  et  que  les  rayons  relatifs  fussent  des 
rayons  absolus.  Si  de  nos  observations  nous  deduisons,  sans  avoir 
^gard  au  mouvement  de  la  terre,  et  d'apr^s  les  r^gles  ordinaires  prescrites 
par  la  theorie  de  la  lumi^re,  la  direction  que  les  rayons  emanes  d'une 
^toile  possMent  k  quelque  distance  de  la  terre,  nous  trouverons  la 
direction  des  rayons  relatifs,  c'est-ä-dire  la  direction  qui,  dans  ce  qai 
prec^de,  a  ete  indiquee  par  PS. 

§  17.  II  est  ä  peine  besoin  de  remarquer  que,  suivant  notre  theorie, 
nous  observerons  encore  Faberration  ordinaire  si  le  tube  de  la  lunette 
est  rempli  dW  liquide;  a  parier  plus  exactement,  ce  sera  toujours  selon 
les  lois  ordinaires  de  Toptique  que  la  position  de  Timage  dependra  de 
la  direction  du  rayon  relatif  qui  atteint  la  terre.  Nous  avons  dejä  fait 
remarquer  que  ce  resultat  de  Texperience  proposee  par  Boscovich  avait 
ete  deduit  par  Fresnel  lui-meme  de  son  hypoth^se  sur  le  coefficient 
d'entrainement. 

Par  des  considerations  qui  s'ecartent,  ä  plusieurs  egards,  de  la 
theorie  de  Fresnel,  Klinkerfues^)  etait  amene  ä  penser  que,  avec  une 
lunette  qui  contient  un  liquide,  Taberration  observee  serait  beaucoup 
plus  grande  qu'avec  une  lunette  remplie  d*air.  Une  experience  pre- 
liminaire*)  semblait  plaider  en  faveur  de  cette  opinion,  mais  des  recher- 
ches  post^rieures   ne  paraissent  pas  avoir  fait  ressortir  une   influence 


')  W.  Klinker fu es,  UnterBuchungen  aus  der  analytischen  Optik,  insbeson- 
dere über  den  Einfluß  der  Beweg:ung  der  Lichtquelle  auf  die  Brechung,  Aatr. 
Nachrichten  66  (1866),  p.  887.  Yoir  aussi:  Die  Aberration  der  Fixsterne  nach  der 
Wellentheorie,  Leipzig,  1867. 

*)  Die  Aberration  der  Fixsterne,  p.  68. 
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de  la  colonne  liquide  sor  la  constante  de  l'aberration.  Parlant  de  ces 
demieres  recherclies,  Elinkerfues  dit^):  ^e  resultat  de  ces  obserrationfl 
et  de  quelques  autres,  ^galement  faites  sur  des  ^toiles,  montre  ayec 
assez  de  certitude  que  la  constante  de  Taberration  d'une  lunette  remplie 
de  liquide  est  beaucoup  plus  petite  que  je  ne  Tayais  d'abord  pr^um^; 
il  ne  donne  cependant  pas  le  droit  d'affirmer  que  Faberration  est  com- 
pletement  independante  de  l'instrument^^ 

Les  mesures  d'Airy^^  toutefois,  ont  mis  hors  de  doute  quC;  dans 
les  limites  des  erreurs  d'observation,  Taberration  quW  obserre  est 
independante  de  la  mati^re  que  eontient  la  lunette.  L'astronome  anglais 
<M)mmunique,  au  sujet  de  ces  obsenrationS;  les  d^taüs  suiyants: 

„Je  me  decidai  k  faire  usage  d'une  lunette  verticale,  le  sujet  de 
Tobserration  etant  la  distance  zenithale  que  presente  dans  sa  culmination 
«uperieure  y  du  Dragon,  la  meme  ^toile  sur  laquelle  Texistence  et  les 
lois  de  Taberration  furent  döcouvertes.  De  nos  jours  la  position  de 
cette  ^toile  est  un  peu  plus  favorable  qu'elle  ne  T^tait  ä  l'^poque  de 
Bradlej;  la  distance  qu'elle  atteint  au  nord  du  z^nith;  k  TObservatoire 
royal^  etant  d'enyiron  100''  et  diminuant  encore  lentement  .  .  .  Je  fis 
le  projet  d'un  instrument  dont  la  particularit^  essentielle  consiste  en  ce 
que  le  tube  entier^  depuis  la  face  infSrieure  de  Tobjectif  jusqu'ii  une 
glace  fermant  Textr^mit^  inferieure  du  tubC;  est  rempli  d'eau,  la  colonne 
liquide  ayant  une  longueur  de  35^3  pouces.  Les  courbures  qu'il  fallait 
donner  aux  surfaces  des  deux  lentilles  qui  composent  l'objectif  pour 
•corriger  exactement,  dans  le  Systeme  optique  qu'elles  forment  avec  Teau, 
l'aberration  de  sph^ricit^  et  de  r^frangibilite^  furent  d^terminöes  par 
moi-mgme  et  y^rifiees  par  mon  ami  Stone.  Le  microm^tie  a  refu  une 
disposition  imaginee  par  moi-m5me  et  qui  rend  tr^s  facile  la  double 
Observation^  dans  des  positions  renvers^  de  Tinstrument.  Deux  niveaux 
dont  la  lecture  doit  avoir  lieu  a  chaque  Observation  particuli^re  per- 
mettent  de  rapporter  les  mesures  a  la  direction  verticale'^ 

De  chacune  des  observations,  Airy  d^duisit  la  latitude  g^ographique 
^e  Tinstrument;  en  retranchant  de  la  declinaison  de  F^toilC;  teile  qu'elle 
est  donnee  dans  le  NauHcal  AlmanaCj  la  distance  zenithale  nord  observ^ 
au  moment  du  passage  au  meridien.  Gomme  la  distance  zenithale 
observee  est  affect^e  de  Taberration  qui  existe  reellement  dans  les  obser- 
yations,  et  que  la  declinaison  donn^  par  les  tables  est  affect^  de 
Taberration,  teile  qu'elle  a  ete  admise  pour  le  calcul  du  Nautical  AlnumaCf 
la   valeur   trouvee   pour  la  latitude   geographique  sera   affectee   de   la 


^)  Astr.  Nftchiichten  76  (1870),  p.  84. 

')  G.  B.  Airj,  On  a  Bupposed  alteration  in  the  amount  of  asironomical 
aberration  of  light,  produced  bj  the  passage  of  light  through  a  considerable  thick- 
ness  of  refracting  medium,  Proc.  Boy.  Soc.  20  (1871),  p.  86;  Phil.  Mag.  (4)  43 
(1872),  p.  810. 
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difference  entre  raberration  qui  se  pr^ente  dans  rinstrument  et  l'aber- 
ration  admise. 

Onze  observationS;  faites  en  mars  1871^  donnerent  poor  lalatitude 
geographique  la  yaleor  moyenne  5P28'34''y4  et  quatorze  obserrations, 
ex^ut^es  au  mois  de  septembre  de  la  meme  annee^  conduisirent  ä  la 
nioyenne  51^  28' 83'';  6,  le  nombre  des  secondes  variant  dans  la  premi^re 
s^rie  de  33,4  ä  36,6  et  dans  la  seconde  de  30,5  ä  30,4. 

L'instrument  ^tait  installe  dans  nn  petit  bätiment  special,  ä  340  pieds 
an  snd  de  la  lunette  m^ridienne  de  Fobservatoire.  La  latitade  de  ce 
demier  instrument  est  51®  28'  38",  4,  et^  340 pieds  faisant  nn  arc  de  3%  35, 
la  latitnde  du  point  oü  forent  execut^s  les  observations  decrites  est 
5P28'35",05. 

Entre  ce  nombre  et  les  denx  r^snltats  ci-dessns  commnniques,  l'accord 
est  meilleur  qn'  Airy  ne  l'avait  pr^sum^.  II  Ini  semblait  probable  qu'a 
Templacement  de  la  Innette  m^ridienne,  au  bord  septentrional  d'une 
colline,  la  direction  z^nitbale  est  d^viee  vers  le  nord,  et  qu'on  a  ainsi 
trouY^  pour  cet  instrument  une  trop  grande  latitnde. 

L'aberration  elle-m^me  selevait,  dans  ces  observations,  ä  19''; 
d'apr^s  rbypothese  de  Klinkerfues,  Tecart  entre  la  latitude  geographi- 
que trouTee  et  la  latitude  reelle  aurait  du  etre  de  30". 

L'annee  suivante,  Airy  a  repet^  ces  observations,  avec  le  m^me 
r^sultat.^) 

§  18.  Une  ezperience  qui  prouve  la  m^me  chose  que  ces  mesures 
d'Airy  a  ete  faite  par  Hoek')  au  moyen  d'une  source  lumineuse  terrestre. 
Fresnel  avait  d^jä  remarqu^  que  Texperience  de  Boscovich  peut  etre 
ex^cutee  avec  une  pareille  source  tont  aussi  bien  quWec  la  lumiere 
d'une  ^toile.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  tont  revient  a  savoir  si  les 
rayons  relatifs  suivent,  ind^pendamment  du  mouvement  de  la  terre  et 
de  Tether,  les  lois  ordinaires  de  Toptique,  question  qu'on  pourra  trancher 
en  recherchant  si,  dans  la  r^flexion  et  la  refraction,  la  marche  de  rayons 
d'origine  terrestre  est  la  meme  lorsque  le  mouvement  de  la  terre  a 
tantöt  Tune  et  tantot  Tautre  direction  par  rapport  aux  appareils  employSs. 
D'apres  notre  th^orie,  les  rayons  relatifs  ne  seront  en  rien  infiuences  par 
le  mouvement  de  la  terre. 

Comme  Airy,  Hoek  a  op^re  avec  une  lunette  remplie  d'eau.  Voici 
comment  il  decrit  ses  experiences: 

„En  A  (fig.  29)  j'ai  place  la  fente  d'un  collimateur  detache  d'on 
appareil  spectral;  eile  etait  eclairee  par  la  lampe  monochromatique 
donnant  de  la  lumi^re  de  la  raie  D.     La  distance  AB  etait  de   1,405 


»)  Proo.  Roy.  Soc.  21  (1872),  p.  121. 

*)  M.  Hoek,  Snr  la  difference  entre  les  constantes  de  Taberration  d^apräs 
Delambre  et  Struve,  Astr.  Nachrichten  73  (1869),  p.  193. 
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m^tres.  La  colonne  d'ean  etait  contenne  dans  an  tnbe  de 
2^067  mHres  de  longueuT;  qn'on  avait  ferme  d'un  cöt^  par 
une  glace  D,  de  Tantre  par  une  lentille  BCy  de  0^507  mfetres 
de  distance  focale,  d'iiii  indice  de  refraction  de  1,509,  et  ayant 
deox  rayons  de  courbure  ^gaux,  chacun  de  0,516  m^tres. 

L'image  du  point  Ä  ötait  fonn^  ä  73  mm.  de  distance 
derrifere  la  glace,  et  la  se  trouvait  un  micrometre  ä  fils. 

Toutes  ces  parties  Constituantes  etaient  solidement  fixees 
sur  une  poutre,  de  3,55  m^tres  de  longueur,  sur  0,095  m^ 
tres  d'epaisseur  et  0,095  m^tres  de  largeur.  La  poutre  repo- 
sait  par  trois  points  sur  une  caisse  qu'on  pouvait  faire  toumer 
avec  facilite;  de  sorte  que  l'appareil  entier  se  laissait  amener 
dans  une  position  voulue  sans  subir  le  moindre  d^rangemeni 

Je  Tai  toujours  employ^  dans  le  m^ridien  yers  midi  et 
minuit. 

Yoici  les  resultats  de  la  premiere  ezp^rience,  prise  le  23  ayril  1868^ 

ayant  minuit: 

FoBition  de  Nombre 

Position  du            Temps  moyen           Timage  en  r^vol.  de 

Särie.              micrometre.                d*ütrecht.                    du  micr.  mesures. 

1 Nord 11»»30'» 25',686 6 

2 Sud     11  35     25  ,702 6 

3 Nord 11  40     25  ,695 6 

4 Sud     11  46     .  .  :  .  .  25  ,718 6 

5 Nord 11  52     25  ,741 6 

6 Sud     11  58     25  ,743 6 

La  moyenne  des  positions  est  donc 

Micrometre  Nord   .  .  .  25',707  par  3  series. 
„  Sud   .  ,  .  .  25,721     „    3      „ 

DifFerence  N  -  S  ^ 0 ,014." 

Le  7  mai,  Hoek  trouva  pour  cette  m^me  diff^rence  la  valeur 
+  0^,031,  et  les  mesures  faites  ä  huit  autres  jours  donn^rent  des 
differences  analogues.  La  valeur  d'une  revolution  du  micrometre  ^tait 
de  0,32  mm. 

D'apres  la  th^rie  de  Klinkerfues,  on  aurait  du  trouver  pour 
N  —  S  plus  de  0,675  r^volutions. 

Mentionnons  encore  que  Eetteler^)  et  Respighi'),  ce  demier  ant^ 
rieurement  ä  Hoek,  ont  ex^cut^  Texp^rience  sous  la  m^me  forme  et  avec 
le  m^me  r^sultai 


^)  ÄBtronomische  Undulationstheorie,    p.  66;    Ann.   d.  Phys.    u.  Chem.  144 
(1S71),  p.  868. 

*)  Memorie  deir  Istituto  di  Bologna  (2)  2  (1862),  p.  279. 
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§  19.  La  theorie  de  Elinkerfues,  selon  laquelle  la  pr^sence  d*ime 
colonne  liquide  dans  one  lunette  ferait  accroitre  la  constante  de  Taber- 
ration,  condnit  anssi  k  admettre  que  l'objectif  exerce,  quoique  ä  an 
moindre  degr^^  une  influence  analogae,  dont  la  yaleur  serait  proportion- 
nelle  ä  T^paisseur  des  lentilles.  En  calculant  cette  valeur  poor  des 
objectifs  tels  qu'on  les  emploie  fr^quemmenty  Klinker fu es ^)  obtint  an 
resoltat  qui  suf&rait  pr^cis^ment  ponr  ezpliquer  la  diff^rence  entre  les 
valeurs  que  Delambre  et  Strnye  ont  assignees  k  la  constante  de 
l'aberration. 

Le  Premier  de  ces  astronomes  soumit  au  calcul^  en  1809^  an  grand 
nombre  d'observations  d'eclipses  des  satellites  de  Jupiter  ^  faites  dans 
le  cours  des  150  annees  pr^cedentes;  il  trouva  ainsi,  pour  le  temps  que  la 
lumifere  met  a  parcourir  la  distance  moyenne  du  soleil  ä  la  terre, 
493^  secondes.  De  ce  nombre  on  d^duit  pour  la  constante  de  Taberration 
la  yaleur  20"y2b,  Struve,  au  contraire,  a  obtenu  par  des  d^terminations 
de  positions  d'etoiles,  en  1845;  le  nombre  20%45.  C'est  la  diff($renoe 
de  ces  r^sultats  que  Elinkerfues  voulait  expliquer  par  Vinfluence  de 
Tobjectif. 

Selon  notre  theorie,  une  teile  influence  n'existe  pas  si  le  coefficient 

d*entrainement  a  la  valeur  1 1 .     C'est  ä  quoi  conduit  aussi^  conune 

Ta  fait  voir  entre  autres  Yeltmann,  la  theorie  de  Fresnel,  et  Hoek  ^tait 
^galement  d'avis  que  Tinfluence  de  Tobjectif,  si  tant  est  qu'elle  existe, 
aerait  beaucoup  plus  petite  que  ne  Tadmettait  Klinkerfues.  Aosai,  k 
Texplication  que  celui-ci  donnait  de  la  difference  en  question,  il  en 
opposa  une  autre^j,  revenant  ä  dire  que^  pour  le  moment  de  l'entr^  d'an 
flatellite  de  Jupiter  dans  Tombre  de  la  plannte,  on  prendra  Tinstant  oü 
il  nous  envoie  encore  une  certaine  petite  quantit^  de  lumiere,  que  par 
suite  chaque  eclipse  sera  observ^e  trop  tdt,  et  cela  d'autant  plus  qu'on 
est  plus  eloigne  de  la  plannte.  De  la  resulteraient,  en  effet,  une  valeor 
trop  grande  pour  la  vitesse  de  la  lumiere  et  une  valeur  trop  £uble 
pour  la  constante  de  Faberration.  Selon  les  raisonnements  de  Hoek 
une  erreur  de  im  centi^me  pourrait  bien  se  produire  de  cette  manitoe. 

II  fait  observer^  toutefois,  que  cette  explication  est  rendue  incertaine 
par  la  circonstance  qu'on  ignore  si  Delambre  s'est  servi  seulement  dm 
entrees  des  satellites,  ou  s'il  a  aussi  tenu  compte  de  leurs  sorties. 

En  v^rit^,  on  sait  si  peu  de  chose  de  ces  calculs  de  Delambre 
qui  n'ont  pas  6t6  imprim^s  et  dont  le  manuscrit  n'existe  probablemest 
plus,  qu'on  ne  saurait   d^cider  si  les  observations  des  Gipses  dont  il 


')  Die  Abenation  der  Fixsterne,  p.  41. 

*)  Hoek,  Sur  la  difPi^nce  entre  les  valeurs  de  la  constante  de  TabemtioD 
d'apr^s  Delambre  et  Struve,  Astr.  Nachricbten  70  (186S),  p.  198. 
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a  fait  usage  conduisent  ou  non  ä  ane  confltante  de  Faberration  differente 
de  la  yaleur  qu'on  doit  ä  Struve. 

En  1875;  ölasenapp  ^)  a  £ait  voir^  dans  une  discussioo  de  toutes  les 
obseryations  connues  des  Klipses  du  premier  Satelliten  de  1848  ä  1870, 
que,  en  employant  differents  groupes  de  ces  obserrations  et  en  appliquant 
des  hypotheses  differentes,  on  pent  obtenir,  poor  le  temps  d^termin^ 
par  Delambre;  des  resultats  compris  entre  496  et  501  secondes. 

Le  resoltat  obtenu  par  Strave^  an  contraire;  pent  ^tre  maintenn 
presque  sans  modification.  Nyr^n');  qui  a  soumis  au  calcul  une  s^rie 
trte  etendue  d'obserrations,  contenant  des  mesures  faites  au  moyen 
d'instruments  diff^rents^  a  demi^rement  trouve,  comme  yaleur  definitive 
de  la  conskante  de  Taberration,  20';492  ±  0",006. 

§  20.  Aucune  des  experiences  concemant  les  phenomänes  qui  nous 
occupent  n'est  devenue  aussi  cfl^bre  que  celle  par  laquelle  Arago  montra 
que  1«8  rayons  relatife,  en  traversant  un  prisme,  suiTent  toujoara,  queUe 
que  soit  la  direction  du  mouvement  de  la  terre,  les  lois  ordinaires  de 
la  r^fraction.  Malbeureusement^  cette  experience  n'a  jamais  6t6  d^crite 
avec  les  details  qu'elle  m^ritait  par  son  importance. 

Ge  qui  donna  lieu  k  cette  recherche,  Arago  nous  Tapprend  dans 
sa  Notice  hiographique  sur  Fresnel^.  Pour  la  theorie  de  r^mission,  T^ga- 
lit^  de  la  yitesse  de  propagation  de  la  lumiere  ^mise  par  des  sources 
<lifferentes;  egalite  experimentalement  reconnue^  constituait  une  grave 
difficult^;  Youlüt-on  m&me  supposer  que  toutes  les  ^toiles  ^mettent  les 
particules  lumineuses  avec  la  m§me  vitesse,  il  n'en  arriverait  pas  moins^ 
si,  comme  Arago  le  croyait  probable,  ces  particules  sont  soumises  ä 
Tattraction  universelle,  que  lour  vitesse  diminuerait  de  plus  en  plus  ä 
mesure  qu'elles  s'Aoigneraient  de  la  source  lumineuse.  „N'est-ce  donc  pas/' 
dit  Arago^),  „contre  le  systöme  de  T^mission  une  objection  formidable 
que  cette  parfaite  ^galit^  de  yitesse,  dont  toutes  les  observations  fönt 
foi?*'    Puis  il  continue: 

„n  existe  un  moyen  tr^s  simple  d'alterer  notablement,  sinon  la 
yitesse  absolue  d'un  rayon,  au  moins  sa  yitesse  relative;  c'est  de  Tobsenrer 
pendant  sa  course  annuelle,  quand  la  terre  se  dirige  soit  yers  Fastre 
d'oü  ce  rayon  emane,  soit  yers  la  region  diametralement  opposee.  Dans 


*)  J'emprunte  ceci  ä  S.  Newcomb,  Measures  of  the  velocity  of  light 
(Astronomical  papers  prepared  for  the  use  of  the  American  Ephemeris  and  Nau- 
tical  Almanac,  2  [1S86]),  p.  114.  Le  memoire  de  Glasenapp,  publik  en  langue 
rnsse,  ne  m'est  pas  connu. 

*)  M.  Nyr^n,  L*aberration  des  ätoiles  fixes,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences 
de  St.  P^tersbourg  (7)  31  (1888),  No.  9. 

*)  Arago,  (EuTTM  compl^tes,  Paris  (1864)  1,  p.  107. 

^  1.  c.  p.  166. 
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le  premier  cas,  c^est  comme  si  la  yitesse  du  rayon  se  trouvait  accrue 
de  tonte  celle  de  notre  globe;  dans  le  second^  le  changement  a  num^ 
riqnement  la  m^rne  yaleur^  mais  la  yitesse  primitive  est  dimina^.  Or, 
personne  n'ignore  que  la  yitesse  de  translation  de  la  terre  est  com* 
parable  ä  celle  de  la  lumiere,  qn'elle  en  est  la  dix-millieme  partie. 
Observer)  d'abord  ime  etoile  vers  laqnelle  la  terre  marche  et  ensuite 
une  ^ile  que  la  terre  fdit;  c'est  ayoir  oper^  sur  des  rayons  dont  les 
yitesses  diffferent  entre  elles  de  nn  cinq-millieme.  De  tels  rayons  doiyent 
§tre  in%alement  refractes.  La  theorie  de  Femission  fonmit  les  moyens 
de  dire  en  nombres  a  combien  Tinegalite  s'el^vera,  et  Ton  peut  voir 
ainsi  qn'elle  est  fort  snperienre  anx  petites  errenrs  des  obseryations. 
£h  bien^  des  mesnres  precises  ont  complätement  dementi  le  calcol:  les 
rayons  eman^s  de  toutes  les  ^iles,  dans  qnelque  region  qn'elles  soient 
sitneeS;  epronyent  pr^isement  la  mSme  r^fraction.^ 

Les  obseryations  elles-memes  sont  d^crites  par  Biot^)  de  la  mani^re 
sniyante: 

y^  prisme  dont  Arago  s'est  seryi  dans  ses  experiences,  etait  plac^ 
deyant  l'objectif  d'nn  cercle  r^petiteur,  de  mani^re  a  n'en  conyrir  qu'une 
partie;  de  sorte  que  Ton  ponyait  obsenrer  successiyement  le  rayon 
luminenx  direct  ä  trayers  la  Innette  seule^  et  le  meme  rayon  deyie  par 
le  prisme.  En  tenant  compte  des  temps  oü  les  deux  obseryations  ^taient 
faites^  on  ramenait  l'astre,  par  le  calcul^  ä  nne  m^me  hautenr  sur  rhorizon» 
La  diffi^rence  des  angles  obseryes  directement  et  ä  trayers  le  prisme 
donnait  la  deyiation  ^prouyee  par  le  rayon  luminenx.  En  obseryant 
ainsi  les  etoiles  de  Tecliptique  qui  passaient  an  meridien  ä  6  henres 
du  soir,  la  terre,  qui  toume  snr  elle-meme,  comme  autour  du  soleil, 
d'occident  en  Orient,  marchait,  sur  son  orbite,  dans  le  meme  sens  que 
leur  lumiere;  et  par  consequent  celle-ci  n'avait,  en  arriyant  sur  le  prisme^ 
que  la  difference  des  deux  yitesses.  Le  contraire  ayait  liea  pour  les 
etoiles  qui  passaient  au  meridien  ä  6  heures  du  matin,  et  la  terre  allait 
en  sens  contraire  de  leur  lumiere.  Mais  cette  Opposition,  qui  aurait 
du  donner  une  difference  de  50  secondes  sexagesimales  dans  les  deyiations 
obseryees,  n'y  a  produit  aucun  changement  appreciable.'* 

On  sait  comment  Arago  concilia  le  resultat  des  experiences  ayec 
la  theorie  de  T^mission,  en  ajoutant  ä  celle-ci  Thypothese  que  les  astrea 
emettent  des  particules  lumineuses  ayant  des  yitesses  tres  differentes^ 
mais  que  Timpression  de  lumiere  ne  peut  etre  excitee  que  par  les  par- 
ticules qui  atteignent  Foeil  ayec  une  yitesse  determinee.  Fresnel  montra 
ensuite  que  son  hypothese  sur  rentrainement  des  ondes  lumineuses  par 
la  matiere  ponderable  peut  rendre  compte  du  resultat  de  Texperience. 


^)  J.  B.  Biot,  Traite  ^lömentaire  d'astronomie  physiqne,  3«  ^d.  Paris  (1667) 
5,  p.  864,  note. 
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Apr^s  les  developpements  des  paragraplies  precedents,  il  est  dair  qu'elle 
pent  egalement  ^tre  expliqu^e  par  la  th^orie  que  j'ai  ezposee.  En  effet, 
Selon  ma  maniere  de  voir,  on  observe  toujoiirs,  par  une  lunette^  la 
direction  des  rayons  relatifs  qni  atteignent  Tobjectif;  et  ces  rayons 
suivent,  dans  leur  marche  a  travers  an  prisme,  les  lois  ordinaires  de 
la  refraction.  La  lunette  ^tant  dirigee  d'abord  directement  sur  Fetoile, 
et  ensaite  sur  Fimage  qu'en  forme  un  prisme,  l'angle  entre  les  deux 
positions  pourra  5tre  determine  selon  les  r^les  ordinaires. 

II  y  a  one  circonstance,  cependant^  qu'on  ne  doit  pas  perdre  de 
Yue.  Quand  Tetoile  nous  envoie  une  lumiere  homogene  dont  le  nombre 
des  yibrations  par  unite  de  temps  est  N,  dans  un  point  du  prisme,  comme 
en  tout  autre  point  qui  est  lie  k  la  terre^  le  derangement  de  Tequilibre 
parcourra,  suiTant  le  §  11,  toutes  les  phases,  non  pas  N^  mais  N'  fois 
par  unite  de  temps.  La  refraction  du  rayon  relatif  ne  cessera  pas 
d'obeir  aux  lois  ordinaires,  mais,  par  suite  de  la  difference  entre  N  et  Ify 
Tindice  de  refraction  pourra  avoir  une  autre  valeur  que  si  la  terre  etait 
immobile,  et  c'est  ä  cause  de  cda  que  la  deviation  du  rayon  relatif, 
dans  un  prisme  unique  ou  dans  un  Systeme  de  prismes  non  achromatique 
pourra  5tre  modifiee  par  le  mouvement  de  la  terre.  Dans  rexp^rience 
d'Arago,  toutefois,  cette  circonstance  n'a  pu  intervenir,  car  il  a  du 
employer  un  prisme  achromatique.  C'est  dans  le  spectroscope  que 
paraitra  la  modification  de  Tindice  de  refraction  qui  est  produite  par  la 
difference  de  j^  et  j^'.  Elle  y  d^terminera  un  deplacement  des  raies 
du  spectre  de  Tetoile.  Mais  c'est  la  un  point  auquel  je  ne  m'arrreterai 
pas,  car  la  dispersion,  dans  un  prisme  en  mouyement,  ne  pourra  ^tre 
etudiee  theoriquement  que  lorsqu'on  se  sera  forme  une  idee  du  mecanisme 
du  mouyement  lumineux,  dans  une  mati^re  ponderable  qui  se  deplace 
par  rapport  ä  Tetlier.  La  premifere  question  sera  alors  de  sayoir  si  la 
dispersion  dopend,  en  premi^re  ligne,  d'une  difference  de  la  longueur 
d'onde,  ou  d'une  difference  de  la  dur^e  d'une  yibration. 

Remarquons  encore,  ä  propos  de  l'ezperience  d'Arago,  qu'en  general 
tout  changement  de  la  direction  suiyant  laquelle  un  rayon  lumineux 
tombe  sur  un  prisme  a  pour  effet  d'augmenter  ou  de  diminuer  la  d^yiation. 
La  lumiere  de  deux  etoiles,  situees  dans  des  directions  diff^rentes  par 
rapport  ä  la  terre,  ne  subira  donc  la  m^me  d^yiation  que  si  les  rayons 
relatifs  de  l'une  et  de  l'autre  frappent  le  prisme  sous  le  m^me  angle. 
Mais  lorsqu'on  compare  entr'eux,  pour  une  meme  etoile,  le  cas  oü  la  terre 
est  immobile  et  celui  oü  eile  se  deplace,  en  admettant  que  l'angle  d'inci- 
dence  des  rayons  vrais  soit  le  m^me  dans  les  deux  cas,  ou  bien 
lorsqu'on  compare,  dans  cette  m^me  hypoth^se,  la  refraction  des 
rayons  de  deux  etoiles,  on  trouye  des  d^yiations  differentes  pour  les 
rayons  relatifs,  parce  que  ceux-<;i  ont  tantöt  Tun  et  tantot  l'autre  angle 
d'incidence. 
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Ce  Bont  ces  differences  que  Hoek^)  d^dnisit  de  la  theorie  et  qu'il  se 
proposa  de  verifier  par  une  rep^tition  de  rexperience  d'Arago.  On  cal- 
cole  leur  valeor  au  moyen  des  formules  differentielles  qui  indiqueiit 
comment,  dans  un  prisme,  la  direction  da  rajon  ^mei^ent  est  modifi^ 
par  un  petit  changement  dans  la  directiou  de  la  lumi^re  incidente. 
Ainsi  que  le  fait  remarquer  Hoek^  les  differences  en  question  s'eva- 
nouissent  lorsqu'on  n'observe  que  des  etoiles  situees  dans  la  direction 
du  mouvement  de  la  terre ;  ou  dans  la  direction  oppos^,  et  pareüle- 
ment  lorsqu'on  observe  au  minimum  de  deviation;  dans  le  premier  cas, 
en  effety  le  rajon  vrai  et  le  rayon  relatif  ont  la  mSme  direction,  et  dans 
le  second  cas  un  petit  changement  de  Tangle  d'incidence  est  sans  effet 
sensible  sur  la  deviation. 

Aussig  c'est  ä  cette  demifere  circonstance  que  Hoek  attribue  le  resul- 
tat  n^gatif  de  Texperience  d'Arago;  selon  lui;  on  arriverait  ä  une  con- 
clusion  differente  si  Ton  n'observait  pas  au  minimum  de  deviation.  Cette 
opinion  est  contraire  ä  ma  theorie  comme  ä  celle  de  Fresnel.  Je  ne 
doute  pas  qu'Arago  ait  prefere  la  deviation  minima,  parce  qu'elle 
presente  Tavantage  que  Terreur  qui  peut  resulter  d'une  l^g^re  rotation 
accidenteUe  du  prisme  est  aussi  faible  que  possible.  Mais,  se  fbt-il 
plac^  dans  d'autres  conditions,  il  aurait  toujours  obtenu  le  meme  resultat^ 
Si,  un  prisme  etant  invariablement  lie  dans  une  position  quelconque  ib 
une  lunette,  on  dirige  celle-ci  d'abord  de  fa^on  que  l'image  directe 
d'une  etoile  se  forme  en  un  point  determine  du  plan  focal  de  Tobjectif, 
puis  de  fa9on  que  les  rayons  qui  ont  traverse  le  prisme  convergent  vers 
ce  meme  point,  on  trouvera  entre  les  deux  positions  de  la  lunette  le 
meme  angle,  quelle  que  soit  Tetoile  observee;  car  les  rayons  relatifis 
frapperont  toujours  le  prisme  sous  le  meme  angle.^) 


^)  Hoek,  Kecherches  a6tronomi<;ue8  de  rObservatoire  d'Utrecht  1  (1861),  p.  86. 

*)  Ou  trouve  dans  le  memoire  de  Eloek  quelques  autres  remarques  qui  ae 
rattachent  a  sa  discussion  de  Texp^rience  d*Arago.  Premierement,  en  parlant  de 
raction  de  Tobjectif  d'une  lunette,  il  compare  celui-ci  ä  un  8y>t^me  de  prismes 
{Becherchcs  astron.  1,  p.  51),  et  dit  que  le  mouvement  de  la  terre  doit  influer 
sur  la  döviation  subie  par  les  rayons  qui  frappent  led  parties  p^ripheriques 
de  la  lentille.  Si  Ton  se  figure  la  lunette  toujot.rs  dirigee  sur  la  position  vraie 
d'une  etoile,  la  direction  des  rayons  relatifs  inciclents  d^i  endra  du  cöte  vers  lequel 
la  terre  se  deplace,  et  il  en  est  de  meme  de  Tangle  sous  L  quel  ces  rayons  ren- 
contrent  une  partie  d^temiin^e  de  iV^bjectif;  Tinfluence  qu'un  petit  changement 
de  cet  angle  pourrait  avoir  sur  la  deviation  des  rayons  pöriphäriquts  est  ezamin^ 
par  Hoek. 

Quand  on  s'en  tient  a  la  proposition  que  les  rayons  relatifs  suivent  les  Ioib 
ordinaires  de  la  r^fraction,  la  chose  devient  tr^s  simple.  Car  la  que-tion  de  savoir 
si  tous  les  rayons  qui  tombent  sur  Tobjectif  de  la  !•  motte  convergeront  vers  son 
foyer  principal,  lorsque  primitivement  ils  sont  paralleles  a  Taxe  <te  i^instnunent» 
et  si,  lorsqu'ils  fönt  d'abord  un  petit  angle  uvec  cet  axe,  une  Image  nette  se 
formera  sur  un  axe  secondaire,  rentre  dans  la  thäorie  ordinaire  des  lentilles. 


Bur  les  ph^nom^nes  lumineux.  377 

§  21.  Nous  avons  montr^^  an  §  15,  que  lorsque  les  rayons  relatifd 
conyergent  vers  un  point^  Tonde  luminense  se  contracte  en  ce  point,  et 
nous  en  avons  conclu  qu'il  s'opere  une  concentration  reelle  du  mouve- 
ment  lumineux.  Cela  serait  parfaitement  exact  si  nous  avions  affaire  ä 
des  ondes  fermees  entourant  de  toutes  parts  le  point  de  convergence. 
Mais,  nos  instruments  n'admettant  que  des  ondes  qui  sont  limit^es  lat^- 
ralement,  il  faut,  en  toute  rigueur;  avoir  recours  ä  la  theorie  de  la 
diffiraction  pour  decider  jusqu'ä  quel  degre  la  lumi^re  est  concentree 
en  un  point  unique.  II  importe  donc  d'examiner  s'il  existe  une  influence 
du  mouvement  de  la  terre  sur  les  phenomenes  de  difiraction. 

a)  Soit  (fig.  30)  V  la  surface  de  Separation  entre 
deux  milieux  homogenes,  et  A  un  point  invariable- 
ment  lie  ä  la  terre,  et  par  consöquent  immobile  dans 
la  figure.  Supposons  que  de  ^  ä  F  la  lumidre  se 
propage  sans  que  des  obstacles  lat^raux  lui  fassent 
subir  une  difiEraction,  mais  que  la  surface  de  Separa- 
tion Vy  ou  la  partie  transparente  de  cette  surface, 
soit  limitee.  Dans  le  second  milieu  il  y  a  alors  un 
phenom^ne  de  diffiraction,  et  le  mouvement,  en  un 
point  quelconque  J?,  est  compose  des  mouvements 
que  laissent  passer  les  diffi^rents  elements  de  F.  Pour 
evaluer  les  differences  de  phase  avec  lesquelles  Tinter- 
ference  a  lieu,  prenons  un  point  quelconque  P  de  F,  et  considerons  le 
temps  qu'il  faut  au  mouvement  lumineux  pour  se  propager  de  ^  en  P 
et  de  la  en  B.     II  est  (§  12)  exprime  par 

ä;  +  ^  ^f^(^B-9>A)f (16) 

oü  /i  a  la  signification  indiquee  au  §  13,  et  oü  Ä^  et  A^  se  rapportent 
au  premier  et  au  second  milieu. 

Quand  on  calcule  la  valeur  de  (16)  pour  differentes  situations  du 
point  P,    le  demier    terme  reste   toujours  le  meme;   les  differences  de 


L'autre  remarque  de  Hoek,  dont  je  tbux  dire  un  mot,  consiste  en  ceci,  que 
la  consitnte  de  Taberration  doit,  ä  cause  de  la  räfraotion  atmosphärique,  pr^Ben»- 
ter  une  valeur  leg^rement  yariable  avec  la  hauteur  de  Tastre.  Lorsque,  en  effet,  la 
direction  que  suit  pr^s  de  la  surface  de  la  terre  le  rajon  relaÜf  provenant  d'une  Atolle 
est  compar^e  avec  la  direction  que  le  rayon  vrai  aurait  au  m^me  point,  si  la  terre 
^tait  immobile,  on  reconnalt  que  par  suite  de  la  rt^fraction  atmosph^rique,  Tangle 
de  ces  deux  directions  difF^re  un  peu  de  Taberration,  teile  qu'elle  ezisterait  en 
rabseiice  de  Tair.  La  diff^rence  est  tr^s  faible,  mais,  fdt-elle  plus  grande,  on 
peut  eviter  la  complicütion  qui  en  r^sulterait  dans  la  räduction  des  observations 
astronomiqiies;  il  suffit  de  faire  cfcibord  la  correction  due  k  la  r^firaction,  et 
d'appliquer  ensuitef  a  la  direction  ainsi  trouv^e  pour  le  rayon  relatif  en  debors  de 
Tatmospb^re,  les  formules  ordiuaires  de  Taberration. 
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pliase  des  mouvements  partiels,  an  moment  oü  ils  se  rencontrent  en  Bj 
sont  donc  d^terminees  par  les  dürres 

d'oü  Ton  voit  qu'elles  ont  la  m^me  valeur  qne  si  la  terre  etait  immobile. 

n  s'ensuit  que,  dans  l'espace  sitne  derri^re  V,  la  distribution  de 
rintensit^  Inmineuse  n'est  pas  modifiee  par  le  mouvement  de  la  ierre. 

H  n'en  est  pas  de  meme  de  la  phase  des  yibrations  resultantee. 
B'aprfes  rexpression  (16)^  le  temps  qu'il  faut  ä  chaque  Vibration  partielle 
ponr  atteindre  le  point  B  se  trouve  diminue  de  la  qnaiitite 

par  le  monvement  de  la  terre;  la  Vibration  resultante  sera  donc  avancee, 

eile  aussi,  de  cette  m^me  quantite.  Or,  ce  temps  d^pen- 
-^  dant  de  la  Situation  de  B^  les  differences  de  pliase  qua 

presentent  entre  elles  les  vibrations  resultantes,  aox 
divers  points  du  second  milien^  seront  modifi^s  par  le 
monvement  de  la  terre. 

On  doit  avoir  ^ard  ä  cette  modification  lorsqae 
au  second  mUien  snccMe  un  troisi^me  qui  en  est  s^pare 
par  la  surface  limite  V  (fig.  31).  Soit  B  nn  point 
de  V\  C  un  point  quelconque  en  arri^re  de  F'.  Si 
la  terre  ^tait  immobile ,  il  existerait  en  B  une  Vibra- 
tion^ qui^  elle-m^me  le  resultat  de  la  dif&action  pr^c^ 
dente,  se  transmettrait  jusqu'ä  C  dans  le  temps 

BC 

A^  etant  la  valeur  de  la  vitesse  A  dans  le  troisidme  milieu.  Quand  la 
terre  se  meut,  ce  temps  devient 

mais^  puisque  alors  la  Vibration  se  trouve  dejä  avanc^e  en  B  de 
M  (9'b  —  ^a),  eile  arrive  finalement  en  C  avec  une  avance  de  temps 
^gale  ä 

Ce  temps  etant  independant  de  la  position  de  By  les  vibrations  par- 
tielles se  rencontreront  de  nouveau  en  C  avec  les  m^mes  differences  de 
pbase,  que  la  terre  se  meuve  ou  non^  et  la  distribution  de  Tintensit^ 
lumineuse  dans  Tespace  derri^re  V  sera  ^galement  la  m^me  dans  les 
deux  cas. 

On  peut  facilement  etendre  ce  resultat  au  cas  d'un  nombre  quel- 
conque de  milieux  successifs^  et  rien  n'y  est  change  si  en  avant  et  en 
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arrifere  d'une  snrüyce  Limite  se  irouve  le  meme  miliea^  de  sorte  qu'on 
a  affaire  ä  la  difiFraction  ordinaire  par  iine  Ouvertüre,  ou  par  un  Systeme 
d'oavertnres.  Une  diffi'action  dans  la  lomi^re  reflechie  peut  ^tre  trait^ 
de  U  m§me  mani^re. 

Si,  en  supposant  la  terre  immobile,  on  peut  consid^rer  le  ph^no- 
mtee  de  diffi-action  comme  revenant  ä  pen  prte  k  la  concentratioD  de 
Im  Inmi^re  en  un  point  unique,  on  peut  le  faire  dans  la  mSme  mesure, 
loraque  la  terre  se  d^place. 

b)  Supposons  qu'une  partie  senlement  de  la  8ur£EUse  limite  V 
(fig.  32)  de  deux  milieux  re9oive  un  faisceau  de  rayons  relati£Ei  parallMes 
LA,  provenant  d'une  etoile.  Si  Fair  est  le  prä- 
mier milieu  et  qu'on  neglige  la  r^fraction  atmo- 
qpherique,  ces  rayons  peuvent  avoir  la  direction  dans 
laqoelle  ils  etaient  emis  par  T^toile,  mais  on  peut 
auati  sapposer  qu'ils  aient  di6jk  change  de  direction 
par  une  reflexion  ou  une  refiraction  par  des  surüeu^es 
planes.  On  comprendra  imm^diatement  que  les 
phäiom^nes  se  passeront  comme  si  dans  la  direc- 
tion ÄL,  ä  une  grande  distance  de  F,  se  trouvait 
an  point  lumineux  lie  ä  la  terre;  seulement,  pour 
chaque  esp^ce  de  lumi^re  que  Tetoile  nous  envoie, 
ce  point  deyrait  executer  par  seconde  un  nombre 
de  TibratioDs  differant  du  yrai  nombre  de  vibra- 
tiona  de  cette  esp^  de  lumi^re.  Le  demier 
nombre  ^tant  d^igne  par  j^,  le  premier  sera  donne, 
d'aprte  ce  qu'on  a  yu  au  §  11,  par  requation 


N'-N{1-  ^^^) . 


dans  laquelle  a  est  Tangle  que  fait  la  direction  primitive  des  rayons 
lumineux  avec  celle  de  la  vitesse  de  la  terre.  En  effet,  une  fois  ce 
nombre  calcule  pour  les  rayons  relatifs,  il  ne  chaugera  plus,  de  quelque 
manitoe  que  ces  rayons  soient  r^fl^chis  ou  refract^. 

Si  Fintroduction  d'un  point  lumineux  imaginaire,  place  dans  la 
direction  AL  et  invariablement  li^  ä  la  terre,  donnait  lieu  ä  quelque 
doute,  Toici  comment  on  pourrait  präsenter  les  choses. 

De  la  mani^re  indiqu^  au  §  15,  c)  on  peut  determiner  la  forme 
d'une  onde  situ^e,  dans  le  premier  milieu,  pr^s  de  la  surface  limite. 
Si  nous  prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  G  perpendiculaire  aux  rayons  LA, 
et  que  nous  dirigions  Taxe  des  g  positif  du  cdte  vers  lequel  ces  rayons 
■e  propagenty  une  vitesse  ayant  pour  composantes 


—  X 
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doit  dtre  normale  ä  l'onde;  la  forme  de  cette  demi^re  sera  doncd^ter- 

minee  par  l'equation 

—  x(p  +  Ab  =  consi^ 
on 

-^V  +  j-C-, (17) 

C  ^tant  une  constante. 

Pour  tronver  maintenant  la  phase  de  la  Vibration  qu'un  point 
qnelconque  C  du  second  milien  re9oit  de  Td^ment  J?  de  la  surGMe 
Limite,  menons  par  B  une  droite  parall^e  k  AL.  Soit  D  le  point  oü 
l'onde  S  est  rencontr^e  par  cette  droite.  Le  trajet  DBC  sera  parcoum 
par  la  lumi^re  dans  le  temps 

-J^   +  -Ä^-^iVC-  VD)y (18) 

et  comme  il  y  a  egalit^  de  phase  sur  tonte  F^tendue  de  l'onde  £?,  c'est 
des  yaleurs  que  prend  cette  grandeur  (18)  que  dependront  les  diffärenees 
de  phase  avec  lesquelles  les  vibrations  se  rencontreront  en  C.  lbi% 
si  E  est  le  point  de  rencontre  de  la  droite  BD  avec  le  plan  G^  on  % 
d'apr^  la  formule  (17), 

—  i^VD  +  '-j^^C 
et  l'expression  (18)  devient 

ES     .SC  r% 

Les  deux  demiers  termes  ne  changeant  pas  lorsqu'on  prend  ponr  B 

Tun  ou  l'autre  point  de  la  surface  limite,  les  differences  de  phase  sont 

determinees  par  les  termes 

EB       BC 

Or,  cette  expression  represente  le  temps  qu'il&udrait  älalnmi^ 
si  la  terre  ^tait  immobile  et  que  les  lignes  LA  fussent  des  rayons  Traii^ 
pour  se  propager  du  plan  (r  ä  J?  et  de  lä  au  point  C.    Dans  ee  eai^ 
une  onde  lumineuse  serait  dirig^  suiyant  le  plan  G.    II  en  r^solte  que 
les  differences  de  phase  exprim^  en  unit^  de  temps  seraient  les  mdmss 
que  lorsque  la  terre  se  meut  et  que   les  lignes  LA  repr^ntent  das 
rayons  relatifs.     Si  donc  la  periodicite  que  pr^ente  F^ranlement  m 
un  point  fixe  de  la  figure  est  ^galement  la  meme  dans  les  deox  cai^ 
il  y  aura  aussi  ^alite  entre  les  differences  de  phase  exprimees  en  duiees 
de   Vibration.     La  distribution    de  l'intensit^   lumineuse   dans  l'espace 
derrifere  V  sera  donc,  lorsqu'une  etoile  emet  de  la  lumi^  dont  N  ed 
le  nombre  de  vibrations,  la  mdme  que  si  la  terre  etait  en  repos,  qw 
Tetoile  se  trouvät  dans  la  direction  des  rayons  relatifs  et  que  le  nombre 
des  vibrations  f&t  N'  (§  11).     Ge  r^sultat  peut  encore   Stre  ^tendn  an 
<;a8  d'une  serie  de  milieux  differents. 
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Les  consid^rations  precedentes  penvent  etre  appliqu^s  k  la  diffirac- 
tion  par  les  reseaux.  Les  specizres  qu'on  obtient  par  ces  derniers  ne 
seront  en  rien  affect^s  par  le  mouvement  de  la  terre  si  Ton  fait  usage 
d'nne  source  Inmineuse  terrestre,  mais  dans  les  spectres  que  nous  donne 
la  luini^  d'une  Atolle  les  raies  eprouveront  an  d^placement  conform^- 
ment  aa  principe  de  Doppler.  Ge  d^placement  n'existe  pas  dans  le  spectre 
solaire,  la  distance  de  la  terre  au  soleil  pouvant  §tre  regardee  comme 
invariable. 

o 

Babinet^)  et  Angström^  farent  conduits  par  lenrs  considerations 
theoriques  ä  une  conclusion  diff^rente,  condnsion  que  le  second  de  ces 
pbysiciens  cmt  trouver  confirm^e,  quoiqne  d'une  mani^re  peu  certaine^ 
par  ses  mesures  de  longueurs  d^onde  de  la  lumi^re  solaire.  Gependant 
Mascart*)^  en  sonmettant  la  question  ä  une  nouvelle  ^tude  exp^rimentale^ 
n'a  pu  constater  aucune  influence  du  mouvement  de«la  terre  sur  les 
spectres  de  r^seau  de  la  lumifere  solaire.  II  a  reconnu^  par  la  com- 
paraison  directe  de  la  lumi^re  solaire  et  de  celle  d'une  source  terrestre, 
que  les  raies  correspondantes  des  spectres  pr^sentent  la  m§me  d^viation. 

m 

§  22.  L'interference  de  la  lumi^re  donne  lieu  ä  des  remarques 
analogues  ä  Celles  que  nous  avons  &ites  au  sajet  de  la  diffi^ction.  Les 
ph^nom^nes  ne  seront  pas  modifl^s  par  le  mouvement  de 
la  terre  si  Ton  fait  usage  d^une  source  Inmineuse  terrestre; 
et  quand  on  opfere  sur  les  rayons  d'une  ^toile,  il  ne  se  pro- 
duira  d'autre  changement  que  celui  qui  r&ulte  de  la  modi- 
fication,  suivant  le  principe  de  Doppler^  de  la  dur^  de 
Vibration.  Soit^  pour  justifier  la  premifere  assertioD^  Ä  (fig.  33) 
un  point  lumineux  li^  ä  la  terre,  et  supposons  que  les  vibra- 
tions  atteignent  le  point  B  par  deux  chemins  differents.  Pour  H 
simplifier,  nous  admettrons  que  ni  sur  Tun  ni  sur  l'autre 
de  ces  chemins  la  propagation  de  Ä  vers  B  r\e  soit  troublee 
par  la  difi&action;  nous  supposerons  donc  que,  en  appliquant 
de  la  manifere  expos^  aux  §§  12  et  13  le  principe  de 
Huygens,  on  trouve  pour  chacun  des  deux  chemins  des 
ondes  suffisamment  larges,  dont  les  bords  soient  ä  quelque 
distance  de  B.  Nous  pouvons  alors  mener  de  Ä  k  B  deux 
rayons  relatifs,  que  nous  d^ignerons  par  L^^  et  L^.    Ges  rayons  peuvent 

')  J.  Babinet,  Sur  un  nouveau  mode  -de  propagation  de  la  Inmiäre,  Comp- 
iet  rendos  56  (1868),  p.  411. 

o 

")  A.  J.  AngstrOm,  Neue  Bestimmung  der  Länge  der  Lichtwellen,  nebst 
einer  Methode,  auf  optischem  Wege  die  fortschreitende  Bewegung  des  Sonnen- 
systems zu  bestimmen,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  123  (1864),  p.  489  (voir  p.  500). 

*)  £.  Mascart,  Sur  les  modificationi  qu^äprouve  la  lumi^re  par  suite  du 
mouvement  de  la  source  Inmineuse  et  du  mouvement  de  Fobservateur,  Ann.  de 
r£cole  Normale  (2)  1  (1872),  p.  166. 
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changer  ane  oa  plosieurs  fois  de  direction  par  nne  reflection  on  une 
r^&actioii;  en  obeissant  toujours  aux  lois  ordinaires  de  Toptique.  Si 
Ton  Yonlait  considerer  aoasi  des  milieax  non  homog^neSy  les  rayons 
ponrraient  ^tre  composes  de  lignes  coarbes.  Quoi  qn'il  en  soit,  si  ds^ 
represente  un  element  de  L^,  le  temps  necessaire  pour  le  parcoars 
de  cet  element  avec  la  vitesse  B  {%  12)  est 

ds,  dtp  j 

et  par  consequent  le  temps  necessaire  pour  le  rayon  entier 


J 


Gomme^  ponr  L^y  on  obtient  de  la  m§me  mani^re  Texpression 


/ 


-^  -\L{q>B-  q>A)j 


on  Yoit  que  la  difference  des  deux  temps  est  independante  des  potentiels 
de  yltesse,  et  par  consequent  da  mouvement  de  la  terre. 

Babinet^)  le  premier  a  demontre  par  une  experience  cette  indepen- 
dance  d'un  phenomene  d'interference  du  mouvement  de  la  terre;  apres  loi 
Hoek')  etEetteler')  ont  execute  des  experiences  analogues.  Plusieurs 
physiciens,  entre  autres  StokesetYeltmann,  ont  demontre  que  le  resal- 
tat  de  ces  rechercbes  ötait  ä  prevoir  d'apr^s  la  theorie  de  Fresnel. 

§  23.  L'explication  que  viennent  de  recevoir,  dans  ce  qui  precede, 
un  certain  nombre  de  phenomenes  repose,  pour  la  plupart  d'entre  eax^ 
sur  la  supposition  faite  relativement  au  coefficient  d'entrainement.  Cette 
supposition  fut  justifi^e  dans  une  certaine  mesure  par  Fexperience  connue 
de  Fizeau^)^  dans  laquelle  interferaient  des  rayons  qui  avaient  traverse 
des  tubes  par  lesquels  passait  un  courant  d'eau.  Le  resultat  de  cette 
experience  prouvait,  en  effet^  que  les  ondes  lumineuses  ne  participent 
que  partiellement  au  mouvement  du  milieu  et  les  valeurs  numeriques 
obtenues  par  Fizeau  sont  telles  qu'on  pouvait  le  prevoir  d^apr^s  la 
valeur  admise  pour  le  coefficient  d'entrainement.  Cependant,  avec  les 
moyens  dont  Fizeau  disposait^  il  ^tait  impossible  d'arriver  ä  une  deter- 
mination  precise  du  coefficient. 


^)  Babinet,  Sur  Taberration  de  la  lumi^re,  Gomptes  rendus  9  (18:^9),  p.  774. 

^  Hoek,  Determination  de  la  vitesse  avec  laqnelle  est  entrain^e  une  onde 
Ixunineuse  traversant  un  milieu  en  mouvement,  Arch.  n^erl.  3  (1868),  p.  180. 

')  Astronomische  Undulationstheorie,  p.  67. 

*)  H.  Fizeau,  Sur  les  hypoth^ses  relatives  ä  T^ther  lumineux,  et  sur  une 
ezpörience  qui  parait  dämontrer  que  le  mouvement  des  corps  change  la  vitesse 
avec  laquelle  la  lumi^re  se  propage  dans  leur  int^rieur,  Gomptes  rendus  33  (1851), 
p.  849;  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.,  Erg.  3  (1858),  p.  467. 
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Denx  physiciens  americains,  Michelson  et  Morley\),  ont  recem- 
ment  repete  rexperience  sur  une  plus  grande  Schelle.  D'apr^s  leurs 
mesures  le  coefficient  d'entrainement  poss^e^   dans  le  cas  de  Teau^   la 

valeur  0,434,  avec  une  erreur  possible  de  ±  0,02.     La  quantite  1 ^ 

s'elevant  pour  l'eau  ä  0,437,  Faccord  avec  Thypoth^se  de  Fresnel  est 
tr^s  satis&isant. 

Pour  faire  interrenir  dans  la  determination  du  coefficient  des  vitesses 
plus  considerables,  on  choisira  des  ph^nom^nes  dans  lesquels  la  vitesse 
de  la  terre  pourrait  jouer  un  röle.  En  yerit^,  toute  experience  teile 
que  Celles  d'Arago  et  de  Boscovich,  ou  l'obseryation  de  tout  phenom^ne 
d'interfi^rence  dans  lequel  une  certaine  ^tendue  d'une  mati^re  trans- 
parente est  parcourue  dans  une  direction  faisant  tantot  tel  angle  tantot 
tel  autre  avec  la  vitesse  de  la  terre,  peut  serrir  a  la  determination 
des  coef&eients  h  et  x.    Or,  toutes  ces  experiences  ont  conduit  ä  la  valeur 

A;  »  1 ,,  qui  peut  cependant  §tre  affect^e  d'une  erreur  qu'on  evaluera 

par  une  discussion  detaill^e  de  chaque  experience. 

II   importe   d'ailleurs,   evidemment,   de  savoir  jusqu'ä   quel  point 

Tequation  J;  =  1 ^  s'applique  ä  chaque  couleur  s^par^ment');  de  savoir 

aussi  ce  que  devient  cette  relation  pour  les  corps  birefringents.  Au 
sujet  de  cette  demifere  question,  Mascarf)  a  foumi  des  donn^s  impor- 
tantes  par  ses  experiences  sur  les  phenomenes  d'interference  qui  se  pro- 
duisent  quand  des  plaques  epaisses  de  spath  d'Islande,  taillees  parallfelement 
ä  Taxe,  sont  travers^  par  la  lumifere  polarisee.  Ces  phenomenes  ont 
de  nouveau  ete  trouves  independants  du  mouvement  de  la  terre. 

Dans  tous  les  cas  que  nous  venons  de  passer  en  revue,  le  degre 
d'exactitude  avec  lequel  on  peut  d^terminer  le  coef&cient  d'entrainement, 
depend  de  la  grandeur  de  la  vitesse  que  T^ther  possede  par  rapport  ä 
la  matiere  ponderable.  La  signification,  par  exemple,  des  experiences 
d'Arago  et  de  Boscovich  n'est  pas  la  meme  dans  une  theorie  qui 
suppose  l'ether  en  repos  absolu,  et  dans  une  autre  qui  le  fait  participer 
plus  ou  moins  au  mouvement  de  la  terre.  Dans  la  th^rie  primitive 
de  Stokes,  aucune  de  ces  experiences  ne  peut  conduire  ä  quelque 
conclusion  au  sujet  du  coefficient  d'entrainement. 

Ce  sera  la  tache  de  la  theorie  de  la  lumi^re  de  rendre  compte  de 
la  valeur  que  les  observations  foumissent  pour  le  coefficient  d'entraine- 
ment.  Pour  y  reussir,  eile  devra  montrer  d'abord  qu'il  peut  etre  question 


*)  A.  A.  MichelBon  and  £.  W.  Morley,  Influence  of  motion  of  the  me- 
dium on  the  velocity  of  light,  Amer.  Joum.  of  Science  (3)  31  (1886),  p.  877. 
*)  Veltmann,  Ann.  d.  Phys.  n.  Chem.  150,  p.  529. 
^  1.  c.  p.  191. 
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d'un  tel  coefficient.  On  devra  indiqner  le  mecanisme  par  lequel  la  periar- 
bation  d'eqnilibre,  qui  d'abord  existe  en  im  point  P  (fig.  24)^  qoe  ce  soit 
dans  Tetber  ou  dans  la  mati^  ponderable^  ne  se  trouTe  plus,  au  bont 
du  temps  dt,  qne  dans  T^ther  et  la  matifere  pond^rable  qui  occnpent  alore 
la  sorface  d'une  sphere  ayant  pour  centre  P^ 

§  24.  La  question  de  savoir  si  Tether  prend  pari  on  non  au 
monyeinent  de  la  terre  ne  sanrait  etre  tranchee  par  les  phenom^nes 
dont  nous  aTons  parle  jusqn'ici.  En  effet,  ils  se  laissent  expliquer  tout 
aussi  bien  par  les  hjpotheses  du  §  8^  qui  permettent  un  mouvement 
de  Tether,  que  par  la  tbeorie  de  Fresnel^  avec  laquelle  oe  mouvement 
est  incompatible.  Si  Ton  ne-voulait  avoir  egard  qu'aux  considerations 
qui  precedent^  rien  n'empecherait  d'admettre  que  les  corps  opaques  sont 
impermeables  ä  Töther^  de  sorte  que,  dans  un  tube  de  lunette  par 
exemple;  T^ther  partagerait  presque  compl^tement  le  mouvement  de 
la  terre. 

Mais  d'autres  considerations  peuvent  etre  invoquees.  Lorsqu'on 
incline  un  tube  barometrique^  de  maniere  que  le  mercure  vienne  le 
remplir  en  entier^  Tether  qui  se  trouvait  au  dessus  du  mercure  doit  s'etre 
^chappe  ä  travers  le  metal,  ou  ä  travers  le  verre,  ä  moins  qu'il  ne  se 
soit  fraye  un  passage  entre  le  mercure  et  la  paroi.  La  m§me  experience 
pourrait  etre  faite  avec  un  tube  barometrique  opaque^  en  metal,  par 
exemple.  Ou,  pour  citer  un  autre  cas,  lorsqu'im  accroissement  de  la 
pression  atmospherique  comprime  la  boite  elastique  d^un  barometre  me- 
tallique^  uue  partie  de  Fether  inclus  doit  sortir  de  la  boite,  ä  travers 
la  paroi.  En  effet,  pour  des  raisons  qu'il  est  superflu  de  mentionner 
ici,   nulle   tbeorie  n'admettra  la  compressibilite  de  Fether.^) 

En  face  de  phenomenes  de  ce  genre,  tous  les  pbysiciens  accorderont, 
je  crois,  la  permeabUite  pour  Tetber  m§me  aux  corps  opaques,  du  moins 
lorsque  ceux-ci  ont  une  epaisseur  teile  qu^ils  la  presentent  dans  nos 
experiences.  Et  alors  on  n'a  plus  ä  choisir  qu'entre  deux  possibilites. 
Ou  bien  la  terre  entiere  est,  eile  aussi,  compl^tement  permeable,  ou  bien 
les  corps  opaques,  permeables  sous  les  dimensions  dont  il  vient  d'etre  parle, 
ne  le  sont  plus   sous  une  epaisseur   des  milliers   de  fois    plus  grande. 


^)  II  me  semble  maintenant  que  je  suis  all^  trop  loin  dans  cette  assertion. 
Pour  lea  theories  anciennes  dans  lesquelles  on  consid^rait  Töther  comine  an  xni- 
lieu  älaatiquef  Thypoth^se  d'un  ^ther  compressible  entramerait  la  poBsibilit^  de 
vibrations  longitudinales ,  se  propageant  avec  une  vitesse  finie  et  dont  Tinfluence 
pourrait  se  faire  sentir  dans  certains  ph^nom^nes  optiques.  D'apräs  les  thdories 
modernes,  de  telles  vibrations  seraient  d'une  nature  enti^rement  dififi^rente  de  Celle 
des  vibrations  lumineuseSf  qu*on  consid^re  comme  des  ddrangements  de  T^quilibre 
electromagnetique  et  qu'on  pourrait  bien  supposer  6tre  ind^pendantes  des  chang^- 
ments  dans  la  dcnäit^  de  Töther. 
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A  quelques-nnSy  la  seconde  de  ces  deux  hypoth^ses  semblera  peuir 
^tre  la  plus  acceptable.  Si,  en  effet^  on  attribue  anx  atomes  de  la  mati^re 
ordinaire  une  certaine  etendne^  et  qu'on  admette  qne  la  oü  se  trouTe 
an  pareil  atome  il  ne  saurait  y  avoir  d'ether,  il  ne  pourra  pluB  ^tre 
question  d'une  permeabilit^  complfete  des  corps  pond^rables^  dhs  qa'ils 
poBs^dent  une  epaisseur  Bn£G8amment  grande. 

II  me  semble^  toutefois^  que  Tautre  mani^re  de  voir  est  au  moins 
aussi  simple^  sinon  plus  simple.  II  est  possible  que  ce  que  nous  appelons 
un  atome  puisse  bien  düment  occuper  la  mdme  place  qu'une  partie  de 
r^ther;  que  par  exemple  un  atome  ne  soit  autre  chose  qu'une  modification 
locale  dans  Tetat  de  ce  milieu^  et  alors  on  pourrait  comprendre  qu'un 
atome  püt  se  mouvoir  sans  que  Tether  environnant  füt  entrain^.  En 
adoptant  cette  manifere  de  yoir,  on  revient  k  la  tb^orie  de  Fresnel; 
les  considerations  pr^cedentes  n'ont  alorS;  ä  part  la  simplification  des 
raisonnementp^  d'autre  utilit^  que  de  &ire  ressortir  que  ce  ne  sont  pas 
les  ph^nom^nes  de  Taberration  qui  nous  imposent  cette  theorie. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  fera  bien,  ä  mon  ayis^  de  ne  pas  se  laisser 
guider,  dans  une  question  aussi  importante^  par  des  considerations  sur 
le  degre  de  probabilit^  ou  de  simplicit^  de  l'une  ou  de  Tautre  bjpoth^, 
mais  de  s'adresser  a  rexp^rience  pour  apprendre  ä  connutre  T^tat,  de 
repos  ou  de  mouTement,  dans  lequel  se  trouve  T^ther  ä  la  surface 
terrestre. 

§  25.  Je  n'ai  connaissance  que  de  deux  recbercbes  exp^rimentales 
qui  se  rapportent  ä  cette  question. 

En  premier  lieu,  Fizeau^)  a  trouve  que  le  mouvement  de  la  terre  a 
une  influence  sur  la  rotation  imprimee  au  plan  de  polarisation  par  des 
piles  de  glaces.  Aucune  objection  ne  saurait  §tre  faite,  me  semble-t-il, 
ä  la  conclusion  de  ce  savant'),  savoir,  que  prfes  de  la  surface  de  la  terre 
Föther  n'est  pas  en  repos  par  rapport  ä  celle-ci;  mais,  ä  mon  ayis,  U 
n'a  pas  ^te  d^montrö  par  ces  experiences  que  la  vitesse  relatiye  de 
l'ether  soit  pr^is^ment  egale  ä  la  yitesse  de  la  terre.  Je  n'entrerai 
pas  ici  dans  la  discussion  de  ces  observations,  cette  discussion  devant 
^tre  bas^e  sur  une  ^tude  de  la  modification  que  subissent,   par  suite 


')  H.  Fizeau,  Sur  une  methode  propre  k  rechercher  si  Taziinnt  de  Polarisa- 
tion du  rajon  r^fract^  est  influenc^  par  le  mouvement  du  corps  r^fringent.  Essai 
de  cette  methode,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  (8)  58  (1860),  p.  12;  Ann.  d.  Phys. 
u.  Chem.  109  (1860),  p.  160;  114  (1861),  p.  664. 

^)  Apr^s  avoir  äcrit  ceci,  j*ai  dout^  de  plus  en  plus  du  r^sultat  des  expMen- 
ces  de  Fizeau.  ü  n*a  pas  6t6  confirm^  par  Celles  de  D.  B.  Brace  [Phil.  Mag. 
•6)  10  (1905),  p.  591],  dans  lesquelles  on  n*a  pu  observer  aucune  trace  d*une 
influence  du  mourement  de  la  terre  sur  le  plan  de  polarisation  d'un  rayon 
r^fract^. 
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du  moayement  de  la  matitee  pondärable,  les  conditions  qni^  ä  la  surface 
des  Corps,  d^terminent  la  r^flexion  et  la  refraction. 

En  second  lien,  une  ingenieuse  experience  d'interference  a  ete 
ex^utee  par  Michelson^),  et  a  conduit  ce  savant  ä  une  conclusion 
diametralement  opposee  ä  celle  de  Fizean. 

Michelson  fait  observer  que,  si  l'^ther  n'est  pas  entraine  par  la  terre, 
le  temps  employe  par  la  lomi^e  pour  aller  d'on  point  ^  ä  un  point  J?, 
tous  les  deux  lies  ä  la  terre^  et  pour  revenir  ensuite  de  £  en  ^,  doit 
d^endre  de  l'angle  que  la  ligne  AB  &it  avec  la  direction  du  monve- 
ment de  notre  globe.*)  Si  D  est  la  distance  AB,  J.  la  vitesse  de  la 
lumi^e,  g  celle  de  la  terre,  on  a,   dans  le  cas  oü  cette  demi^re   est 

dirigee  de  A  vers  B,  pour  le  temps  exige  pour  Taller    ._   ,  et  pour 


D 


^-9 


celui  necessaire  au  retour  -j-rr  f  ^^  sorte  que  la  somme  des  deux  temps 

deyient  .,^  , ,  ou,  ä  trfes  peu  prfes,  ~i~  "^  ^ -^  5»  *  Dans  le  cas,  au 
contraire,  oü  g  est  perpendiculaire  h  AB^  Y aller  et  le  retour  auraient 
lieu,  d'aprfes  Micbelson,  dans  le  temps  -j-.     La  diff^rence, 

sera,  lorsque  D  est  de  1  mfetre,  une  fraction  non  negligeable  de  la  duree 
de  Vibration;   une  experience  dans  laquelle  interf^rent  deux  rayons  qui 

ont  parcouru,  dans  les  deux  sens,  la 
distance  D,  Tun  dans  la  direction  de  ^, 
Tautre  perpendiculairement  ä  g,  devra 
deceler  cette  diflference. 

Michelson  a  realise  Tinterf^rence 
en  question  au  moyen  d'un  appareil  qui 
presente  quelque  aualogie  avec  le  r^frac- 
teur  interferentiel  de  Jamin.  Deux 
glaces  de  meme  epaisseur,  bete  (fig. 34), 
etaient  placees,  parallelement  Fune  ä 
Tautre,  dans  une  position  verticale.  Sur 
la  premiere  tombaient  des  rayons  hori- 
zontaux  ah,  dont  une  partie  etait 
reflechie  ä  la  face  posterieure  de  la 
glace  suivant  bd,  une  autre  partie  etant  transmise  suivant  bce.  Le 
rayon   reflechi  et  le  rayon  transmis  tombaient  perpendiculairement  sur 


Fig.  M. 


')  A.  A.  Michelson,  The  relative  motion  of  the  earth  and  the  luminiferous 
ether,  Amer.  Joorn.  of  Science  (8)  22  (1881),  p.  20. 

")  n  parait  que  Maxwell  avait  d^ja  remarqu^  cette  influence  du  mouvement 
de  la  terre.    Dans  une  lettre  ,,0n  a  possible  mode  of  detecting  a  motion  of  the 
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les  miroirs  d^argent  d  et  e,  et  revenaient  donc  par  les  meines  chemins 
en  b,  oü  maintenant  le  rayon  db  etait  transmis,  tandis  que  ecb  etait 
refiechi  sar  le  meme  cöte  de  la  glace  oü  avait  eu  lieu  la  premiere 
reflexion.  Les  rayons  bf  etaient  re9us  dans  une  lunette^  dans  la- 
quelle  on  obserrait  une  image  semblable  ä  celle  que  donne  le  refrac- 
teur  interförentieL 

L^appareil  entier^  y  compris  la  source  lumineuse  et  la  lunette, 
pouvait  toumer  autour  d'un  axe  yertical,  ce  qui  permettait^  lorsque  les 
experiences  etaient  faites  ä  un  temps  convenable^  d'amener  alternative- 
ment  le  bras  &c^  et  le  bras  be  dans  la  direction  du  mouvement  de  la 
terre.  Suivant  Michelson,  par  le  passage  d'une  de  ces  positions  ä 
Fautre,  le  temps  employe  ä  Taller  et  au  retour  de  la  lumiere  serait, 
pour  Tun  des  bras^  augmente  de 

tandis  que  pour  Tautre  il  serait  diminu^  de  la  meme  quantite^  2)  represen- 
tant  la  longueur  des  bras  (1™^  2).  Par  la  rotation  de  l'appareil;  la 
difference  de  phase  des  rayons  interferents  subirait  donc  un  changement 
qui,  exprim^  en  temps  de  Vibration,  peut  etre  represente  par 

X  ^tant  la  longueur  d'onde.  Si  on  prend  D  »  1°^,  2,  la  valeur  de  cette 
expression  pour  la  lumiere  jaune  est  environ  0,08.  Les  franges  d'inter- 
ference  devraient  donc  se  d^placer,  par  la  rotation,  de  la  fraction  0,08 
de  leur  distance  mutuelle. 

En  realite,  la  chose  est  un  peu  moins  simple.  Michelson  ex^cutait 
ses  experiences  au  commencement  du  mois  d'avril.  Si  alors,  vers  Fheurei 
de  midi,  les  deux  bras  de  l'appareil  sont  altemativement  amen^s  dans 
la  direction  est-ouest,  le  changement  des  differences  de  phase  sera  plus 
petit  qu'il  n'a  ete  trouve  ci-dessus,  parce  que  la  direction  du  mouve- 
ment de  la  terre  n'est  pas  contenue  dans  le  plan  des  deux  bras,  mais 
fait  un  certain  angle  avec  ce  plan.  Michelson  calcule  qu'ä  raison  de 
cette  circonstance  le  d^placement  des  franges,  que  nous  exprimerons 
toujours  en  prenant  pour  unite  leur  distance  mutuelle,  doit  etre  reduite 
ä  0,048. 

D'un  autre  cöt^,   quand  on  adopte  la  theorie  de  Fresnel,  il  est 


solar  System  ihrough  ihe  luminiferous  ether'*,  publice  apr^s  sa  mort  [Proc.  Roy. 
Sog.  30  (1879 — 80),  p.  108],  il  dit:  ,Jn  the  terrestrial  methods  of  determining  the  ve- 
locity  of  light,  the  light  comes  back  along  the  same  path  again,  so  that  the 
▼elocity  of  the  earth  with  respect  to  the  ether  would  alter  the  time  of  the  double 
passage  by  a  quantity  depending  on  the  Square  of  the  ratio  of  the  earth's  velo- 
city  to  that  of  light,  and  this  is  quite  too  small  to  be  observed.*' 
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naturel  d'admettre  qne  V^ther,  qui  n'est  pas  affect^  par  le  mouTement 
annuel  de  la  terre^  n'est  pas  non  plas  entramd  par  le  systöine  solaire 
dans  son  mouTement  par  rapport  aux  etoiles,  et  que,  par  cons^uoii, 
la  yraie  vitesse  relatiye  de  la  terre  par  rapport  ä  T^ther  s'obtiendra  en 
composant  la  vitesse  de  la  terre  sur  son  orbite  avec  celle  qne  poesMe 
le  Systeme  solaire.  Or^  les  resultats  trony&  au  sujet  de  ce  demier 
mouTement  indiqnent  que,  ä  Tepoque  oü  op^rait  Michels on,  la  r^snl- 
tante  ayait  une  direction  et  une  grandeur  tres  farorables  k  Teffet  cherch^ 
de  Sorte  qn'on  aurait  meme  pu  s'attendre  ä  un  d^placement  de  0,16. 
II  est  yrai  que  le  mouvement  du  Systeme  solaire  relatirement  ä  T^ther 
de  Tespace  eheste  ne  nous  est  pas  connu  avec  certitude,  mais,  eu  ^^ard 
aux  nombres  0,048  et  0,16,  Michelson  croyait  pouToir  compter  en  tont 
cas  sur  un  deplacement  des  firanges  d'interference  ne  diff^rant  pas  bean- 
coup  de  0,1. 

La  Position  des  franges  fut  d^termin^  au  moyen  d'un  microm^tre 
oculaire,  consistant  en  une  lame  de  Terre  divisee.  La  distance  mutuelle 
des  bandes  etait  de  3  diyisions  de  Fechelle,  et  comme  la  position  de 
la  frange  obscure  centrale  se  determinait  ä  \  d'une  diyision  pr^,  chaque 
lecture,  exprim^e  dans  Tunite  que  nous  avons  choisie,  ^tait  exacte  a 
^  pr^s.     On  pouvait  estimer  la  moitie  de  cette  demifere  fraction. 

Quatre  series  d'exp^riences  furent  faites,  dans  chacune  desquelles 
on  faisait  executer  ä  Tappareil  5  tours  complets,  en  procedant  par  angles 
de  45^,  de  sorte  que  5  lectures  de  la  position  de  la  frange  centrale 
^taient  effectuees  pendant  que  le  bras  bd  avait  la  direction  nord,  autant 
lorsqu'il  avait  la  direction  nord-est,  et  ainsi  de  suite. 

Si  Ton  prend  dans  la  premi^re  serie  la  moyenne  de  toutes  les  lec- 
tures obtenues  pendant  que  hd  avait  la  direction  nord  ou  sud,  et  pareille- 
ment  la  moyenne  de  toutes  les  lectures  correspondant  ä  une  direction 
ouest  ou  est  de  &df,  la  diff^rence  de  ces  moyennes,  c'est-a-dire  le  deplace- 
ment de  la  frange  centrale  qui  devrait  etre  attribue  ä  ce  que  bd  passait 
de  la  direction  sud  ou  nord  ä  la  direction  ouest  ou  est,  est  trouvee 
^gale  ä  +  0,017.  De  la  meme  mani^re,  les  autres  series  donnent:  —  0,025; 
+  0,030,  +  0,067.     La  moyenne  de  ces  resultats  est  +  0,022. 

En  comparant,  au  contraire,  les  positions  que  prend  la  firange 
centrale  lorsque  le  bras  hd  etait  amene  dans  la  direction  nord-est  on 
dans  la  direction  sud-ouest,  on  obtient  pour  les  quatre  series  les  diff^ 
rences:  +  0,050,  —  0,033,  +  0,030,  +  0,087;  en  moyenne:  +  0,034 

Des  deux  diflFerences  +  0,022  et  +  0,034,  la  premi^re  est  trop  ftible 
pour  qu'on  puisse  y  voir  le  deplacement  cherche,  et  la  seconde  aorait 
du  ^tre  0.  Les  diffi^rences  doivent  §tre  regardees  comme  des  errenn 
d'observation,  ce  qui  s'accorde  d'ailleurs  avec  ce  qui  a  öt6  dit  sur  le 
degr^  d'exactitude  des  lectures.     En  outre,  les  deplacements  obsarffr 
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montraient  une  marche  reguliere^  mais  dont  la  loi  etait  differente  de 
Celle  qne  suivrait  le  phenom^ne  suppos^. 

Michelson  condut  donc  que  la  rotation  de  Fappareil  ne  determine 
aucun  deplacemexit  des  franges  d'interfi^rence;  que  la  throne  de  Fresnel 
doit  dtre  abandonn^e,  mais  que  la  theorie  primitive  de  Stokes  est  con- 
firmee  par  robservation. 

§  26.  A  Tencontre  de  ces  conclusions^  je  crois  pouvoir  remarquer 
que^  suivant  la  throne  de  Fresnel,  le  d^placement  des  franges  n'aurait 
pas  la  valeur  calculee  par  Michelson,  mais  seulement  une  valeur  moitie 
moindre. 

Pour  le  montrer,  nous  reprendrons  l'examen  de  Tinfluence  que  le 
mouvement  de  la  terre  ezerce  sur  la  diff^rence  de  phase  dans  un  pheno- 
m^ne  d'interference,  mais  nous  le  reprendrons  en  ayant  egard,  cette  fois, 

aux  quantites  qui,  par  rapport  ä  -j,  sont  du  second  ordre;  de  cet  ordre 

est  en  effet,  d'apres  le  paragraphe  prec^dent,  l'action  cherchee  par 
Michelson.  Dans  cet  examen  nous  partirons  des  hypoth^ses  du  §8; 
il  sera  facile  ensuite  de  revenir  ä  la  theorie  de  Fresnel. 

n  convient  d'obseryer,  en  premier  Ueu,  que  lorsqu'on  tient  compte 
de  la  seconde  puissance  de  la  yitesse  de  la  terre  et  de  Celle  de  l'^ther,  la 
demonstration,  donn^e  au  §  12,  de  la  propi^ation  rectiligne  d'un  rayon 
lumineux  cesse  d'dtre  applicable,  et  que  les  rayons  relatifis  n'ob^iront 
plus  aux  lois  ordinaires  de  la  r^fiexion  et  de  la  refraction.  Si  donc,  pour 
la  terre  supposee  immobile,  L^  (fig.  33)  est  un  rayon  qui  se  propage  de 
AkB  en  subissant  un  nombre  quelconque  de  r^flexions  et  de  r^fractions, 
pour  la  terre  en  mouvement  le  rayon  dß  AkB  s'^cartera  de  ce  chemin; 
soit  L^'  ce  nouveau  rayon.  Sa  forme  est  determin^e  par  la  condition 
que,  de  tous  les  chemins  qui  mfenent  de  ^  a  £  et  qui  ont  un  point 
commun  ayec  chacune  des  surfaces  r^fl^hissantes  ou  r^fringentes,  le 
chemin  L^  soit  celui  pour  lequel  le  temps 


■/ 


B 


devient  minimum.    Par  B  il  faudra  entendre  ici  la  valeur  donnee  dans 
la  formule  (6)  du  §  12.     Pour  L^  U  faut  donc  que 

ds 


-/- 


A'\-  XQ  cos  0  —  -^Y  sin*  0 

devienne  minimum. 

A  la  place  de  cette  expression  nous  pouvons  ecrire 

Ti  +  T,  +  T,, 

en  posant 
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Ti  '-J-j;,     Tg  =  -J       ^,      ds fi  (Vb  -  9a), 

Ts=i/^'(l  +  co8«e)rfs     .     .     .    (19) 

Gomme  r,  a  la  meme  Taleor  pour  tous  les  chemins  allant  de  Ä  k  B, 
c'est  la  quantite 

qui  doit  devenir  minimum  pour  L^'. 

n  semble  dif&cile  de  deduire  de  cette  condition  qnelque  chose  de 
general  concernant  le  cours  de  L^']  mais  pour  l'objet  que  nous  avons  en 
Tue^  le  raisonnement  suivant  peut  suffire. 

Lorsque  les  milieux;  les  surfaces  reflechissantes  et  refringentes  et 
les  points  Ä  ei  B  sont  donnes,  L^  est  enti^rement  d^termin^;  L^'  le 
sera  egalement^  d^s  qu'on  connait  le  mouvement  de  l'^ther.  Supposons  L^ 
et  L^'  connus.  Nous  comparerons  alors  ces  chemins,  non  pas  avec  Ums 
les  autres  qui  conduisent  de  A  k  B,  mais  seulement  avec  qudques^ns 
d'entre  eux.     Je  choisirai  ces  demiers  de  la  maniere  suivante. 

Sur  la  ligne  Z^  je  prends  entre  A  et  B  une  infinite  d'autres  points, 
et  sur  L^  des  points  en  nombre  egal;  les  points  qui,  comptes  ä  partir 
de  A,  ont  sur  les  deux  chemins  le  meme  numero  d'ordre,  seront  d^ign^ 
comme  des  points  homologues.  La  seule  restriction  que  je  ferai,  c'est 
que  les  points  oü  L^  et  L^  rencontrent  une  meme  surface  reflechissante 
ou  r^fringente  doivent  etre  des  points  homologues. 

Par  chaque  couple  de  points  homologues  P  et  P'  je  fiais  passer 
une  ligne  quelconque,  mais  teile  que  sa  forme  yarie  d'une  maniere  cod- 
tinue  h  mesure  que  P  et  P'  s'eloignent  de  A,  et  que,  lorsque  P  et  P' 
sont  situ^s  sur  une  meme  surface  reflechissante  ou  refringente,  la  ligne  PP' 
tombe  tout  enti^re  dans  cette  surface.  Si  Ton  prend  maintenant  sur 
chaque  ligne  PP'  un  point  p^  de  teile  sorte  qu'entre  les  distances 
mesurees  le  long  de  cette  ligne  on  ait  la  relation  Pp  ^  bx  PP%  b  ayani 
pour  toutes  les  lignes  PP'  la  meme  yaleur,  la  ligne  Z,  sur  laquelle  se 
trouyent  tous  les  points  Py  est  un  des  chemins  que  je  comparerai  ayec  L^ 
et  L^. 

Tous  ces  chemins  s'obtiennent  si  Ton  attribue  successiyement  a  b 
differentes  yaleurs.  Dans  le  cas  oü  0  <  £<  1,  la  ligne  l  est  situ^  entre  L^ 
et  Z/.  Si,  au  contraire,  la  yaleur  de  a  surpasse  l'unite,  le  poini  p  ^ 
trouye  sur  le  prolongement  de  PP'  du  cöte  de  P',  et  le  chemiD  l 
s'ecarte  de  L^  plus  que  ne  le  fait  L^\  Une  yaleur  negatiye  de  f 
indiquera  que  le  point  p  se  trouve  sur  le  prolongement  de  PF  do 
cöte  de  P. 

Dans  le  faisceau  des  chemins  ainsi  döfinis,  chacun  d*eux  peot  ttre 
determine  par  une  seule  yariable.  Comme  teile  on  pourrait  choisir  le 
nombre  £;  je  prend  raitoutefois  une  autre  quantite,  qui  depend  de  ^ 
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A  cet  effet^  parmi  tous  les  points  P  de  L^  j'en  choisis  nii;  par 
exemple  le  point  oü  le  rayon  rencontre  la  premi^re  sarÜEtce  r^fl^chissante 
ou  refringente.  Je  d^signerai  par  |  la  longueor  de  la  ligne  menee  de 
ce  point  au  point  homologue  P'  et  je  d^terminerai  nn  chemin  l  par 
le  Segment  Pp  =  x  qu'il  intercepte  snr  PP\  Pour  L^  on  a  alors  x^O, 
ponr  L/;  X  ^  if  et  en  gen^ral  a;»£|.  Sapposons  laquantit^  |  positive; 
X  peut  §tre  positif  on  negatif. 

Tonte  grandenr  qui  a  rapport  ä  Tnn  des  chemins  l  sera  mainte- 
nant  nne  fonction  de  X]  il  en  sera  ainsi,  par  exemple^  de  r^  et  de  r^. 
Comme  d'aillenrs  £  et  toutes  les  antres  valeurs  de  x  que  nons  avons 
a  considerer  sont  des  quantit^  tres  petites^  r^  et  r^  penvent  dtre 
d^Teloppes  d'apr^  le  theorfeme  de  Mac-Laurin.  En  mettant  entre  paren- 
th^ses  les  valenrs  pour  x  ^0^  c'est-a-dire  Celles  qni  se  rapportent  au 
chemin  L^,  on  trouve 

s'annule.     Par  cons^qnent,  pour  x  ^^  Texpression 

doit  derenir  minimum.     On  en  deduit  la  relation 

«fä^ä)+-     ■+{fe)+-     --O (20) 

OÜ  les  termes  omis  contiennent  des  puissances  de  $  sup^rieures  a  Celles 
que  contient  le  terme  qui  les  precMe. 

^  j  sont  de  Fordre  —^ ,  tandis 

-^— f)  ne  contiennent   pas   le  fEu^tenr,  -r,     II   suit    donc  de 

r^nation  (20)  que  5  est  de  Tordre  -jj-,  ce  qui  rend  trfes  simple  Tex- 
pression  x^  +  r,  pour  le  rayon  L/,  c'est-ä-dire  pour  5?  —  J.     Car  alors^ 

^^]  est  d^jä  du  quatri^me 

ordre  par  rapport  a  -j  ou  -|-,  et  il  en  est  de  möme  du  terme  |  (q-*) 

dans   le  developpement  de  r,.     En  se  bomant   aux   termes   du  second 
ordre,  on  peut  donc  ecrire  pour  L^ 

Ti  +T, -(rJ  +  Cr,), 

c'aei-i-dire  que,   pour  calculer   le  temps   que  la  lumiere  emploie  pour 


•  •  • 
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aller  de  Ä  kB,  on  peut,  au  liea  du  chemin  r^l  L^',  continuer  ä  prendre 
le  chemin  L^^  qu'elle  suivrait  si  la  terre  etait  immobile. 

■^J  n'est  pas  nuL  S'il  en  ^tait 

autrementy  £  »  0  satisferait  ä  T^quation  (20),  de  sorte  qu'on  trouverait 
imm^diatement  le  rdsultat  auquel  nous  venons  de  parvenir. 

Reyenons  aux  phenom^es  d'interförence.  Si,  daiis  la  fig.  33^  nn 
fl^ment  de  L^  est  designö  par  ds^,  le  temps  necessaire  ä  la  lumi^re 
pour  aller  par  ce  chemin  de  Ä  k  B  sera  repr^sent^  par 

Pour  le  second  chemin,  L^,  le  temps  analogue  est 

/-^  - /» (V»  -  V.)  +  i/^  (1  +  cos»  ö)  rfs,, 

et  la  difference  de  phase  avec  laquelle  les  rayons  interf  ^rent  en  B  de- 
vient»  exprim^e  en  unit^s  de  temps, 

Gemme  les  deux  premiers  termes  representent  la  diff(^rence  de  phase 
qui  ezisterait  si  la  terre  ^tait  immobUe,  l'expression 

ip^  (1  +  cos«  ö)  ds,  -  \f^  (1  +  cos»  ö)  ds, 

d^termine  le  changement  produit  dans  cette  difference  par  le  mouyement 
de  la  terre. 

Lorsque  les  rayons  interf^rents  se  propagent  dans  Tair,  on  peut, 
du  moins  avec  une  erreur  tres  petite,  poser  x  =  1.  Si,  de  plus,  on 
admet  la  theorie  de  Fresnel,  la  yitesse  relatire  q  de  Tether  par  rapport 
ä  la  terre  est  partout  egale  et  oppos^e  ä  la  vitesse  g  de  la  terre  eile- 
m§me.     L'expression  trouvee  deyient  alors 

[^  (f(l  +  coB^  e)  ds, -ßl  +  cos^  e)  ds,) ,    .     .     .     (21) 

oü  A  est  la  vitesse  de  la  lumifere  dans  Fair,  tandis  que  par  0  on  doit 
entendre  l'angle  qu'un  Clement  du  rayon  lumineux  forme  avec  la  direction 
du  mouvement  de  la  terre.  Quand  l'appareil  de  Michelson  est  place 
de  maniere  qu'un  des  bras  se  trouve  dans  cette  direction,  les  deux 
chemins  suivis  par  la  lumiere  ne  diff^rent  qu'en  ce  que  dans  Tun  il  y  a 
une  partie  2  D  pour  laquelle  cos'  0  =  0,  dans  Tautre  une  partie  de 
mSme  longueur,  pour  laquelle  cos'  0  >=  1.  Si  le  premier  de  ces  deux 
chemins  est  pris  pour  L^,  Fexpression  (21)  devient  donc 


_9 
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L'appareil  ^tant  ensuite  toume  d'un  angle  de  90^,  on  aura  pour 
le  premier  chemin  cos'  0  »  1,  pour  le  second  cos'  0  »  0;  et  la  quantite 
(21)  deviendra 

de  Sorte  que  la  rotation  prodnit  dans  la  difPerence  de  phase  un  change- 
ment  represent^  par  22)  ~j  ou,  en  durees  de  Vibration,  par 

un  changement»  par  consequent,  qui  n'est  que  la  moitie  de  celi^i  auquel 
Michelson  s'^tait  attendu. 

Si  Ton  cherche  en  quoi  les  raisonnements  de  ce  pliysicien  s'eloig- 
nent  de  ceux  que  nous  yenons  d'exposer,  on  reconnait  que  les  deux 
argumentations  concordent  en  ce  qui  regarde  le  double  parcours  de  la 
distance  D  dans  la  direction  du  mouvement  de  la  terre,  mais  qu'elled 
diff^rent  l'une  de  Tautre  pour  ce  qui  conceme  le  bras  place  perpen- 
diculairement  ä  cette  direction.  D'aprfes  les  formules  du  präsent  para- 
graphe,  la  lumi^re,  pour  &ire  dans  les  deux  sens  un  trajet  D  perpen- 
diculaire   ä  la  direction  du  mouvement  de  la  terre,   emploie   le  temps 

^  +  l>i^, (22) 

tandis  que  Michelson  ^yalue  ce  temps  ä  ^. 

L'inexactitude  de  cette  Evaluation  ressort  encore  des  considerations 
suivantes.  Lorsque  (fig.  34)  &6  a  la  direction  dans  laquelle  la  terre 
se  deplace,  c'est  un  rayon  lumineux  rdatif  qui  va  vers  le  miroir  d 
suivant  la  ligne  hd  et  revient  par  le  m§me  chemin  en  h.  Le  rayon 
lumineux  vrai  —  et  c'est  celui-ci  qui,  dans  la  th^orie  de  Fresnel,  marche 
avec  la  vitesse  A  —  suit  un  autre  chemin;  il  fait  avec  hd  xm  angle 
egal  ä  la  constante  de  Taberration,  se  trouvant,  avant  la  r^flexion  sur 
le  miroir,  d'un  cotE  de  hdy  et  apr^s  cette  refiexion,  de  Tautre  cotE. 
C'est  ainsi  qu'il  atteint  de  nouveau  le  point  h  qui  s'avance  avec  la  terre. 

Si  t  et  t'  indiquent  les  instants  oü  une  Vibration  subit  les  r^fiexions 
en  6  et  en  df,  et  si  t"  se  rapporte  au  moment  oü  eile  atteint  de  nou- 
veau la  glace  h,  on  doit,  dans  une  figure  qui  reste  immobile  dans 
l'espace,  distinguer  les  lieux  6,  h'  eih"  du  point  h  aux  instants  ty  f  et  t'\ 
et  le  lieu  d'  de  d  au  moment  t\  Les  points  b,  d'  et  b"  sont  alors 
les  sommets  d'un  triangle  isocele,  dont  les  deux  cotes  Egaux  sont  par- 
courus  avec  la  vitesse  Ä,  La  hauteur  du  triangle  etant  D,  on  trouve 
pour  la  somme  des  cotes  6^sl\ix 


2  yW+bh^, 
ou,  approximativement, 
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En  negligeant  des  quantites  d'ordre  superieur,  on  peut  dire  que  bb' 
est  le  chemin  parcouru  par  la  glace  b  pendant  que  la  lumiere  se  propage 

sar  la  distance  D.    On  a  donc  hb'  ^  g  -7-;  la  somme  des  cötes  egatix 

du  triangle  devient 

et  le  temps  n^cessaire  pour  parcourir  ce  chemin, 


2^     .     71    ^* 

A 


+  i>    .., 


r^sultat  conforme  ä  celui  qoi  est  exprime  par  la  formule  (22). 

On  Yoit;  par  ce  qui  pr^cMe,  que,  dans  Texperience  de  Michelson, 
mdroe  en  faisant  les  hypothtees  les  plus  faTorables  ä  I'effet  cherche, 
on  ne  pouvait  s'attendre  ä  an  deplacement  des  franges  d'interference 
^gal  ä  0;16,  mais  senlement  ä  un  deplacement  de  0,08.  Ce  deplacement 
serait  donc  tont  an  plus  ^al  ä  la  quantite  de  laqnelle  on  pent  encore 
dtre  sür  dans  la  determination  de  la  position  de  la  frange  centrale.  Si 
le  mouvement  du  systöme  solai^re  ne  contribuait  pas  ä  Feffet,  ou  n'y 
contribuait  pas  dans  la  mesure  suppos^e,  le  deplacement  des  franges 
tomberait  au-dessous  de  cette  quantite. 

U  reste  donc  doüteux,  ä  mon  ayis,  que  Thypothese  deFresnel  soit 
refutee  par  l'experience  de  Michelson.  En  tout  cas,  on  ne  peut  pas  con- 
clure  de  cette  experience  que  Fether  suit  entiferement  le  mouvement  de 
la  terrC;  comme  le  veut  la  theorie  primitive  de  Stokes.  Gar  ce  n'est 
pas  senlement  entre  cette  theorie  et  celle  de  Fresnel  qu'il  s'agit  de 
decider.  La  vitesse  relative  de  Tether  par  rapport  ä  la  terre  peut  avoir, 
non-seulement  les  valeurs  0  et  gy  mais  beaucoup  d^autres  valeurs.  Or, 
si  cette  vitesse  etait  par  exemple  \-gy  ce  qui  ne  saurait  §tre  juge 
impossible,  le  deplacement  proportionnel  au  carre  de  la  vitesse,  que  les 
franges  subiraient  par  une  rotation  de  Fappareil  de  Michelson,  serait, 
a  coup  sür,  compl^tement  insensible.^) 

')  L'ezp^rience  de  Michelson  sera  encore  digicut^e  dans  plusieurs  des  ar- 
ticles  suivante. 


XV. 

über  die  Fortpflanzung  des  Liehtes  in  einem  sich  in  beliebiger 

Weise  bewegenden  Hedinm.^) 


§  1.  Der  Inhalt  der  Abhandlung  von  Christian  Doppler  ^^Über 
eine  bei  jeder  Rotation  des  Fortpflanzungsmittels  sich  einstellende  Ab- 
lenkung der  Licht-  und  SchaUstrahlen"*),  an  die  E.  R.  v.  Oppolzer 
in  einer  interessanten  Arbeit  *)  erinnert  hat,  sowie  die  von  diesem  Astro- 
nomen an  dieselbe  geknüpften  Bemerkungen  haben  mich  dazu  veranlaßt, 
die  Ausbreitung  der  Wellen  in  einem  bewegten  Mittel  in  etwas  all- 
gemeinerer Weise,  als  ich  es  früher  getan  habe^),  zu  untersuchen.  Ich 
erlaube  mir,  die  Ergebnisse,  zu  welchen  mich  meine  Betrachtungen 
und  die  Anwendung  derselben  auf  die  tägliche  Aberration  der  Gestirne 
geführt  hat,  im  Folgenden  mitzuteilen.  Es  soll  dabei  zunächst  ein  be- 
liebiges isotropes  und  homogenes  Medium  vorausgesetzt  werden,  das 
aus  Äther  und  ponderabler  Materie  besteht  und  in  welchem  sich  diese 
beiden  unabhängig  voneinander  bewegen.  Nachher  wird  es  leicht  sein, 
zu  den  für  den  freien  Äther  geltenden  Formeln  überzugehen. 

Um  die  Fortpflanzung  der  Wellen  und  den  Lauf  der  Strahlen  zu 
verfolgen,  lege  ich  das  Huygens'sche  Prinzip  in  seiner  bekannten  ein- 
fachen Fassung,  unter  Vernachlässigung  aller  Difi&aktionserscheinungen 
zu  Gründe. 

§  2.  Es  empfiehlt  sich,  die  Richtungsänderungen,  welche  die 
Wellennormale  und  der  Lichtstrahl  beim  Fortschreiten  in  dem  bewegten 
Medium  erleiden,  jedesmal  durch  Angabe  von  Größe  und  Richtung 
eines  gewissen  Vektors  darzustellen«  Man  kann  nämlich,  wenn  p  und 
q  irgend  zwei  Richtungen  sind,  immer  dadurch  von  der  ersten  zur 
zweiten  übergehen,  daß  man  einen  Vektor,  der  die  Richtung  p  und  die 


^}  Nicht  Yorh^  publiziert. 

«)  Abh.  d.  böhm.  Ges.  d.  Wies.  (6)  3  (1846),  p.  419. 

*)  E.  B.  Y.  Oppolzer,  Erdbewegung  und  Ätiier,  Ann.  d.  Phjs.  8  (1902),  p.  898. 

*)  Siehe  den  vorhergehenden  Artikel  in  dieser  Sammlung. 
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Große  Eins  hat^  mit  einem  zweiten  passend  gewählten  Vektor  zusammen- 
setzty  den  wir  abkürzungshalber  den  ablenkenden  Vektor  nennen  wollen. 
Hat  man  es^  wie  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen,  nur 
mit  Ablenkungen  zu  tun,  die  als  imendlich  klein  betrachtet  werden 
dürfen,  so  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Wenn  eine  Richtung  nacheinander  die  den  ablenkenden  Yek- 
toren  0^,  o,  usw.  entsprechenden  Änderungen  erleidet,  so  gelangt  man 
sofort  zu  der  am  Ende  erreichten  Richtung  durch  Anwendung  eines 
ablenkenden  Vektors  c^  -h  <^  +  usw.,  der  sich  aus  der  Zusammensetzung 
der  einzelnen  Vektoren  o^,  a^  usw.  ergibt. 

b)  Erhält  man  die  Richtung  q  aus  der  Richtung  p  mittels  des 
ablenkenden  Vektors  o,  so  fährt  der  gleiche  und  entgegengesetzt  gerich- 
tete Vektor  —  a  von  q  auf  p  zurück. 

c)  Man  zerlege  den  ablenkenden  Vektor  a  in  zwei  Komponenten, 
deren  erstere  mit  der  Richtung  p,  von  deren  Änderung  die  Rede  isi^ 
zusammen^lt,  während  die  andere  senkrecht  zu  p  steht  Die  Ablen- 
kung hängt  nur  von  der  zweiten  Komponente  ab,  und  wir  können  diese 
also  ffiglich  die  unrhsame  Komponente  des  ablenkenden  Vektors  nennen. 
Diese  Komponente  ist,  sobald  die  Richtungen  p  und  q  gegeben  sind, 
eindeutig  bestimmt,  während  die  nach  p  gerichtete  Komponente  beliebig 
gewählt  werden  darf. 

Handelt  es  sich  um  die  bei  einer  krummen  Linie  längs  des  Ele- 
mentes ds  stattfindende  Richtungsänderung,  so  läßt  sich  für  die  wirk- 
same Komponente  des  ablenkenden  Vektors  schreiben  ds-t,  wo  (  ein 
bestimmter,  von  der  Länge  ds  unabhängiger,  senkrecht  zu  der  Linie 
stehender  Vektor  ist  (Krümmungsvektor).  Die  Größe  desselben  ist  das 
gewöhnliche  Maß  der  Krümmung. 

§  3.  Wir  führen  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  ein  und 
fassen  stets  die  Bewegung  des  Mittels  und  die  Fortpflanzung  des  Lichtes 
relativ  zu  diesem  Koordinatensystem  ins  Auge.  In  irgend  einem  Punkte 
möge  der  Äther  die  Geschwindigkeit  p'  mit  den  Komponenten  u',  v\  w\ 
die  ponderable  Materie  aber  die  Geschwindigkeit  p''  mit  den  Kompo- 
nenten u",  v',  vo"  haben.  Von  diesen  Größen  nehmen  wir  an,  daß  sie 
nur  Yon  x^  y^  jer,  nicht  aber  von  der  Zeit  t  abhängen,  so  daß  wir  es  mit 
einem  stationären  Zustande  zu  tun  haben.  Zur  weiteren  Vereinfachung 
betrachten    wir   die   Geschwindigkeiten   als  unendlich  klein  gegen  die 

Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ruhenden  Medium,  die  ich  A  nenne; 

/       f        /        »1       tt        // 

Größen,  die  in  bezug  auf  -j,  -j,  -j-,  -^,  --^,    j-  von  der  zweiten 

oder  höheren  Ordnung  sind,  sollen  vernachlässigt  werden.     Die  Gh-öBen 
p'  und  p"  sind  in  unseren  Formeln  als  Vektoren  aufzufassen. 

Wir  richten  nun  die  Aufmerksamkeit  auf  eine  einzelne  Welle.    Znr 
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Zeit  t  falle  dieselbe  mit  der  Fläche  ö'  zusammen^  and  es  soll  aus  dieser 
die  neue  zur  Zeit  t  +  dt  erreichte  Lage  ö''  abgeleitet  werden.  Es  ist 
dies  die  einhüllende  Fläche  aller  während  der  Zeit  dt  um  die  verschie- 
denen Punkte  Yon  ö'  als  Ausgangsstellen  gebildeten  Elementarwellen, 
und  die  gerade  Linie,  welche  den  Ausgangspunkt  P'  einer  solchen 
Elementarwelle  mit  dem  Punkte  P",  in  dem  sie  von  tf"  berührt  wird, 
verbindet,  ist  ein  Element  eines  Lichtstrahls.  Da  wir  von  der  Diffrak- 
tion absehen  wollen,  so  stellen  wir  uns  vor,  daß  der  Teil,  der  an  irgend 
einer  Stelle  beim  Passieren  einer  Öffnung  aus  einer  Welle  geschnitten 
wird,  seine  scharfe  Begrenzung  in  allen  weiteren  Lagen  behält,  und 
zwar  wird  die  geometrische  Gestalt  der  seitlichen  Begrenzung  eines 
Lichtbündels  eben  durch  den  Lauf  der  Lichtstrahlen  bestimmt. 

Hätte  nun  alles,  was  an  der  Lichtbewegung  beteiligt  ist,  die  ponde- 
rable  Materie  sowohl  wie  der  Äther,  die  Geschwindigkeit  p',  so  wäre 
die  um  P'  gebildete  Elementarwelle  offenbar  eine  Kugel  vom  Radius 
Ädt,  deren  Mittelpunkt  M  aber  nicht  in  P'  liegen  würde,  sondern  von 
diesem  Punkte  aus  um  die  Strecke  dt-p'  verschoben  wäre.  Nach 
unserer  Voraussetzung  hat  nun  aber  die  ponderable  Materie  relativ 
zum  Äther  noch  die  Geschwindigkeit  p''  —  p\  Wir  wollen  annehmen, 
daß  infolgedessen  die  Wellen  mit  der  Geschwindigkeit  Jc{p"  —  p') 
mitgeführt  werden,  wo  Je  der  bekannte  FresneTsche  Koeffizient  ist 
Der  Mittelpunkt  Q  der  Elementarwdle  liegt  also  nicht  im  oben- 
genannten Pimkt  My  sondern  ist  von  hier  aus  noch  um  die  Strecke 
MQ  ^  kdt'{p"  —  p')  verschoben.  Man  kann  seinen  Ort  auch  dadurch 
angeben,  daß  man  sagt,  die  Verschiebung  von  P'  nach  Q  sei  durch 
den  Vektor  dt  •  [p'  +  1c(p"  —  p')]  bestimmt    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

r+*(»)"-p')-p (1) 

und  bezeichnen  wir  die  Komponenten  dieses  Vektors  mit  u,  t;,  w,  so 
sind  die  Komponenten  von  P'Q:  udt,  vdt,  wdt. 

§  4.  Es  seien  x\  y\  e  die  Koordinaten  eines  Punktes  P'  in  der 
Wellenfront  ö'y  a,  /3,  y  die  Winkel,  welche  die  in  der  Fortpflanzungs- 
richtung gezogene  Normale  dieser  Fläche  mit  den  Achsen  bildet, 
x\  y'j  li'  die  Koordinaten  des  oben  mit  P"  bezeichneten  Punktes. 
Da  dieser  auf  der  Elementarwelle  liegt,  so  genügen  seine  Koordinaten 
der  Gleichung  dieser  letzteren 

(x"  -X  -  udty  +  iy'  -  y'  -  vdty  +  (/'  -  /  -  wdty  -  ^»rf^;    (2) 

daß  P'  aber  gerade  der  Berührungspunkt  mit  der  Enveloppe  ö'  ist, 

erfordert,  daß  x"y  if\  z"  auch  die  Gleichung  erfüllen,  die  aus  (2)  durch 

Differentiation   nach   x\  ^,   /   erhalten   wird,   vorausgesetzt,   daß  bei 

26  • 
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dieser  Differentiation  der  Punkt  P"  die  Fläche  fi  nicht  verläBt.     Für 
alle  der  Gleichung 

cos  adx  +  cos  /Jrfy'  +  cos  ydfi  =  0  (3) 

genügenden  Werte  von  dx'y  difj  de'  muß  also  gelten 
(a?"  -  a;'  -  ud()dx  +(]/'-y-  vdt)dy'  +  {/'  -  /  -  wdt)de  =  0. 

Die  Glieder  (a?"  —  a?'  —  udt)dudt  usw.,  in  welchen  rft*,  rfv,  cfti; 
die  Änderungen  der  Geschwindigkeitskomponenten  bei  der  Yerrückung 
{dx\  dxfj  dz)  des  Punktes  P"  bedeuten,  sind  hier  fortgelassen;  es  sind 
diese  Glieder  von  der  Ordnung  dt^j  weil  x'  —  x\  y"  —  y',  e"  —  jbt'  von 
der  Ordnung  dt  sind. 

Aus  den  angeführten  Bedingungen  folgt 


x'  —  x'  —  udt  =  A  cos ad^  1 
y"  —  y—  vdt  =  ^  cos  ßdt 
e'  —  /  —  wdt  ==  ^  cos ydt 


(4) 


welche  Gleichungen  die  Lösung  des  Problems  enthalten ,  da  sie  für 
jeden  Punkt  P"  von  tf'  den  zugehörigen  Punkt  P"  von  tf"  zu  bestimmen 
gestatten. 

§  5.  Da  die  Bichtungskonstanten  des  Lichtstrahls  den  Gh-ößen 
x"  —  x\  f/'  —  f/,  z"  —  ß  proportional  sind,  so  zeigen  diese  Formeln, 
daß  der  Übergang  von  der  Wellennormale  zu  dem  Lichtstrahl  sich 
mittels  des  ablenkenden  Vektors 

der  umgekehrte  Übergang  also  mittels  des  Vektors 

A 
vollziehen  läßt. 

Es  ergeben  sich  auch  einfache  Ausdrücke  für  die  Entfernung  ds 

der  Punkte  P'  und  P'  und  für  die  Größe    , :,   welche  man  die   Ge- 

schwindigkeit  des  Lichtstrahls  nennt,  und  die  wir  mit  £  bezeichnen 
wollen.     Es  ist  nämlich 

5  =  ^  +  (m  cos a  +  t?  cos ß  +  w  cos y)  =^  A  +  p^, 

wenn  p^  die  Komponente  des  Vektors  p  nach  der  Richtung  der  Wellen- 
normale bedeutet.     Man  darf  hier  übrigens,  da  der  Winkel  zwischen 

dieser  Normale  und  dem  Strahl  von  derselben  Ordnung  ist  wie  "7;  "j >  -^ , 

p^  mit  der  nach  der  Strahlrichtung  genommenen  Komponente  p^  ver- 
tauschen. 


in  einem  sich  in  beliebiger  Weise  bewegenden  Medium.  399 

§  6.  Differentiation  der  Gleichungen  (4)  führt  nun  weiter  zu  einer 
Beziehung  zwischen  den  gleichzeitigen  Yerrückungen  von  Y  und  'P'y 
bei  welchen  der  eine  Punkt  in  a'  und  der  andere  in  fs!'  bleibt.  Ver- 
steht man  in  (4)  unter  w,  t;,  w  die  Werte  in  P",  was  offenbar  erlaubt 
ist;  da  diese  nur  um  Großen  von  der  Ordnung  dt  von  den  Werten  in 
P'    differieren,    und    bezeichnet    man    die   Differentialquotienten    nach 

x'y  \f\  z"  einfach  mit  -^  usw.  —  weil  in  den  weiteren  Formeln  die 

Werte  derselben  in  F   und    "P'   nicht   yoneinander   unterschieden   zu 
werden  brauchen  —  so  erhalt  man 


(l  -  ll  d^  dx"  - 1^  dtdy"  -  IJ  dt  de"  =  dx  +  ^rf(cos  a)dt , 
-  ^dtdx"  +  (l  -  ^^di)dy"-^dtdB"  -  dy'  +  Ad(cosß)dt, 

-  H  ^^^-"  -  ^  ''^y'  +  (1  -  J^'')  ^-"  -'^  +  ^ä(cosy)dt . 

Wir  multiplizieren  diese  Gleichungen  mit  cosa,  cos/3,  cos;'  und 
addieren  sie  dann.  Auf  der  rechten  Seite  kommt  Null,  wegen  der  Glei- 
chung (3)  und  der  Beziehung  zwischen  cos  a,  cos  ß,  cos  y^  es  wird  da- 
her, wenn  man  zur  Abkürzung 

du   .  ^dv   ,  dw 

du       .  odV        .  dtO  yr-v 

^^^^d^  +  ^^^ßdi  +  ^^^yj^^Pf}   .  .  •  •  (5) 

du   ,  ^dv    ,  dw 

coBa^  +  cos/3^  +  cosy  -^  -1>, 

setzt, 

(cos  a  —  p^dt)dx"  +  (cos  ß  —  Pfdt)dy"  +  (cos  y  —  p^dt)de'  —  0 . 

Diese  Formel,  in  der  wir  jetzt  noch  dt  durch  -g,  oder  auch,  da 

u,  Vy  u)  unendlich  klein  sind,  durch  -j  ersetzen  dürfen,  hat  eine  ein- 
fache Bedeutung.  Da  dx\  dy'\  de"  sich  auf  eine  beliebige  Verrückung 
in  der  neuen  Wellenfläche  beziehen,  so  zeigt  sie,  daß  die  Bichtungs- 
konstanten  der  Normale  zu  letzterer  den  Großen 

cosa  — ^rfs,    cos/J  — ^rf«,     cosy  — ^ds 

proportional  sind.  Die  Richtungsänderung  der  Wellennormale  beim 
Übergang  von  P'  nach  F'  läßt  sich  also  durch  einen  ablenkenden 
Vektor  mit  den  Komponenten 

_^.rf,,  _^rf,,   _^as (6) 

darstellen. 
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§  7.  Hieraus  folgt  sofort^  daß  die  Richtungsandernng  der  Wellen- 
normale ,  welche  bei  der  Fortpflanzung  eines  Lichtstrahls  von  einem 
Punkte  P^  nach  einem  beliebig  weit  davon  entfernten  Punkte  P^  statt- 
findety  einem  ablenkenden  Vektor  mit  den  Komponenten 

-x/ftrf^,      "ifp^ds,      -IJp.ds 
Pi  n  Pi 

entspricht.  Die  drei  Integrale  beziehen  sich  hier  auf  den  Teil  PiP^ 
des  Lichtstrahls.  Dieselben  lassen  sich  dadurch  umformen,  daß  man 
die  Größen 

2\ay        dz)'      ^^  2\dz       dx)'      '^^2\dx       dy)        ^^^ 
einführt    Es  ist  z.  B. 

Je*  ^*  /* 

Pids^  I  (cos  a TT^  +  cos /J ^  +  cosy  ^)äs  +  2  1  (y  cos/J  —  ficoBy)ds. 
Pi  K  \ 

Da  wir  nun  in  diesen  unendlich  kleinen  Ausdrücken  unter  cosa, 
cos/)y  cos^'  ebensogut  die  Richtungskonstanten  des  Strahls  wie  die 
der  Wellennormale  verstehen  dürfen,  so  wird  das  erste  Integral 


^1 


Px 


wenn  die  Indizes  1  und  2  die  Werte  im  An&ngs-  und  Endpunkte  be- 
zeichnen. In  dieser  Weise  gelangt  man  dazu,  den  die  Drehung  der 
Wellennormale  bestimmenden  ablenkenden  Vektor  zu  zerlegen  in  einen 
Vektor 

a'-|iPi-p2) (8) 

und  einen  zweiten  a''  mit  den  Komponenten 

Px  Px 

a",  ="  -f  /  C/*  cos  y  —  V  cos  ß)dsy    a"y  ^  *  ^  Ky  cos  a  —  l  cos  y)ds, 

Pl  Pl 

a",  =  -^  /  ^;i  cos  /J  —  a  cos  a)rfs (9) 

§  8.  Verbindet  man  dieses  mit  dem  in  §  5  Gefundenen,  so  zeigt 
es  sich,  daß  die  Richtungsandernng  des  Strahls  auf  der  Strecke  P^^^ 
durch  den  ablenkenden  Vektor  a"  allein  bestimmt  wird.     Wählt  man 
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nun  für  jene  Strecke  ein  einzelnes  Element  ds^  so  verwandeln  sich  die 
Ausdrücke  (9)  in 

2  2 

-j  (^  COS  y  —  v  cos  ß)dSf    -j  (v  cos  a  —  A  cos  y)is , 

-j (iL  cos  ß  —  ii>  cos  a)rfs . 

Der  hierdurch  bestimmte  Vektor  steht  senkrecht  zu  ds  und  muß  also 
mit  dem  früher  (§  2)  mit  tds  bezeichneten  zusammenfallen.  Folglich 
haben  die  Komponenten  des  Erümmungsvektors  des  Strahls  die  Werte 

2  2 

f,  =»  -^  (ft  COS  y  —  V  cos  /J) ,     !  =»  -j  (i/  cos  a  —  A  cos  y), 


2 

f,  =-  --T-(A  cos  /J  —  fi  cos  a) . 


Diese  Formeln,  die  sich  in  die  Gestalt  von  Differentialgleichungen  bringen 
lassen,  genügen  zur  Bestimmung  des  Laufes  eines  Lichtstrahls  bei  ge- 
gebener Bewegung  des  Mediums. 

Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  daß  man,  um  die  Litegrale  (9)  aus- 
werten zu  können,  nicht  schon  den  Lauf  des  Lichtstrahls  genau  zu 
kennen  braucht.  Da  ja  die  Integrale,  wegen  der  darin  vorkommenden 
Größen  A,  fi,  Vy  unendlich  klein  sind,  so  darf  man  dieselben,  statt  für 
den  wirklichen  Lichtstrahl,  für  eine  beliebige  unendlich  wenig  dayon 
abweichende  Linie  berechnen,  z.  B.  für  den  Weg,  auf  dem  der  Strahl 
im  ruhenden  Medium  von  P^  nach  P,  gehen  würde,  und  der  in  dem 
als  homogen  vorausgesetzten  Mittel  geradlinig  ist 

Wir  wollen  die  Bemerkung  hinzufügen,  daß  die  Ausdrücke  (7)  als 
die  Komponenten  einer  gewissen  Winkelgeschwindigkeit  betrachtet 
werden  können,  nämlich  der  Winkelgeschwindigkeit,  die  ein  Yolumen- 
element  haben  würde,  wenn  die  Punkte  des  Mediums  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit p  bewegten.  Die  von  dem  Vektor  a"  herrührende  Rich- 
tungsänderung, insofern  sie  sich  auf  ein  Element  ds  des  Strahls  bezieht, 
kann    man    nun    auffassen    als    das   Doppdte   der   Richtungsänderung, 

welche   das  Element   in  der  Zeit  '^  erfehren  würde,   wemi  es  jener 

Rotation  des  Yolumenelementes,  in  dem  es  liegt,  folgte. 

Ist  die  Verteilung  des  Vektors  p  irrotationell,  mit  anderen  Worten 
von  einem  Potential  abhängig,  so  bleiben,  da  f  »  0  wird,  die  Strahlen 
geradlinig,  ein  Satz,  den  Stokes  vor  vielen  Jahren  bewiesen  hat. 

§  9.  Von  der  Geschwindigkeit  B  des  Lichtstrahls  ist  die  Ge- 
schwindigkeit der  Wellen,  die  A  heißen  möge,  zu  unterscheiden;  man 
erhält  diese,  wenn  man  die  Lange  des  vom  Punkte  P"  (§  4)  auf  die 
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Flache  6"  gefällten  Lotes  durch  di  dividiert.  Ist  ^  der  Winkel  zwischen 
Wellennormale  und  Strahl^  so  ist 

-i'  «  J5  cos  ^5 

in  unserem  Falle  ist  also^  wegen  des  unendlich  kleinen  Wertes  von  ^y 
zu  setzen 

Wir  können  mithin  die  neue  Lage  fi'  der  Wellenflache  auch  in  der 
Weise  aus  der  früheren  Lage  ff  ableiten,  daß  wir  auf  sämtlichen  Nor- 
malen zu  dieser  letzteren  Strecken  von  der  Länge  {A  +  ^^di  ab- 
schneiden; ff'  ist  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte  dieser  Strecken. 
Diese  Konstruktion  ist  einfacher  als  die  oben  angewandte;  sie  liefert 
aber  nicht  die  Richtung  des  Strahls. 

§  10.  Wir  wollen  auch  den  Fall  behandelu,  daß  an  einer  gewissen, 
und  zwar  an  einer  in  bezug  auf  das  Koordinatensystem  ruhenden  Flache 
H  eine  Diskontinuität  vorhanden  ist.  Wir  unterscheiden  die  beiden 
Seiten  dieser  Fläche  durch  die  Indizes  I  und  11  und  bezeichnen  mit  N 
die  nach  der  zweiten  Seite  hin  gezogene  Normale.  Das  Licht  gehe 
von  der  ersten  nach  der  zweiten  Seite. 

Die  Unstetigkeit  soll  darin  bestehen,  daß  sich  auf  beiden  Seiten 
der  F^he  verschiedene  Medien  mit  den  Lichtgeschwindigkeiten  J^  und 
A^  und  den  MitfÜhrungskoeffizienten  \  und  h^  befinden,  und  daß  außer- 
dem die  Vektoren  pi  und  pn  —  die  wir  parallel  zu  21  voraussetzen  — 
voneinander  verschieden  sind. 

Es  gilt  nun,  wie  man  leicht  sieht,  für  die  Richtungsänderung  der 

Wellen  beim  Durchgang  durch  die  Fläche  das  gewöhnliche  Brechungs- 

'  gesetz.     Die  Wellennormalen  tii  und  thi  liegen  mit  der  Normale  'S  in 

einer  Ebene  und  zwischen  den  spitzen  Winkeln  ^^  und  '9*^,  die  sie  mit 

"N  bilden,  besteht  die  Relation 

sin  ^i        ^',  A^  +  pn, 


Bin  a-n        ^'„        -4„  +  p„n 


(10) 


Ist  die  Richtung  n,  gegeben,  so  kann  man  zunächst  die  Richtung, 
welche  n^  bei  ruhenden  Medien  haben  würde,  bestimmen,  und  dann 
ßir  p^  den  dieser  Richtung  entsprechenden  Wert  in  die  Gleichung 
einsetzen. 

Bei  festgehaltener  Richtung  von  n,  ist  die  durch  die  Bewegung 
verursachte  Änderung  von  ^jj 

Die  Abweichung  der  Normale  n„  von   der  Richtung,  die  sie  im  Fall 
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der  Ruhe  haben  würde,  laßt  sich  demnach  mittels  eines  ablenkenden 
Vektors 

1         /pnU  Pnl\ 

COS  a-n  \Än         Äi)  ' 

der  die  Richtung  der  Normale  N  hat,  darstellen. 

§  11.  Von  jetzt  ab  soll  hauptsächlich  yon  der  Fortpflanzung  im 
reinen  Äther,  und  zwar  speziell  in  dem  die  Erde  umgebenden  Äther 
gehandelt  werden.  Freilich  läßt  sich  die  jährliche  Aberration  der  Gestirne 
wohl  kaum  in  anderer  Weise  erklaren  als  durch  die  Annahme,  daß  der 
Äther  der  jährlichen  Bewegung  der  Erde  nicht  folge,  und  es  ist  daher  von 
vornherein  wenig  wahrscheinlich,  daß  die  Erde  bei  ihrer  Achsendrehung 
den  ihr  zunächstliegenden  Äther  mit  in  Rotation  versetze.  Dennoch 
schien  es  mir  nicht  ohne  Wichtigkeit,  nach  dem  Beispiele  von  Doppler 
und  Y.  Oppolzer  die  Erscheinungen  zu  untersuchen,  die  sich  bei  einer 
rotierenden  Ätherhülle  ^)  zeigen  würden.  Diese  sind  von  dem,  was  man 
bei  ruhendem  Äther  beobachten  würde,  weit  verschieden,  imd  es  konnten 
also,  wenn  die  in  Betracht  kommenden  Richtungsänderungen  nur  etwas 
größer  wären,  die  Beobachtungen  über  die  tägliche  Aberration  zu  einer 
Entscheidung  zwischen  den  verschiedenen  Theorien  führen. 

Wenn  wir  es  bloß  mit  Äther  zu  tun  haben,  so  bedeutet  der  in  unseren 
Gleichungen  auftretende  Vektor  p  mit  den  Komponenten  u,  v,  w  ein- 
fach die  Geschwindigkeit  des  Äthers  in  bezug  auf  das  Koordinaten- 
system, während  die  durch  (7)  bestimmten  Großen  A,  fi,  v  die  Kompo- 
nenten der  Drehungsgeschwindigkeit  eines  Ätherelementes  sind.  Die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  im  Äther  wollen  wir  mit  c 
bezeichnen.  Übrigens  können  wir  die  fQr  den  freien  Äther  geltenden 
Formeln  mit  genügender  Annäherung  auch  auf  einen  mit  Luft  gefüll- 
ten Raum  anwenden. 

Es  fragt  sich  jetzt,  welche  Richtung  wir  bei  unseren  Beobachtungen 
dem  von  einem  Stern  zu  uns  kommenden  Lichte  zuschreiben.  Man 
kann  das  für  jeden  beliebigen  Bewegungszustand  des  Äthers  angeben, 
wenn  man  voraussetzt,  daß  der  Beobachter  mit  seinen  Listrumenten 
dieselbe  Geschwindigkeit  hat  wie  der  Äther  in  der  unmittelbaren  Nähe. 
Wir  denken  uns  zunächst,  daß  man  den  scheinbaren  Ort  des  Sternes 
mit  Hilfe  zweier  hintereinander  gestellten  engen  Öffnungen  bestimmt 
Da  die  Strahlen  die  seitliche  Begrenzung  eines  Lichtbüschels  angeben, 
so  geht  aus  der  Konstruktion  des  §  3  hervor,  daß  die  Öffiiungen  richtig 
gestellt  sein  werden,  wenn  ein  Punkt  der  ersten  zur  Zeit  t  die  Lage  P', 
und  der  korrespondierende  Punkt  der  zweiten  Öffnung  zur  Zeit  t  -^  dt 

^)  Doppler  stellt  sich  vor,  daß  die  Atmosphäre  bei  ihrer  Rotation  den 
Äther  mit  sich  führt.  Wir  können  es  aber  dahingestellt  sein  lassen,  in  welcher 
Weise  die  Rotation  des  Äthers  zu  stände  kommt. 
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die  Lage  P"  hat.  Dann  hat  aber  —  daP'^=»rf^-pigt  —  in  diesem 
letzteren  Augenblick  der  erstgenannte  Punkt  die  Lage  Q,  und  indem 
der  Beobachter  die  gleichzeitigen  Lagen  der  beiden  ÖfiFnungen  mitein- 
ander vergleicht,  wird  er  die  Richtung  der  Linie  QP^'  für  die  halten, 
in  der  das  Licht  zu  ihm  konunt.  Diese  Linie  steht  aber  senkrecht 
zu  der  Wellenfront  tf'';  es  wird  also  die  Richtung  des  Lichtes  nach 
der  Wellennormale  beurteilt 

Derselbe  Schluß  gilt  für  den  Fall,  daß  die  Ortsbestimmung  mit 
Femrohr  und  Fadenkreuz  ausgeführt  wird;  wenn  das  Instrument  und 
der  Äther  nur  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  haben,  so  kann  offen- 
bar die  Lage  des  Sternbildes  im  Femrohr  nur  von  der  Richtung  der 
einfallenden  Wellen  abhängen. 

§  12.  Die  mitgeteilten  Betrachtungen  ermöglichen  es,  den  Einfluß 
der  jährlichen  und  taglichen  Bewegung  der  Erde  auf  die  scheinbaren 
Örter  der  EUmmelskörper  zu  bestimmen,  sobald  man  annimmt,  daß  der 
Äther  in  solcher  Weise  von  diesen  Bewegungen  mitgeführt  wird,  daß 
an  der  Erdoberfläche  keine  Gleitung  stattfindet.  Was  die  jährliche  Be- 
wegung betrifft,  so  empfiehlt  es  sich,  ein  an  deraelben  teilnehmendes 
Koordinatensystem  einzuführen.  Die  Annahme  einer  irrotationellen 
Atherströmung  führt  dann  sofort  zu  der  bekannten  Stokes'schen  Theorie 
der  Aberration.  Der  Vektor  q"  (§  7)  verschwindet,  und  in  dem  Aus- 
druck (8),  auf  die  Fortpflanzung  von  einem  weit  entfernten  Punkt  bis 
zur  Erdoberfläche  angewandt,  ist  p,  =  0,  p^  aber  der  Erdgeschwin- 
digkeit gleich  und  entgegengesetzt.  Das  Resultat  stimmt  somit  mit 
dem  der  elementaren  Aberrationstheorie  überein  und  steht  daher  auch 
mit  den  Beobachtungen  im  Einklang. 

Auf  die  dieser  Erklärung  sich  entgegenstellenden  Schwierigkeiten^) 
soll  hier  nicht  eingegangen  werden.  Wir  wenden  uns  vielmehr  dem 
Einfluß  einer  Rotation  zu,  wobei  wir  zur  Vereinfachung  von  der  Trans- 
lation abstrahieren  wollen.  Das  Koordinatensystem  soll  nicht  mit- 
rotieren. Es  soll  weiter  so  gewählt  werden,  daß  eine  Drehung  über 
einen  rechten  Winkel  von  OX  nach  OF,  für  einen  in  einem  Punkte 
der  positiven  ;?- Achse  stehenden  Beobachter  die  der  Dbrzeigerbewegung 
entgegengesetzte  Richtung  hat.  Wir  legen  den  Anfang  der  Koordinaten 
in  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  positive  xr-Achse  durch  den  Nord- 
pol. Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Planeten,  die  Sl  heißen  möge,  ist 
dann  eine  positive  Größe. 

§  13.  Um  ihre  Beobachtungen  von  dem  Einflüsse  der  täglichen 
Aberration  zu  befreien,  halten  die  Astronomen  sich  an  dieselbe  Regel, 


*)  Siehe  den  vorhergehendeu  Artik»!,  §  6. 
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wie  wenn  es  sich  um  die  jährliche  Aberration  handelt;  sie  betrachten 
—  —y  wobei  jetzt  p  die  infolge  der  Erddrehnng  bestehende  Geschwin- 
digkeit des  Beobachtungsortes  ist;  als  den  die  scheinbare   Richtungs- 

ändemng  bedingenden  ablenkenden  Vektor.   Dieses  Verfahren  entspricht 

** 
der  Fresnerschen  Theorie  eines  ruhenden  AtherS;  in  welcher  es  offenbar 

keinen  Unterschied  machen  kanu^  ob  die  Geschwindigkeit  p  des  Beob- 
achters von  der  jährlichen  oder  täglichen  Bewegung  der  Erde  herrührt. 
Die  tägliche  Aberration,  wie  sie  bei  der  Reduktion  der  Beobachtungen 
vorausgesetzt  wird,  soll  daher  zur  Unterscheidung  die  FresnePsche 
genannt  werden. 

Zu  eben  dieser  Aberration  würde  nun  auch  die  Annahme  eines  an 
der  Erde  haftenden  und  also  mitrotierenden  Äthers  führen,  wenn  nur 
für  die  Bewegung  desselben  ein  Oeschwindigkeitpotential  existierte 
und  also  nur  der  ablenkende  Vektor  a'  übrig  bliebe.  Das  ist  aber, 
wie  man  leicht  sieht,  unmöglich  und  so  kann  die  bei  einer  rotierenden 
Ätherhülle  bestehende  tägliche  Aberration  nie  mit  der  FresneT sehen 
zusammenfallen.  Der  Unterschied  föllt  sofort,  ohne  jede  Berechnung, 
in  die  Augen,  wenn  man  einen  der  Erdachse  parallelen  Lichtstrahl 
betrachtet.  Die  Wellen  sind  in  diesem  Fall  fortwährend  der  Bewegungs- 
richtung des  Äthers  parallel  und  werden  also  gar  nicht  gedreht. 

§  14.  Will  man  die  (besetze  der  täglichen  Aberration  bis  ins 
Einzelne  aus  der  Theorie  ableiten,  dann  ist  es  nötig,  bestimmte  Vor- 
aussetzungen  über  die  Atherbewegungen  zugrunde  zu  legen,  um  die 
in  (9)  vorkommenden  Integrale  berechnen  zu  können.  Doppler  und 
V.  Oppolzer  haben  angenommen,  daß  der  Äther  bis  zu  einer  ge- 
wissen Höhe  über  der  Erdoberfläche  die  volle  Umdrehungsgeschwindig- 
keit Sl  der  Erde  habe,  in  größeren  Höhen  aber  in  Ruhe  bleibe.  Die 
Schlüsse,  zu  welchen  sie  in  dieser  Weise  gelangt  sind,  beruhen  auf  der 
einfachen  Erwägung,  daß  sich  in  einer  als  Ganzes  rotierenden  Äther- 
masse dieselben  Erscheinungen  wie  in  einer  ruhenden  Masse  abspielen 
können,  und  daß  sich  also  das  Licht  längs  einer  geraden  Linie  Z,  die 
mit  dem  Äther  rotiert,  fortpflanzen  kann. 

Obgleich  der  Nachweis  überflüssig  ist,  wollen  wir  zeigen,  daß  dies 
mit  der  oben  entwickelten  allgemeinen  Theorie  übereinstimmt.  Indem 
wir  von  einem  Punkte  P'  der  Wellenfront  ts^  ausgingen,  gelangten  wir 
(§  3)  zu  einem  zweiten  Punkte  P";  wir  können  in  derselben  Weise 
weitere  Punkte  P"',  P^  usw.  eines  Lichtstrahls  L  im  Raum  bestimmen. 
Wir  können  uns  femer  eine  mit  dem  Äther  rotierende  Linie  l  denken, 
deren  Punkte  p',  p",  p'",  p^  usw.  zu  den  Zeiten  ^,  t  +  dt  usw.  die 
Lagen  P',  P",  P",  P^  usw.  haben.  Man  sieht  leicht,  daß  zur  Zeit 
t  +  dt  das  Element  p'p"  dieser  Linie  mit  der  Linie,  die  wir  in  §  3 
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mit  QP"  bezeichneten,  zusammenfällt  und  daß  also  die  augenblickliche 
Richtung  von  l  fortwährend  die  Wellennormale  in  dem  gerade  von  dem 
Licht  erreichten  Punkt  anzeigt. 

Es  seien  nun  Pj  und  P^  zwei  beliebige,  zu  den  !Zeiten  ^  und  ^ 
erreichte  Punkte  des  Lichtstrahls  L,  p^  und  p^  die  entsprechenden 
Punkte  von  Z,  dl^  und  dl^  zwei  bei  p^  und  p^  liegende  Elemente  dieser 
Linie,  dl^g^  die  Lage  eines  derartigen  Elementes  zu  einer  bestimmten 
Zeit  t.  Die  Sätze  des  §  7  liefern  uns  den  Unterschied  der  Richtungen 
von  dl^^t^^  und  d^^f^y  Bei  einer  gemeinschaftlichen  Rotation  der  ganzen 
Äthermasse  tritt  nun  aber  der  vereinfachende  Umstand  ein,  daß  man 
die  Formeln  (9)  ersetzen  kann  durch 


0".  -  ^ 

*  C 


l  (Jf'  j  COB  y  ds  —  V I  G08  ß  da) 


p.  p, 

2 


wenn  man  die  Koordinaten  von  P^  und  P,  mit  x^y  y^j  ß^,  bzw.  x^,  y^ 
z^  bezeichnet     Man  findet  hieraus,  daß  zwischen  den  beiden  in  §  7 

eingeführten  Vektoren   die   Relation   a' »»  —  -^  a''  besteht     Es  bleibt 

demzufolge   als   ablenkender  Vektor  nur  -^a"  übrig.     Berücksichtigt 

man  weiter,  daß  L  imd  l  nur  unendlich  wenig  voneinander  und  von 
geraden  Linien  abweichen  können,  so  stellt  sich  heraus,  daß  die  Bich- 
tungsänderung  beim  XJbergang  von  d\^^^  zu  dl^^^^  der  Anderong  gleich 
ist,  welche  d\  infolge  der  Drehung  in  der  Zeit  t^  —  t^  erleidet  Die 
Richtungen  von  dl^^^  und  dl^^^^  fallen  daher  zusammen,  d.  h.  die  Linie 
l  ist  eine  gerade. 

So  weit  ist  also  nichts  gegen  die  Betrachtungen  von  Doppler  und 
V.  Oppolzer  einzuwenden.  Beide  haben  jedoch  unberücksichtigt  ge- 
lassen, daß  die  Wellennormale  beim  Übertritt  aus  dem  ruhenden  in 
den  rotierenden  Äther  eine  plötzliche  Richtungsändemng  erfahrt  Dieee 
Ablenkung,  die  sich  aus  dem  Ergebnis  des  §  10  ableiten  läßt,  ist^  wie 
sich  weiter  unten  ergeben  wird,  in  manchen  Fällen  beträchtlich  groBer 
als  die  „rotatorische  Ablenkung'',  von  der  allein  bei  Doppler  ood 
V.  Oppolzer  die  Rede  ist 

§  15.  Wir  ersetzen  Doppler's  Annahme  einer  scharf  begrenzten 
rotierenden  Atherhülle  durch  die  allgemeinere,  daß  jede  unendlich  dflnoe 
kugelförmige,  mit  der  Erdoberfläche  konzentrische  Schicht  des  Athen 
als  Ganzes  rotiert  mit  einer  Geschwindigkeit  tOy  die  sich  stetig  mit  der 
Entfernung  r  vom  Mittelpunkt  ändert.  Ist  a  der  Erdradins^  so  ist  ftr 
r  ^  a,  o  —  Ä;  für  r  ==»  oo  ist  o  —  0. 
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Die  Geschwindigkeitskomponenten  sind  jetzt 

u^  —  ym,    r=»  +  a;cD,    w  =  0,  (11) 

und  die  Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  eines  Raumelements 


xz  dm  yz  dm  1      dm        z*  dm 

2T'dr^     ^  2rdr'     *' ""  ^  "^  Y  ^dr  ""  275r  ' 


Dieselbe  läßt  sich  also  zerlegen  in  eine  Winkelgeschwindigkeit 

-.--  +  T'-^  (12) 

um  die  jer-Achse  und  eine  Winkelgeschwindigkeit 

1     dm  /io\ 

'^r--^'äV  (13) 

um  die  vom  Erdmittelpunkt  nach  der  betrachteten  Stelle  führende  Gerade. 

Es  kommt  nun  auf  die  Werte  von  ^  an,  namentlich  darauf,  ob 

das  Intervall  der  Werte  von  r,  in  dem  die  Winkelgeschwindigkeit  von 
Sl  auf  Null  oder  bis  nahe  auf  Null  herabsinkt,  beträchtlich  kleiner  als 
der  Erdradius,  oder  von  derselben  Größenordnung  wie  dieser  ist.  Legt 
man  cd  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  den  konstanten  Wert  Sl  bei,  und 
läßt  man  die  Dicke  der  Schicht,  in  der  dann  femer  die  Abnahme  er- 
folgt, kleiner  werden,  so  i^ert  man  sich  dem  von  Doppler  voraus- 
gesetzten Fall.  Um  auch  ein  Beispiel  von  einer  allmählichen  Abnahme 
der  Winkelgeschwindigkeit  zu  geben,  habe  ich  (o  der  dritten  Potenz 
der  Entfernung  r  umgekehrt  proportional  gesetzt;  es  ist  dies  das  Gesetz, 
nach  welchem  die  Drehnngsgeschwindigkeit  abnimmt,  wenn  in  einer 
sich  bis  ins  Unendliche  erstreckenden  reibenden  Flüssigkeit  eine  Kugel 
mit  konstanter  Geschwindigkeit  um  einen  Durchmesser  rotiert. 

In  diesen  verschiedenen  Voraussetzungen  habe  ich  die  Ablenkung 
von  Lichtstrahlen,  die  in  der  Äquatorebene  der  Erde  verlaufen,  und 
den  Einfluß  der  Erddrehung  auf  die  Durchgangszeiten  in  einem  Ver- 
tikalkreise, letzteres  für  einen  beliebigen  Beobachtungsort,  berechnet. 

§  16.  LichtstrcM  in  der  Äquatorebene.  Der  Beobachter  befinde 
sich  am  Äquator,  und  der  in  der  Aquatorebene  stehende  Himmels- 
körper habe  die  Zenithdistanz  £,  die  wir  positiv  oder  negativ  nennen, 
je  nachdem  der  Stern  im  Osten  oder  im  Westen  steht  Die  tägliche 
Aberration  zeigt  sich  jetzt  als  eine  Änderung  der  Rektaszension  jR, 
und  zwar  entspricht  dem  ablenkenden  Vektor  q'  (§  7)  eine  Änderung 

—  cosg. 

Was  den  Vektor  a"  betriflPt,  so  ist  zu  bemerken,  daß  jetzt  (§  15)  o^  =  0, 
und  daß  also  die  am  Schluß  des  §  8  erwähnten  Drehungen  der  Ele- 
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mente  ds  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2  a},  um  die  «-Achse  statt- 
finden.    Die  Gesamtänderung  der  Rektaszension  betragt  demnach 


.  C 


cos  g  + 4/(0, +  i-r^)rf.,  (14) 


WO  über  die  volle  Länge  des  Lichtstrahls  zu  integrieren  ist  und  das 
erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Fr esneT sehen  Aberration  ent- 
spricht 

Es  sei  nun  für  einen  Punkt  des  Lichtstrahls ,  s  die  Entfernung 
vom  Beobachtungsorte  und  ^  der  spitze  Winkel,  den  die  nach  dem 
Erdmittelpunkt  gezogene  Gerade  mit  dem  Strahle  bildet;  wir  wollen 
diesem  Winkel  dasselbe  Vorzeichen  beilegen  wie  der  Zenithdistanz  (. 
Auf  dem  Strahl  sind  r  und  cd  als  Funktionen  von  s  zu  betrachten,  und 
man  findet  leicht 

dr  dm  ,  dm 

j-  «»  cos  iC  t     -j-  =  cos  tb  -j- . 
ds  ^  '      ds  ^  dr 

Weiter  ist 

.      .  ^      g  sin  g  ^^_A    •    if, 

und  man  erhält  nach  partieller  Integration,  wenn  man  annimmt^  daß 

für  r  ==  c»,  Lim  (ra)  =  0, 

00  OO  OD 


00  «00 

— -^^—   1  öds  +  a*  sin*g  /  i ^Vn — ^• 


Dies,  in  (14)  eingesetzt,  liefert 


GO 


SB ^^^  +  lfa,ds  +  ^^^^r      "t'^,,,.    .(15) 

c  008  f  cj  '        e     J  (acoBt  -\'  sy  ^ 

0  0 

Es  ist  jetzt  leicht,  zu  der  von  Doppler  und  y.  Oppolzer  ge- 
machten Voraussetzung  überzugehen;  man  hat  nur  in  den  Integrate 
CD  durch  ^  zu  ersetzen  und  als  obere  Grenze  statt  oo  die  Lange  I  des 
in  der  rotierenden  Athermasse  vom  Strahl  zurückgelegten  Weges  n 
nehmen.     Es  ergibt  sich  schließlich 

dü-'«--/-:^^, (16) 

c        c  (a  008 1  +  0 
während  nach  der  Fresnel'schen  Theorie 

AT?    =»  g^coe? 
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wäre.  Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  (16)  stimmt  mit  der  von 
Y.  Oppolzer  berechneten  Ablenkung  überein;  das  zweite  Glied  repräsen- 
tiert die  beim  Eintritt  in  die  bewegte  Atherhülle  stattfindende  Richtungs- 
änderung. Man  hätte  denn  auch  die  Formel  in  einfacherer  Weise  er- 
halten, wenn  man  das  in  §  10  Gefundene  angewandt  hätte. 

Von  Oppolzer  hat  die  rotatorische  Ablenkung  —  für  verschie- 

dene  Hohen  der  mitrotierenden  Atherhülle  berechnet.  Nimmt  man 
diese  Höhe  zu  300  km^),  so  wird  der  größte  Wert  von  Z  (für  g  «  90<>) 
2000  km,  und  die  rotatorische  Ablenkung  0",10,  während  die  Fres- 
nePsche  tägliche  Aberration  den  Betrag  von  0",32  (für  f  =  0)  erreichen 
kann.  Der  Unterschied  hängt  damit  zusammen,  daß  l  betiüchtlich  kleiner 
als  der  Erdradius  ist.  Dagegen  wird  das  von  v.  Oppolzer  über- 
sehene letzte  Glied  in  dem  Ausdruck  (16)  fUr  Sterne  am  Horizont  : 
1",0,  für  g-  80^  0",64  und  fOr  g=  70<»:  0",43. 

Eine  ziemlich  beträchtliche  tägliche  Aberration  für  tief  stehende 
Sterne  erhält  man  übrigens  immer,  wenn  man  annimmt,  daß  die  Be- 
weirunff  des  Äthers  sich  nur  bis  zu  einer  kleinen  Höhe  erstreckt,  auch 
dai^  wexm  «,  stetig  abnimmt.  Man  darf  nämlich  in  diesem  le^teren 
Fall  den  Faktor  cd  in  den  beiden  Integralen  der  Gleichung  (15)  durch 
gewisse  Mittelwerte  rjH  und  ri'Sl  (ri  und  rj'  positive  echte  Brüche)  er- 
setzen, und  es  ergibt  sich,  wenn  man  wieder  als  obere  Grenze  die 
Länge  l  des  im  rotierenden  Äther  durchlaufenen  Weges  einführt, 

e  c  coa  {  c  (a  cos  f  -f-  J)  * 

Bei  kleinem  l  und  großem  ^  können  hier  die  beiden  letzten  Glieder 
ziemlich  beträchtliche  Werte  erreichen. 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  daß  bei  fortwährender  Ab- 
nähme  von  l  die  Änderung  der  Rektaszension  sich  dem  Grenzwerte 

dÄ  =  _.5«i^--tg»g.d2J^ 

ccosj  ®  * 

nähert 

Wenn  dagegen  die  Entfernung  von  der  Erde,  bis  auf  welche  der 
Äther  merklich  mitrotiert^  mit  dem  Erdradius  vergleichbar  wird,  dann 
ist  die  tägliche  Aberration  im  allgemeinen  von  derselben  Größenordnung 

wie  die  Fresnel'sche,  obgleich  sie  einem  ganz  anderen  Gesetze  folgt 

a' 
als  diese.     Setzt  man  co  —  -j  .$2  und  tähri  den  Winkel  ^,  mit  dem  r 

nach  der  Formel 

a  sin  2; 

r  —  —. — ^ 
sm  ^ 


')  Es  ist  dies  etwa  die  größte  Höhe,  in  der  die  Luft  auf  eindringende  Me- 
teore einen  merklichen  Widerstand  ausübt. 
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zusammenhangt,  als  Integrationsyariable  ein,  so   erhält  man   aas  (15) 

aSl  cosi;  <>A 


»JB  = 


2CC0B«--i: 


Das  erste  Glied  entspricht  der  Fresnel'schen  Aberration.  Die 
Formel  zeigt,  daß,  wegen  des  zweiten  Gliedes,  die  Änderung  dR  ftLr 
gewisse  Zenithdistanzen  n^atiy  sein  würde. 

§  17.  DwrchgangszeUen  in  einem  Vertikalkreise,  Den  Einfluß  der 
täglichen  Aberration  auf  diese  Zeiten  berechnet  man  am  einfachsten, 
wenn  man  auf  die  Formeln  (5)  zurückgeht  Substituiert  man  die 
Werte  (11)  und  beachtet,  daß  cd  Funktion  von  r  ist,  so  zerfallen  die 

Größen  p,,  p^,  p,  je  in  zwei  Teile,  von  denen  einer  j-,  der  andere 

dm 

aber  cd  enthält.  Man  sieht  sofort,  daß  die  Glieder  mit  j-  in  (6)  ein- 
geführt, zusammen  einen  ablenkenden  Vektor  liefern,  der  in  die  Ver- 
bindungslinie von  ds  mit  dem  Erdmittelpunkt  fällt,  und  also,  da  er  in 
der  Vertikalebene  des  Sternes  liegt,  keinen  Einfluß  auf  die  zu  betrach- 
tende Durchgangszeit  haben  kann.    Wir  dürfen  daher  p^,  p^,  p,  durch 

ca  cos  ß,    —  oj  cos  a ,    0 
ersetzen  und  die  Größen 

COS  ß   /*     ,  ,    COS  a  r     j  ^ 

—  -  ^^J  (üdSy     +  -y-J  odSy     0 

0  0 

als  Komponenten  des  ablenkenden  Vektors  betrachten.  Die  entsprechende 
Richtungsänderung  läßt  sich  als  eine  Drehung  des  Lichtstrahls  um  die 
jgr-Achse  von  der  Größe 


oo 


U' 


—  /  (ods 

0 

auffassen.  Da  nun  die  scheinbare  tägliche  Bewegung  des  Sternes  in 
einer  Rotation  um  dieselbe  Achse  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —  Si 
besteht,  so  ergibt  sich  für  die  Verspätung  des  Durchganges  die  ein- 
fache, für  jeden  Beobachtungsort  geltende  Formel 


00 


C 
Ö 


'äß^'' (17) 


die  ganz  verschieden  ist  von  dem  Resultat,  das  man  aus  der  Fresnel- 
schen  Theorie  ableitet. 

Legt    man    jetzt    wieder    die   von    Doppler    und    v.    Oppolzer 
gemachte  Voraussetzung  zugrunde,  oder  nimmt  man  an,  daß  die  all^ 
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mählich  abnehmende  Bewegung  des  Äthers  schon  in  ziemlich  geringer 
Höhe  unmerklich  wird,  dann  kommt  man  jetzt  durchaus  nicht,  wie  in 
dem  §  16  erörterten  Fall,  zu  einem  betrachtlichen  Einfluß  der  Erd- 
bewegung.    Aus  (17)  folgt  nämlich 

dt^^  oder  *^  =  y,  (18) 

wo  rj  wieder  ein  gewisser  echter  Bruch  ist  Diese  Werte  sind  viel 
kleiner  als  die  sich  aus  der  Fr esn eischen  Theorie  ergebenden. 

Die  Annahme  (o  =«  — =—  führt  zu 

dt ^-y--  (19) 

2ccog*  — f 

Daß  das  hierin  ausgedrückte  Gesetz  von  dem  aus  der  Fresnel- 
schen  Annahme  abgeleiteten  ei'heblich  abweicht,  geht  schon  daraus 
herror,  daß  nach  letzterer  die  unteren  Kulminationen  durch  die  täg- 
liche Aberration  verfrüht  werden,  während  (17)  immer  positiv  ist. 

Bemerkenswert,  obwohl  leicht  erklärlich,  ist  es  übrigens,  daß  die 
oben  für  St  angegebenen  Werte  (18)  und  (19)  nicht  von  dem  absoluten 
Werte  von  Ä  abhängen. 

Was  die  numerischen  Werte  der  oben  für  dt  gefundenen  Aus- 
drücke betrifft;  so  ist  zu  bemerken,  daß  die  in  denselben  auftretenden 

Faktoren  —  und  —  sehr  klein  sind:  der  letztere,  welcher  offenbar  die 
c  c  '  ' 

Zeit  bedeutet,  in  der  das  Licht  eine  dem  Erdradius  gleiche  Strecke 
durchläuft,  beträgt  nur  0,02  Sek.  Die  Änderungen  der  Durchgaugs- 
zeiten  sind  daher,  ebenso  wie  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  unter- 
suchten  Änderungen  der  Rektaszension  sehr  unbeträchtlich,  und  man 
darf  überhaupt,  wie  mir  scheint,  kaum  hoffen,  den  Einfluß  der  Erd- 
drehung auf  die  scheinbaren  Orter  der  Himmelskörper,  es  sei  denn  die 
tägliche  Fresnelsche  Aberration,  oder  Dopplers  rotatorische  Ab- 
lenkung, mit  Gewißheit  aus  den  Beobachtungen  abzuleiten.  Ich  brauche 
hier  bei  dieser  Frage,  die  v.  Oppolzer  ausführlich  diskutiert  hat,  nicht 
zu  verweilen. 

§  18.  Doppler  hat  in  seiner  Abhandlung  den  von  ihm  hervor- 
gehobenen Gnmdsatz  zu  vielen  Schlüssen  verwendet,  von  welchen  hier 
nur  noch  der  eine  erwähnt  werden  möge,  daß  ein  von  einem  Fixstern 
zu  uns  kommender  Lichtstrahl,  wenn  er  ganz  nahe  an  dem  Planeten 
Jupiter  vorbeistreicht,  von  dem  diesen  Körper  umgebenden  Atherwirbel 
mitgeführt  werden  müßte,  wodurch  eine  scheinbare  Verschiebung  des 
Sternes  entstehen  würde.  Li  der  Vorraussetzung,  daß  sich  der  Beobach- 
ter sowohl  wie  auch  der  Fixstern  in  der  Aquatorebene  des  Planeten 

Loronti,  WitMntohafllioho  Abhandlangen.  27 
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befindet,  und  indem  er  die  Höhe  des  Atherwirbels  zu  8500  geogr. 
Meilen  annimmt  (der  Radius  des  Planeten  ist  9500  geogr.  Meilen), 
schließt  Doppler  fär  einen  die  Oberfläche  streifenden  Lichtstrahl  auf 
eine  rotatorische  Ablenkung  von  2T\  Auch  hier  jedoch  hat  er  die 
Drehung  der  Wellen  an  der  Ghrenze  der  rotierenden  Äthermasse  über- 
sehen. In  Wirklichkeit  würden  noch  zwei  Richtungsänderungen,  die 
eine  beim  Eintritt  in  den  Wirbel,  die  andre  beim  Austritt,  stattfinden; 
diese  sind  von  gleicher  Ghröße  und  beide  von  entgegengesetzter  Rich- 
tung wie  Dopplers  rotatorische  Ablenkung.  Zusammengenommen 
würden  sie  in  dem  soeben  yorausgesetzten  Fall  10''  betragen,  so  dafi 
nur  eine  Ablenkung  von  17"  übrig  bliebe. 

Nimmt  man  für  die  Höhe  der  rotierenden  Atherhülle  einen  kleineren 
Wert  an,  so  tritt  die  Doppler  sehe  Ablenkung  immer  mehr  gegen  die 
Richtungsändenmgen  an  der  Ghrenzfläche  des  Wirbels  zurück. 

Ich  habe  den  Einfluß  der  Rotation  von  Jupiter  auf  den  schein- 
baren Ort  eines  benachbarten  Fixsterns  —  den  ich  mir  ebenso  wie  den 
Beobachter  in  der  Aquatorebene  des  Planeten  denke  —  auch  für  den 
Fall  berechnet,  daß  die  Bewegung  des  Äthers  nach  der  Formel 

co^fl^ (20) 

vor  sich  gehen  sollte  (§  15).  Der  ablenkende  Vektor  a'  (§  7)  ver- 
schwindet jetzt,  da  der  Lichtstrahl  den  Wirbel  wieder  verläßt,  und  von 
den  beiden  Drehungen  (12)  imd  (13)  bleibt  nur  die  erste  bestehen, 
weil  in  der  Aquatorebene  des  Planeten  0  =  0  ist.  Es  ist  femer  bei 
der  Annahme  (20) 

und  die  rotatorische  Ablenkung  besteht  also  darin  (§  8),  daß  jedes 
Element  des  Lichtstrahls  eine  Rotation 

um  die  Drehungsachse  des  Planeten  erleidet.     Das  Resultat  lautet  wie 

folgt:  Wenn  man  mit  n  die  scheinbare  EDtfemimg  des  Sternes  vom 

Mittelpunkte    des   Planeten,    dividiert   durch    den    scheinbaren  Radius 

dieses  letzteren,  bezeichnet,  dann  ist  die  scheinbare  Verschiebung  des 

Sternes 

2Sla 

oder,  wenn  man  für  den  Jupiterradius  a  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  die  numerischen  Werte  einsetzt. 


17 


// 


n» 
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Diese  Yerschiebnng  würde  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  yon 
Doppler  berechnete  haben  (mit  deren  oben  korrigiertem  Wert  sie 
zufälligerweise  für  n «  1  in  Ghroße  übereinstimmt);  sie  wäre  immer 
nach  Westen  gekehrt,  sowohl  wenn  der  Stern  rechts  als  auch  wenn 
er  links  von  Jupiter  steht.  Verschiebungen  von  einer  solchen  Größe 
müßten  sich  bei  Stembedeckungen  durch  Jupiter  zeigen.  Ich  habe 
indes  in  den  Messungen^  die  Struve^)  bei  einem  solchen  am  19.  Sep- 
tember 1903  stattgefundenen  Vorgang  gemacht  hat,  keine  Spur  von 
denselben  gefunden,  und  dürfen  wir  somit  schließen,  daß  in  der  Nähe 
von  Jupiter  eine  der  Formel  (20)  entsprechende  Ätherbewegung  nicht 
existiert.  Auch  eine  Mitführung  des  Äthers  nach  irgendeinem  anderen 
Gesetze  erscheint  nach  dem  Gesagten  sehr  unwahrscheinlich,  es  sei 
denn,  daß  man  der  mitrotierenden  Atherhülle  eine  so  geringe  Dicke 
zuschreiben  wollte,  daß  diese  Dicke,  von  der  Erde  aus  gesehen,  sich 
der  Beobachtung  entzöge. 

§  19.  Bei  Betrachtungen,  wie  denen  des  yorhergehenden  Para- 
graphen erhebt  sich  eine  Frage,  auf  die  noch  kurz  einzugehen  ich  mir 
erlaube. 

Denken  wir  uns  einen  unendlich  weit  entfernten  Lichtpunkt,  dessen 
Strahlen  uns  erreichen,  nachdem  sie  nahe  an  dem  Planeten  Jupiter 
vorbeigegangen  sind,  und  stellen  wir  uns  den  ringförmigen  Teil  einer 
von  diesem  Punkt  ausgegangenen  Wellenfront  W  vor,  der  in  die  den 
Planeten  umgebende  rotierende  Äthermasse  fällt.  Die  Geschwindig- 
keiten des  Äthers  in  den  verschiedenen  Punkten  dieses  Teils  sind  sehr 
ungleich,  und  es  wird  daher  von  einem  scharfen  Bilde  und  einer  be- 
stimmten Ablenkung  nur  dann  die  Rede  sein  können,  wenn  der  Teil  Wq 
der  Wellenfront,  von  welchem  die  im  Femrohr  zur  Beobachtung  kom- 
mende Lichtbewegung  herrührt,  im  Vergleich  mit  dem  Planeten  sehr 
klein  ist. 

Zu  einem  Urteil  über  die  Gb-öße  dieses  wirksamen  Teiles,  wie  man 
ihn  nennen  kann,  führt  nun  folgende  Erwägung.  Nach  dem  Huygens'- 
schen  Prinzip  kann  man  jeden  Punkt  der  WeUenfront  W  als  einen 
Lichtpunkt  betrachten,  der  in  der  Bildebene  des  Femrohrs  eine 
gewisse  Lichtverteilung,  eine  Diffiraktionsfigur  hervorruft,  und  zwar 
ist  diese  Figur,  von  den  lichtschwachen  Ringen  abgesehen,  ein  kleiner 
Kreis  mit  verwaschenem  Rande.  Die  in  Wirklichkeit  in  irgendeinem 
Punkte  der  Bildebene  bestehende  Lichtbewegung  ist  das  Resultat  der 
Interferenz  jener  übereinander  gelagerten  Diffraktionsfiguren.  Ist  nun 
die  Achse  des  Femrohrs  genau  auf  den  Stern  gerichtet,  so  sind  die 


^)  H.  Strnve,  Über  die  Bedeckung  des  Sternes  BD.  —  6^6191  durch  Ju- 
piter, Astr.  Nachrichten  154  (1903—1904),  p.  88. 
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XVI. 

Die  Fortpflanzmig  von  Wellen  und  Strahlen  in  einem  beliebigen 

nicht  absorbierenden  Hedinm. 

(1906). 


§  1.  In  den  beiden  letzten  Abhandlungen  ist  wiederholt  die  Fort- 
pflanzung der  Lichtwellen  mit  Hilfe  der  bekannten  Huygens^schen 
Konstruktion  untersucht  worden.  Hat  eine  Welle  zu  einer  bestimmten 
Zeit  t  die  Front  öy  dann  beschreibt  man  um  jeden  Punkt  dieser  Flache 
als  Zentrum  eine  dem  Zeitintervall  dt  entsprechende  Elementarwelle; 
die  einhüllende  Fläche  aller  Elementarwellen  liefert  uns  die  Wellen- 
front ^  für  die  Zeit  t  +  dt,  und  die  Lichtstrahlen,  d.  h.  die  Linien, 
welche  dazu  dienen  können,  die  seitliche  Begrenzung  eines  Lichtbündels 
anzugeben,  werden  durch  den  Satz  bestimmt,  daß  die  Linie,  welche 
den  Mittelpunkt  P  einer  Elementarwelle  mit  dem  Punkte  P"  yerbindet^ 
in  dem  sie  von  der  Fläche  tf^  berührt  wird,  ein  Element  eines  Strahls  ist. 

Die  theoretischen  Betrachtungen,  durch  welche  man  gewöhnlich 
zu  dieser  Konstruktion  und  zu  dem  letzteren  Satze  gelangt,  sind  in 
mancher  Hinsicht  unbefriedigend,  während  die  strenge  Theorie,  welche 
Kirchhoff  in  einer  bekannten  Abhandlung^)  entwickelt  hat,  auf  den  ein- 
fachen Fall  eines  homogenen  und  ruhenden,  isotropen  und  dispersions- 
freien Mittels  beschrankt  bleibt.  Es  erscheint  daher  angemessen,  hier 
eine  für  jedes  beliebige  Mittel  ohne  Absorption  geltende  Lösung  des 
Problems  mitzuteilen,  die  zwar  ziemlich  kompliziert  aussehende  mathe- 
matische Entwicklungen  erfordert,  aber  trotzdem  auf  sehr  einfachen 
Grundgedanken  beruht.  Es  wird  sich  die  volle  Berechtigung  der 
Huygens'schen  Konstruktion  und  der  daraus  gezogenen  Folgerungen 
ergeben,  freilich  nur,  wie  von  vornherein  zu  erwarten  war,  für  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  man  von  den  Difi&aktionserscheinungen  absehen  darf. 

Auf  die  Natur  der  Lichtschwingungen  und  auf  die  speziellen  Eigen- 
schaften des  Mediums  brauchen  wir  nicht  einzugehen.  Wir  können 
uns  mit  der  Annahme  begnügen,  daß  der  Zustand  in  jedem  vom  Licht 


^)  Kirchhoff,    Zur   Theorie   der  Lichtstrahlen,   Ann.    d.    Phys.   n.    Chem. 
18  (1888),  p.  668. 
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getroffenen  Pankte  dorch  eine  gerichtete  Größe^  die  wir  den  Lichtvektor 
nennen  wollen,  bestimmt  ist,  und  daß  die  Komponenten  £,  17,  £  ^^^ 
selben,  als  Funktionen  der  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z  und  der 
Zeit  i  aufgefaßt,  einem  System  von  drei  linearen  und  homogenen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  zu  genfigen  haben,  in  welchen  die  Koeffi- 
zienten von  der  Natur  des  Mediums  abhängen. 

§  2.  Wir  beschränken  uns  stets  auf  einfsiche  Schwingungen  nnd 
wollen  mit  dem  einfachen  Fall  von  ebenen  Wellen,  die  sich  in  einem 
homogenen  Medium  ausbreiten,  anfangen;  sämtliche  Koeffizienten  in 
den  Bewegungsgleichungen  sollen  also  konstant  sein. 

Zunächst  betrachten  wir  nun  eine  Losung  der  Differentialgleichungen, 
die  eine  Fortpflanzung  seitlich  unbegrenzter  Wellen  mit  konstanter 
Intensität  und  von  bestimmtem  Polarisationszustand  vorstellt.  Diese 
Lösung  lautet 

5==ae"('— '-/*y-y'),  ij=i>g,  5  =  ^5,     .    .    .     .     (1) 

wo  n,  a,  /},  7/,  a,  p,  g  konstante  Größen  sind.  Die  erste  derselben 
möge  eine  rein  imaginäre  Zahl  sein,  damit  wir,  wenn  wir  für  1,1;,^ 
nur  die  reellen  Teile  der  drei  Ausdrücke  nehmen,  die  bekanntlich  an  und 
für  sich  den  Differentialgleichungen  genügen,  Formeln  erhalten,  welche 
einer  Fortpflanzung  einfacher  Schwingungen  entsprechen.  Um  die  Be- 
deutung der  drei  Koeffizienten  a^  ß,  y,  die  wir  als  reeU  voraussetzen, 
zu  erkennen,  setzen  wir 

<^  =  T'  ß-v'  y-'v' (2) 

mit  der  Bedingung 

«'*  +  /S'«  +  /^  =  1 (3) 

Man  sieht  leicht,  daß  dann  cc',  ß\  y  die  Richtungskonstanten  der 
Wellennormale  sind  und  daß  t;  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
Wellen  bedeutet.  Femer  ist  der  Koeffizient  a,  der  ebenfalls  reell  sein 
möge,  die  Amplitude  der  parallel  zur  rr- Achse  stattfindenden  Schwin- 
gungen. Was  p  und  g  betrifft,  so  geben  diese  Größen,  wenn  sie  reell 
sind,  die  Amplituden  der  beiden  anderen  Schwingungskomponenten  im 
Verhältnis  zu  der  Amplitude  der  ersten  Komponente  an.  Sind  sie  aber, 
wie  es  in  gewissen  Fällen  vorkommt,  komplex,  dann  kann  man  aus 
ihren  Werten  nicht  nur  jene  Amplitudenverhältnisse,  sondern  außerdem 
die  Phasendifferenzen  zwischen  den  Komponenten  des  Lichtvektors 
ableiten. 

§  3.     Die  angenommenen  Ausdrücke  haben  die  Eigenschaft,  daß 
eine  Differentiation  derselben  nach  /,  Xj  y,  z  einer  Multiplikation  mit 
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»,  —  tia,  —  nßy  —  ny  äquivalent  ist.  Wir  erhalten  daher,  wenn  wir 
sie  in  die  Bewegungsgleichungen  einsetzen  und  mit  i,  eventuell  auch 
noch   mit  irgend  einer  Eonstante  dividieren,  Formeln  von  der  Gestalt 

fi+giP  +  hQ^-O, 

f,+9tP  +  hq^0A (4) 

/i  +  Ä'sJP  +  *»«  =  0, 

wo  die  Koeffizienten  /*,  g^  h  gewisse  ganze  rationale  Funktionen  von 
n,  a,  j8,  y  sind. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  nun  durch  Elimination  von  p  und  q 

fu  9u  K  [ 

f,f9,,h\-0 (5) 

fzy  99f  K 

Bei  gegebenem  n,  d.  h.  bei  gegebener  Schwingungsfrequenz,  ist  die 
links  stehende  Determinante  eine  Funktion  von  a,  /},  y^  die  wir  mit 
9(a,  ß,  y)  bezeichnen  wollen  und  die,  weil  das  Medium  nicht  absor- 
biert, nur  reell  oder  rein  imaginär  sein  kann.    Die  Gleichung  selbst  wird 

9(«,  /5,  y)=»0; (6) 

sie  setzt  uns  in  den  Stand,  für  jede  Richtung  der  Wellennormale  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  v  zu  berechnen. 

Ferner  können  wir  für  jedes  die  Bedingung  (6)  erfüllende  Wert- 
system von  a,  j3,  y  aus  (4)  die  mit  p  und  q  bezeichneten  Verhältnisse 
von  I,  77,  S  ableiten.  Um  das  Resultat  kurz  auszudrücken,  führen  wir 
die  den  Elementen  fiy  9ij\j  f%  usw.  entsprechenden  ünterdeterminanten 
von  9  ein,  indem  wir  setzen 

ä^=-P;,     gj=»i,    l^^^n    a^=^^2.«8w.      .     .     (7) 

Es  ist  sodann 

_  G,  _  G^       G^    X 

^-F^TrFA (8) 

^       F,       F,  ~  F/ ' 

Wir  bemerken  noch,  daß  sich  für  ein  doppeltbrechendes  Medium 
im  allgemeinen  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (8),  bei  gegebener  Rich- 
tung der  Wellennormale,  zwei  Wertsysteme  v,  p^  q  ergeben.  Im  fol- 
genden fassen  wir  immer  nur  eins  dieser  Systeme  ins  Auge,  wobei  wir 
uns  vorstellen,  daß  sich  bei  kontinuierlicher  Variation  von  «',  /f,  / 
auch  V,  Py  q  allmählich  ändern.  Abkürzungshalber  sagen  wir,  daß  bei 
gegebener  Richtung  der  Wellennormale  auch  v,  p,  q  bestimmt  sind. 

§  4.  So  weit  wurde  angenommen,  daß  die  Amplitude  a  im  ganzen 
Räume  denselben  Wert  hat.    Was  nun  ein  seitlich  b^egrenztes  Licht- 
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bOndel  betriflFt,  so  ist  zunächst  klar,  das  ein  solches  nie  ToUkommen 
scharf  abgeschnitten  sein  kann.  Wir  dürfen  nicht  etwa  annehmen,  daB 
die  Ausdrücke  (1)  mit  konstanten  a,  p,  q  im  Inneren  eines  gewissen 
Zylinders  gelten,  während  außerhalb  dieses  Raumes  an  aUen  Stellen 
gs-0,  17»  0,  {;>»0  wäre.  Dies  würde  nämlich  eine  Diskontinnitat 
involvieren,  die  in  Wirklichkeit  im  Inneren  des  Mediums  nicht  be- 
stehen kann. 

Wir  können  indes  untersuchen,  ob  vielleicht  imsere  Gleichungen 
eine  Lösung  zulassen^  in  der  die  Amplitude  a  an  der  zylindrischen 
Fläche  nicht  plötzlich,  sondern  allmählich  von  dem  konstanten  Wert^ 
den  sie  im  Inneren  des  Zyb'nders  hat,  auf  Null  herabsinkt.  Zur  Beant- 
wortung dieser  Frage  zeigen  wir,  daß  wirklich  unter  gewissen  Bedin- 
gungen  die  oben  für  §,  17,  S  aufgestellten  Ausdrücke,  auch  wenn  a  von 
den  Koordinaten  abhängt,  den  Bewegungsgleichungen  genügen  können. 
Dabei  wollen  wir  die  Änderungen  von  a  als  so  langsam  voraussetzen, 
daß  die  auf  einer  der  Wellenlänge  gleichen  Strecke  stattfindende 
Änderung  im  Vergleich  zu  a  selbst  sehr  klein  ist. 

Da,   wenn   w  =  in    gesetzt   wird,    die   Schwingungszeit    T  «=»  — ;- 

beträgt,   so  folgt   aus  den  Gleichungen  (2),   daß  na  von  der  Größen- 

Ordnung  -^j— ,   und   also  —    von  derselben    Größenordnung   wie    die 

Wellenlänge  ist.  Dasselbe  gut  von  — ^  und  — ,  und  unsere  Voraus- 
setzung involviert  daher,  daß  die  Größen 

1     da  1     da  1     da  .^. 

p-  usw (9) 


naa  dx  '  nßa  dx  '  '  '  '  ^   naa  dy 

sehr  klein  gegen  die  Einheit  sind.  Wir  wollen  in  den  weiteren  Ent- 
wicklungen die  Quadrate  und  Produkte  derselben  vernachlässigen. 

Übrigens  soll  auch  noch  von  anderen  Größen  angenommen  werden, 
daß  sie,  ebenso  wie  a,  „langsam  veränderlich'^  sind.  Damit  meinen 
wir  immer,  daß,  wenn  man  um  eine  Wellenlänge  fortschreitet,  die 
Änderung  im  Vergleich  zu  der  Größe  selbst  sehr  wenig  beträgt. 

§  5.  Wenn  man  nun  versucht,  den  Dififerentialgleichungen  durch 
die  Werte  (1)  mit  einem  variablen  a  zu  genügen,  so  wird  man  dazu 
geführt,    noch   eine   weitere  Änderung  mit   diesen  Ausdrücken  vorzn- 

nehmen.     Wir  wollen  uns   vorstellen,  daß  die  Verhältnisse  j  und   -j 

jetzt  etwas  von  den  oben  bestimmten  Werten  abweichen,  so  daß  wir 
sie  mit  p  -V  p'  und  q-\-  (^  bezeichnen  können,  wo  p  und  q  noch  immer 
die  Werte  (8)  haben.  Da  von  den  Zusatzgliedeni  p'  und  q'  nur  dann 
die  Rede  ist,  wenn  die  Amplitude  a  von  x,  y,  e  abhängt,  so  dürfen 
wir,  wegen  der  vorausgesetzten  langsamen  Veränderlichkeit  von  a  an- 
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nehmen^  daß  p'  und  g'  sehr  klein  gegen  p  und  q  sind^  und  zwar  dürfen 

wir,  wie   sich  in  unseren  Formeln  bestätigen  wird,  —  und  -    als  von 

gleicher  Größenordnung  wie  die  Zahlen  (9)  betrachten.  Was  die 
Größen  a,  /3,  y  anbelangt,  so  wollen  wir  uns  denken,  daß  bestimmte 
der  Gleichung  (6)  genügende  Werte  für  sie  festgelegt  werden.  Wir 
richten  also  unsere  Aufmerksamkeit  auf  Wellen  von  irgendeiner  be- 
stimmten Richtung  und  nehmen  speziell  für  diese  die  Frage  nach  der 
Möglichkeit  einer  seitlichen  Begrenzung  in  Angriff. 

§  6.     Wir  haben  jetzt  die  Werte 

l^ae-^'--'-?^-y*\    ^  =  (P  +  1>0S,    g^Cs  +  OS.    .(10) 

nach  der  Zeit  und  den  Koordinaten  zu  differenzieren.  Während  die 
Differentiation  nach  i  noch  immer  einer  Multiplikation  mit  n  äquivalent 
ist,  hat  man  nicht  mehr,  wie  früher, 


sondern 

dx 

-wag, 

as 

-nßi, 

(—  naa 

+  dx)' 

>n{t'-  ax- 

-flv-y) 

nnd  ebenso 

n 

'.   r-             M 

U^   ' 

^«^t 

dl 

/  1    da' 


(11) 


da 


(12) 


wo,  der  oben  gemachten  Annahme  zufolge,  in  den  eingeklammerten 
Ausdrücken  die  letzten  Glieder  sehr  klein  gegen  die  ersten  sind.  Wenn 
wir  nun  die  gefundenen  Differentialquotienten  ein  zweites  Mal  nach 
einer  der  Koordinaten  zu  differenzieren  haben,  können  wir  die  Größen 

^^  f    ö- »  ö-    als  konstant  betrachten.     Der  vollständiire  Ausdruck  für 

ox^    dy  ^   dz  ® 

^    ist    Z.    D. 

dx^ 

dx*  \         nadx)  dx"^  dx\a  dx)  '  ^ 

-l»'(«-.^l3"-'.g-9"+iSl'  •  ■('») 

Hier  können  wir  zunächst  das  Glied 


a«  \dx)  *' 


(d|is  sich  übrigens  bei  Entwicklung  der  Formel  gegen  ein  anderes  fort- 
heben würde)  vernachlässigen,  da  sich,  wenn  man  es  durch  das  Haupt- 
glied n'a'£  dividiert,  der  Quotient 


1       (day 
i«a«i«  \dx) 
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ergibt^  welcher  in  bezng  auf  die  Größen  (9)  von  der  zweiten  Ordnung 
ist.     Aber  auch  das  Glied 

:iä« (") 

in  (13)  brauchen  wir  nicht  zu  berücksichtigen.     Wir  dürfen  nämlich 

annehmen^  daß  ebenso  wie  a  selbst,  auch  die  Größe  x~  nur  langsam 

Yon  Punkt  zu  Punkt  yeränderlich  ist  (§  4),  und  daß  also  (14)    sehr 
klein  ist  gegen  den  Ausdruck 

nada  u 

dei  seinerseits  sehr  klein  ist  gegen  das  Hauptglied  n'a'^. 

Wir  können  nun  auch  das  letzte  Glied  in  der  Entwicklung  von 


\         nadx; 


in  (13)  fortlassen,  doch  wollen  wir  das  vorläufig  nicht  tun.     Es  kam 

rv 

uns   zunächst  nur  darauf  an,   zu  zeigen,   daß  man  das  Glied  mit  ^ 

in  der  Formel  (11)  nicht  aufs  Neue  zu  differenzieren  braucht.  Das- 
selbe gilt  natürlich  auch,  wenn  es  sich  um  eine  Differentiation  nach  y 
oder  z  handelt,  und  nicht  nur  von  dem  genannten  Gliede  in  (11),  son- 
dern auch  von  den  entsprechenden  Gliedern  in  (12).  In  dieser  Weise 
überzeugen  wir  uns  davon,  daß,  auch  wenn  sie  beliebig  wiederholt  wird, 
eine  Differentiation  nach  x,  y  oder  z  stets  einer  Multiplikation  mit 

—  w(a «     ,    —nxo 5—),  oder— n(y -5-) 

\         nadx/'  V        naoyl  v        na  dz/ 

äquivalent  ist,  ebenso  wie  sie  früher  in  einer  Multiplikation  mit  —  na^ 
—  nß  oder  —  ny  bestand. 

§  7.  Das  Gefundene  setzt  ims  in  den  Stand  anzugeben,  welche 
Gestalt  in  der  ersten  Bewegungsgleichung  die  von  |  abhängigen  Glieder 
annehmen.  In  §  3  fanden  wir  für  diese,  nach  der  dort  genannten 
Division,  eine  gewisse  Funktion  /i  von  «,  a,  ß,  y.  Jetzt  ergibt  sich 
die  entsprechende  Größe,  wenn  wir  in  f^  die  Größen  a,  ß,  y  durch 

\   da         ^         l  da  ^    l  da 

nadx*       "       nady'       '^       na  dz 

ersetzen,  d.  h.  wenn  wir  a,  ß,  y  sich  um 

1   da  1  da  1  da 

nadx'  na'dy'  na  dz 

ändern  lassen.  Da  nun  diese  Werte  als  unendlich  klein  betrachtet 
werden,  so  erhalten  wir  statt  /i 


'1       na\doc  dx  "^  dß  dy  "^  dy  dz)' 
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Mit  den  Gliedern  f^  und  f^  in  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen 
(4)  haben  wir  genau  so  zu  verfahren,  und  Ahnliches  gilt  auch  von 
denjenigen  Gliedern  in  den  Bewegungsgleichungen,  welche  Differential- 
quotienten von  ri  oder  §  enthalten.  Man  hat  nämlich  zu  beachten,  daß 
zwar  kein  Grund  besteht,  die  Größen  p  und  g'  in  (10)  für  konstant 
zu  halten,  daß  jedoch  auch  diese  Größen  als  langsam  veränderlich  gelten 
dürfen,  und  daß  somit,  da  sie  selbst  bereits  im  Vergleich  zu  p  und  q 
sehr  klein  sind,  von  ihren  Differentialquotienten  abgesehen  werden  darf. 
Indem  wir  nun  ferner,  was  die  Differentialquotienten  von  |  anbelangt, 
das  Obengesagte  beachten,  erhalten  wir  für  die  von  t]  abhängigen 
Glieder  in  der  ersten  Bewegungsgleichung  nach  der  genannten  Divi- 
sion, statt  des  früheren  Ausdrucks  g^pj 

l^^       na\dadx        oß  cy        dydz)]^^   '  ^^ 

Hier  dürfen  wir  nun  noch  die  Produkte  der  kleinen  Größe  p'  mit  den 
Differentialquotienten  von  a  vernachlässigen,  so  daß  das  Glied  g^^p  in 
(4)  durch 

9i^P-i-P)       naKdadx  ^  dßdy^  dy  dz)^ 

zu  ersetzen  ist. 

Die  Bedingung,  die  man  aus  der  ersten  der  drei  Bewegungs- 
gleichungen ableitet,  lautet  schließlich,  wenn  man  zur  Abkürzung  für 
irgendeine  von  cc,  /},  ^  abhängige  Größe  % 

naKdadx^  dßdy'^  dy  dz)       ^^ ^^     ....     yio) 
setzt, 

fi+9i{jP+P)  +  Kia  +  ff')  -  Wi)  -  {I>9x)p  -  (Dh,)q--0. 

Hier  können  wir  wegen  der  ersten  der  Formeln  (4)  die  Glieder 
/i  +  9iP  +  ^iff  fortlassen.  Indem  wir  nun  mit  den  beiden  anderen  Be- 
wegungsgleichungen in  derselben  Weise  verfahren,  finden  wir 


9iP  +K9-  {Dfi)  -  {D9,)p  -  {D\)q  =  0,  j 
g,p'  +  Ä,2'  -  {DQ  -  (Dg,)p  -  (Dh,)q  =  0, 

9»P  +  hi'  -  (ßU)  -  iI>ff>)P  -  {I>h,)q  =  0 . 


(16) 


§  8.     Soll  diesen  Gleichungen  durch  gewisse  Werte  der  noch  un- 
bekannten Größen  p'  und  q  genügt  werden,  so  müssen  die  Differential- 

O  ^  o 

quotienten  äj?  ö";  ^  die  Bedingungen  erfüllen,  die  man  durch  Eli- 
mination von  p'  und  q'  erhält.  Mit  Rücksicht  auf  (5)  führen  wir  die 
Elimination  in  der  Weise  aus,  daß  wir  die  Gleichungen  (16)  der  Reihe 
nach  mit  den  ünterdeterminanten  jP|,  F^,  jP,  multiplizieren  und  sie 
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dann  zueinander  addieren.  Indem  wir  dabei  ^  was  auf  Grund  Ton  (8) 
gestattet  ist,  in  der  ersten  Gleichung  pJ?\  und  ql\  durch  G^  und  -ff^, 
in  der  zweiten  pF^  und  qF^  durch  G^  und  H^^  und  endlich  in  der 
dritten  pF^  und  qF^  durch  6?,  und  H^  ersetzen,  und  (15)  berücksich- 

tigen,  finden  wir  für  den  Koeffizienten  von  ö~  in  der  resultierenden 

Gleichung 

wofür  sich,  wegen  der  in  (7)  angegebenen  Bedeutung  von  jP,,  jP,,  JFj, 
Gl  usw.  schreiben  läßt 

na  da 

Die  Koeffizienten  von  ö—  >  ö-    nehmen  ähnliche  Formen    an   und 

dy  '   de 

die  gesuchte  Bedingung  wird  schließlich 

|?|^+t^?:^  +  1^1^  =  0 (17) 

docdx       cß  cy       oy  dz  ^     ^ 

Sobald  sie  erfüllt  ist,  kann  man  p  und  q  aus  (16)  berechnen,  und 
haben  wir  also  wirklich  aus  unseren  Ansätzen  eine  Lösung  der  Be- 
wegungsgleichungen abgeleitet. 

§  9.  Um  die  Bedeutung  des  Resultates  zu  verstehen,  bemerken 
wir,  daß  bei  festgesetzten  a,  ß,  y  die  DiflFerentialquotienten  —  ,   —^ 

r.^  ganz  bestimmte  Werte  haben.     Führen  wir  nun  eine  gerade  Linie  s 

ein,  deren  Richtungskonstanten  sich  wie  diese  Differentialquotienten 
verhalten,  so  drückt  die  Gleichung  (17)  aus,  daß  sich  die  Amplitude  a 
längs  einer  Linie  von  der  Richtung  s  nicht  ändert. 

Im  übrigen  bleiben  die  Änderungen,  welche  sie  von  Punkt  zu 
Punkt  erleidet,  völlig  unbestimmt.  Wir  können  z.  B.  in  den  verschie- 
denen Punkten  einer  Ebene  mit  der  Gleichimg 

ax  +  ßy  +  y^^C (18) 

ganz  beliebige  Werte  für  sie  annehmen,  vorausgesetzt  nur,  daß  wir 
nicht  mit  der  Bedingung  der  langsamen  Veränderlichkeit  in  Wider- 
spruch geraten;  in  allen  anderen  Punkten  des  Raumes  ergibt  sich  dann 
der  Wert  von  a  aus  dem  soeben  Gefundenen,  und  wir  können  somit 
sagen,  daß  sich  auf  jeder  zu  s  parallelen  Linie  die  Schwingungen  mit 
konstant  bleibender  Amplitude  fortpflanzen. 
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Wir  wollen  uns^  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Angen  zu  haben^ 
in  der  Ebene  (18)  zwei  geschlossene  Linien  l  und  V  vorstellen,  deren 
zweite  die  erste  umgibt,  so  daß  zwischen  beiden  ein  ringförmiger  Teil  R 
der  Ebene  liegt.  Die  Breite  dieses  Teils  sei  sehr  groß  im  Vergleich 
mit  der  Wellenlänge  und  zu  gleicher  Zeit  klein  gegen  die  Dimensionen 
der  durch  l  begrenzten  inneren  Fläche  E.  Wir  wollen  annehmen,  daß 
die  Amplitude  a  in  dieser  letzteren  überall  einen  gewissen  konstanten 
Wert  ÜQ  hat,  daß  sie  aber  außerhalb  V  Null  ist  imd  in  dem  Ringe  B 
allmählich  von  a^  in  Null  übergeht.  Unsere  die  Amplitude  betreffen- 
den Voraussetzungen  sind  dann  erfüllt  und,  wenn  Z  und  Z"  zwei  Zy- 
linder sind,  deren  erzeugende  Linien  die  oben  bestimmte  Richtung  s 
haben,  und  deren  Gbimdlinien  l  bzw.  V  sind,  so  können  wir  schließen, 
daß  die  Licbtbewegung  im  Inneren  von  Z  eine  konstante,  durch  a^ 
bestimmte  Intensität  J^  hat,  daß  es  außerhalb  Z'  gar  kein  Licht  gibt, 
und  daß  in  dem  Zwischenraum  die  Intensität  stetig  von  Jq  in  Null  über- 
geht. Wegen  der  Kleinheit  der  Wellenlänge  kann  nun  die  Breite  des 
Ringes  B  in  manchen  Fällen  so  klein  im  Vergleich  zu  den  Dimen- 
sionen unserer  Apparate  oder  sonstiger  Gegenstände  genommen  werden, 
daß  man  in  erster  Annäherung  von  der  Übergangsschicht  zwischen  Z 
und  Z  absehen  und  von  einem  scharf  begrenzten  Lichtbündel  sprechen 
kann.  Wir  fügen  noch  hinzu,  daß  in  jedem  einzelnen  Fall  die  aus 
(16)  abgeleiteten  Werte  von  p  und  q'  dazu  würden  dienen  können, 
die  Lichtbewegung  in  der  Übergangsschicht  genauer  zu  untersuchen. 
Innerhalb  des  Zylinders  Z  ist  2>'  «  0 ,  ^'  =  0 .  Hier  bestehen  zwischen 
den  Werten  von  |,  i^,  g  die  für  ein  seitlich  unbegrenztes  Bündel  ge- 
fundenen Verhältnisse  (8). 

§  10.  Nachdem  wir  hiermit  die  Richtung  der  Lichtstrahlen 
durch  die  Linie  s  bestimmt  haben,  ist  noch  zu  untersuchen,  wie  sie 
mit  der  Richtung  der  Wellen  zusammenhängt.  Zu  diesem  Zwecke  ent- 
nehmen wir  zunächst  den  Gleichungen  (1),  daß  bei  seitlich  unbegrenz- 
ten Wellen  die  Schwingungsphase,  die  in  einem  bestimmten  Augenblick 
in  der  durch  den  Eoordinatenursprung  gehenden  Ebene 

ax  +  ßy  +  yZ'^O (19) 

besteht,  sich  nach  einer  Zeiteinheit  in  der  Ebene  mit  der  Gleichung 

ax  +  ßy  +  yz^l (20) 

befindet.  Wir  wollen  dies  dadurch  ausdrücken,  daß  wir  sagen,  die 
Wellenfront  (19)  habe  sich  in  der  Zeiteinheit  bis  in  die  Lage  (20) 
fortgepflanzt. 

Wenn  wir  nun,  bei  festgehaltenem  n,  für  a,  /J,  y  der  Reihe  nach 
alle  mit  der  Gleichung  (6)  verträglichen  Werte  nehmen,  so  repriLsen- 
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tiert  (19)  alle  durch  0  in  verschiedenen  Richtungen  gelegten  ebenen 
Wellenfronten  und  (20j  die  Ebenen^  bis  zu  welchen  diese  sich  in  der 
Zeiteinheit  fortgepflanzt  haben.  Die  einhüllende  Fläche  aller  dieser 
Ebenen  ist  die  sogenannte ,  um  0  als  Mittelpunkt  gelegte  Welle n- 
fläche,  und  nach  der  Hu  jgens'schen  Konstruktion  wird  nun  die  Rich- 
tung des  zu  einer  bestimmten  Wellenfront  gehörenden  Lichtstrahls 
durch  die  Linie  gegeben,  welche  0  mit  demjenigen  Punkt  S  verbindet, 
in  welchem  die  Wellenfläche  von  der  betrachteten  Wellenfront  in  ihrer 
neuen  durch  (20)  bestimmten  Lage  berührt  wird. 

Zu  demselben  Schluß  führt  nun  auch  sofort  die  hier  entwickelte 
Theorie.  Aus  der  Gleichung  (20)  ersieht  man  nämlich,  daß  die  Koeffi- 
zienten a,  ß,  y  die  reziproken  Werte  der  durch  die  Ebene  von  den 
Koordinatenachsen  abgeschnittenen  Stücke  sind;  a,  ß,  y  sind  also  das, 
was  man  gewöhnlich  die  Koordinaten  der  Ebene  nennt,  und  die 
Formel  (6),  die  eine  für  alle  Berührungsebenen  der  Wellenfläche  gel* 
tende  Beziehang  ausdrückt,  ist  die  Gleichung  dieser  Fläche  in  Ebenen- 
koordinaten. Nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie 
sind  daher  die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  S  den  Differential- 
quotienten 

d<p      d(p      dtp 

da'    dß'    d^ 

proportional.  Folglich  hat  05  die  Richtung  der  in  §  9  eingeführten 
Linie  s. 

§  11.  Wir  wollen  auch  noch  die  Fortpflanzung  gekrümmter 
Wellenfronten  imtersuchen,  wobei  wir  indes  die  Annahme  machen^  daß 
die  Krümmungsradien  derselben  sehr  groß  gegen  die  Wellenlänge  k 
sind.  Einen  für  diesen  Fall  passenden  Ansatz  erhalten  wir^  wenn  wir 
die  Exponentialgröße 

durch 

c  =  ^''['-/(*,y,*)] (21) 

ersetzen,  wo  %  eine  Funktion  der  Koordinaten  ist,  die  wir  alsbald  noch 
etwas  näher  bestimmen  werden.  Die  Gleichung  einer  Wellenfront,  d.  h. 
einer  Fläche,  in  der  überall  eine  bestimmte  Phase  besteht,  hat  dann 
die  Form 

x{x,y,z)^C (22) 

und  man  erhält  die  sukzessiven  Wellenfronteii ,  wenn  man  die  Kon- 
stante C  sich  allmählich  ändern  läßt. 

Es  sind  nun  zunächst  die  Größen  zu  betrachten,  die  aus  (21)  durch 
wiederholte  Differentiation  nach  den  Koordinaten  entstehen.  Bei  ein- 
maliger Differentiation  ergibt  sich 
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d(o  dz  da  d%  da  d%  /oo\ 

üx  ex     ^    cy  dy     ^    dz  dz  ^     ^ 

und  hieraus  folgt,  da  k^,  ^,  ^  von  der  Größenordnung 

CO 

~X 

sind,  daß  ■J'-  ^  ^ ,  ^  von  der  Ordnung  -  y^  sein  müssen. 

Wir  untersuchen  jetzt,  wie  sich  die  Richtungskonstanten  der  Nor- 
male vom  einen  Punkt  der  Fläche  (22)  zum  andern  ändern.  Sind  die 
Krümmungsradien  von  der  Ordnung  p,  dann  sind  die  Änderungen  der 
Richtungskonstanten,  wenn  man  ein  Linienelement  ds  durchläuft,  von 

der  Größenordnung  — .    Anderseits  folgt  aus  den  Werten  der  Richtungs- 

konstanten,  nämlich 

dx 


usw.. 


daß  ihre  soeben  genannten  Änderungen  von  der  Größenordnung 


Kds 

X 

sind,  wenn  man  mit  %'  einen  der  ersten  imd  mit  %"  änen  der  zweiten 
Differentialquotienten  von  %  bezeichnet  Wenden  wir  nun  das  Zeichen 
(=)  an,  um  die  Gleichheit  der  Größenordnung  auszudrücken,  so  finden  wir 

und  x' ^(r=')  —  x  '     Dies  zeigte  da  -    ein   sehr  kleiner  Bruch  ist,   daß 

die  ersten  Differentialquotienten  von  ^x  langsam  veränderliche  Größen 
in  dem  in  §  4  angegebenen  Sinne  sind.  Dagegen  ist  die  Funktion  g> 
selbst  rasch  veränderlich,  da  für  ihre  ersten  Differentialquotienten  o'  gilt 

Wir  dürfen  annehmen,  daß  auch  die  Krümmungsradien  und,  wenn  man 
sie  als  Funktionen  der  Koordinaten  auffaßt,  ihre  sämtlichen  Abgeleite- 
ten langsam  veränderlich  sind.  Dieselbe  Eigenschaft  haben  daher  auch 
nicht  nur  die  ersten,  sondern  auch  die  zweiten  und  alle  höheren  Diffe- 
rentialquotienten von  X' 

§  12.     Es  ist  nun  zu  beachten,  daß  man,  wenn  man  die  Ghrößen 
(23)  beliebig  oft  nach  x,  y  oder  z  differenziert,  und  dabei  immer  wieder 

^,  ^,  g—  durch  die  Werte  (23)  ersetzt.  Ausdrücke  erhält,  in  wel- 
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chen  der  Faktor  o  stets  mit  langsam  yeranderlichen  Großen  multipli- 
ziert ist.  Bei  jeder  neuen  Differentiation  wird  nun  das  Glied,  das  aus 
der  Differentiation  des  Faktors  o  hervorgeht^  viel  größer  sein  als  der 
Anteil,  den  man  wegen  der  Veränderlichkeit  des  mit  o  multiplizierten 
Faktors  erhält.  Wir  gelangen  deshalb  zu  angenäherten  Lösungen 
unseres  Problems,  wenn  wir  uns^  was  die  Differentiation  der  langsam 
veränderlichen  Größen  betrifft,  mehr  oder  weniger  beschnlnken. 

Auch  die  Amplituden,  mit  welchen  wir  (21)  zu  multiplizieren 
haben,  um  die  Werte  von  |,  17,  g  zu  erhalten^  sind  langsam  veiunder- 
liche  Größen.  Insofern  die  Änderung  derselben  mit  der  seitlichen  Be- 
grenzung eines  Lichtbündels  zusammenhangt,  folgt  dies  aus  der  früheren 
Annahme,  die  wir  auch  jetzt  aufrecht  erhalten  wollen,  daß  an  der 
Grenze  des  Bündels  die  Litensität  nicht  plötzlich,  sondern  in  einer 
Übergangsschicht,  deren  Dicke  sehr  viele  Wellenlängen  beträgt,  auf 
Null  herabsinkt.  Aber  auch  die  Änderung  der  Amplitude,  die  bei  der 
jetzt  gemachten  Voraussetzung  dadurch  bedingt  wird,  daß  bei  der  Fort- 
pflanzung einer  Wellenfront  die  Lichtbewegung  sich  über  einen  größeren 
Flächenraum  verbreitet  oder  in  einen  kleineren  zusammengedrängt  wird, 
dürfen  wir  wegen  unserer  Voraussetzung  in  bezug  auf  die  Krümmungs- 
radien als  langsam  betrachten.  Die  Formeln,  die  wir  für  diese  Änderung 
finden  werden,  werden  dies  bestätigen. 

§  13.  Wenn  wir  gänzlich  von  der  Veränderlichkeit  der  langsam 
veränderlichen  Größen  absehen,  dürfen  wir  in  den  Formeln 

g  =  ae«t'-^('»y'')^     rj=^Pi,     t^Q^y  (24) 

die  wir  jetzt  an  die  Stelle  von  (1)  treten  lassen,  a,  p  und  q  als  kon- 
stant betrachten  und  die  Differentiationen  nach  x,  y,  z  durch  Multipli- 
kation mit  —nj^,      — w^^,     —  nJ^   ersetzen.     Indem  wir  zur  Ab- 

dx'  dy'  dz 


kürzung 


setzen,  kommen  wir  dann  wieder  genau  zu  den  früheren  in  §  3  ab- 
geleiteten Formeln  zurück.  Die  Werte  von  a,  ß,  y  müssen  der  Be- 
dingung (6)  genügen  und  die  Verhältniszahlen  p  und  q  sind  den  Glei- 
chungen (8)  zu  entnehmen. 

Es  braucht  wohl  kaum  gesagt  zu  werden,  daß  das  hier  Gesagte 
darauf  hinausläuft,  daß  ein  Stück  einer  Welle,  so  klein,  daß  es  als 
eben  betrachtet  werden  kann,  sich  nach  dem  für  eine  ebene  Welle  von 
der  betreffenden  Richtung  geltenden  Gesetz  fortpflanzt. 

Wenn  man  in  die  Gleichung  (6)  ftlr  a,  /3,  y  die  Werte  (25)  ein- 
setzt, so  verwandelt  sie  sich  in  eine  Differentialgleichung,  durch  welche 
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die  Funktion  %  und  also  die  Gestalt  der  Wellenfronten  näher  bestimmt 
wird.  Es  geschielit  dies  in  der  Weise^  daß  aus  einer  beliebig  angenom- 
menen Lage  der  Wellenfront  die  sukzessiven  weiteren  Lagen  abgeleitet 
werden  können. 

Wir  können  nämlich  auch  jetzt,  da  unter  a,  ß,  y  die  Größen  (25) 
zu  verstehen  sind,  die  Formeln  (2)  und  (3)  benutzen.  Offenbar  sind 
dann  a  ^  ß\  y  die  Richtungskonstanten  der  Wellennormale.  Für  jede 
Richtung  dieser  letzteren  liefert  die  Gleichung  (6),  nachdem  man  in  ihr 
die  Substitution  (2)  gemacht  hat,  einen  bestimmten  Wert  von  v  und 
dieser  Wert  ist  eben  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  welche  einer 
ebenen  Welle  mit  der  Normale  (a',  ß\  y)  zukommen  würde. 

Aus  den  Gleichungen  (24)  ersieht  man  nun  sofort,  daß  die  Phase, 
welche  zur  Zeit  t  in  einer  Wellenfront  6  mit  der  Gleichung 

xix,y,g)^C (26) 

besteht,  zur  Zeit  t  -\-  dt  in  einer  Fläche  ö'  mit  der  Gleichung 

Zix',y',/)^C  +  dt (27) 

angetroffen  wird.  Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  von  tf,  und  Q  der 
Punkt,  in  welchem  die  in  P  gezogene  Normale  der  ersten  Fläche 
die  zweite  Fläche  schneidet.  Wir  bezeichnen  mit  x,  y,  z  die  Koordi- 
naten von  P,  mit  ds  die  Länge  PQ  und  also  mit 

X  ^x  +  adSj    y  ^y  +  ß'ds,    z'  =  z  +  yds 

die  Koordinaten  von  Q.  Da  nun  diese  Werte  der  Gleichung  (27)  zu 
genügen  haben,  so  ist 

und  folglich,  wenn  man  (26),  (25),  (2)  und  (3)  berücksichtigt, 

ds  =  vdt. 

Aus  der  Lage  6  der  Wellenfront  erhält  man  also  die  der  Zeit  t  +  dt 
entsprechende  neue  Lage  6'  dadurch,  daß  man  von  jedem  Punkt  von 
6  aus  die  Normale  zieht,  und  auf  jeder  Normale  ein  Stück  von  der 
Länge  vdt  abschneidet,  wobei  sich  v  wegen  der  Richtungs Veränderung 
der  Normale  von  Punkt  zu  Punkt  ändern  kann.  Daß  nun  diese  Kon- 
struktion im  Grunde  mit  der  Huygens'schen  übereinstimmt,  wird  man 
leicht  sehen. 

§  14.  Wir  wollen  jetzt  den  Einfluß  der  Wellenkrümmung  näher 
untersuchen  und  zu  gleicher  Zeit  der  Veränderlichkeit  der  Amplituden 
Rechnung  tragen.     Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 

5-ae-t'-Jr('.r.')i,  i,-(p+i,')5,     S-(?  +  3')6,  (28) 

Lorants,  WitMuchAftliob«  Abbftndlongtn.  28 
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wobei  wir  unter  %  eine  der  Differentialgleichung  (6)  genügende  Funk- 
tion verstehen  wollen^  so  daß  wir  noch  immer  auf  die  im  letzten  Para- 
graphen angegebene  Weise  die  eine  Lage  einer  Wellenfront  aus  der 
anderen  ableiten  können.  Unter  p  und  q  verstehen  wir  die  durch  die 
Gleichungen  (4)  bestinmiten  Werte  (8);  in  den  darin  vorkommenden 
Unterdeterminanten  haben  wir^  ebenso  wie  in  der  Determinante  q>  selbst^ 
für  a,  ß,  y  die  Werte  (25)  zu  setzen. 

Wenn  wir  nun  die  Ausdrücke  (28)  nach  Xy  y,  z  differenzieren,  wie 
es  geschehen  muß,  wenn  wir  sie  in  die  Bewegungsgleichungen  ein- 
führen, so  können  wir  aus  dem  in  §  7  angegebenen  Grunde  p'  und  q 
als  konstant  behandeln  und  uns,  was  die  Amplitude  a  betrifft,  mit  der 
früher  motivierten  Beschrankung  auf  die  ersten  Potenzen  ihrer  ersten 
Differentialquotienten  begnügen.  Es  treten  jetzt  aber  noch  neue  Glieder 
auf,  die  sich  bei  der  Differentiation  von  p  und  q  in  den  Ausdrücken 
(28)  und  von 

ergeben.    Ebenso  wie  a  sollen  nämlich  auch  die  langsam  veränderlichen 
Faktoren  a— ,  ^,  ö^  in  den  Gleichungen   (23)  nicht   mehr  als  kon- 
stant betrachtet  werden.     Indes  wollen  wir  diese  Faktoren,  die  auch  in 
p  und  q  auftreten,  da  die  letzteren  Größen  nach  (8)  von  a,  ßy  y  ab- 
hangen, nur  einmal  nach  den  Koordinaten  differenzieren,  da^  wie  wir 
sahen,  jede  weitere  Differentiation  zu  Gliedern  führen  würde,  die  im 
Vergleich  mit  den  Hauptgliedem,   in  welchen  jedesmal  nur  m  selM 
differenziert  ist,  so   klein  sind,  daß  sie  vernachlässigt  werden   dürfen. 
Die  höchsten  in  den  Endgleichungen  vorkommenden  Differentialquot^n- 
ten  von  %  sind  also  von  der  zweiten  Ordnung,  und  zwar  gilt  dies,  gleichviel 
welcher  Ordnung  die  ursprünglichen  Differentialgleichungen  sein  mögen. 
Überdies  werden  wir  alle  Glieder  fortlassen,  in  welchen  diese  mit 

der  Krümmung   der  Wellen   zusammenhängenden  Größen    0,  g^ 
usw.  mit  den  kleinen  Größen 

d  OL     do>      do>       /      0 
fx'  dy^  Wz'  ^'  ^ 
multipliziert  sind. 

§  15.  Man  sieht  nun  leicht,  daß  schließlich  in  den  drei  aas  den 
Bewegungsgleichungen  hervorgehenden  Formeln  alle  Glieder  |  ab  Fakkv 
enthalten,  so  daß  diese  Größe  bei  der  in  §  3  genannten  Division  herans- 
fällt,  und  femer,  daß  dreierlei  Glieder  entstehen. 

1.  Diejenigen,  zu  welchen  man  gelangt,  wenn  man  alle  laogstm 
veränderlichen  Größen  als  konstant  behandelt  und  von  p'  und  q  in 
(28)  absieht.  Diese  Glieder  fallen  fort,  weil  die  Ausdrücke  (24)  unter 
den  in  §  13  gemachten  Annahmen  den  Bewegungs^leichungen  genfigo. 
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2.  Die  Glieder  mit  p'  und  q, 

3.  Die  Glieder  mit  x— ,  ö-  ,  ^ ,  nämlich  die  Größen  —  (D/i)  usw. 

in  den  Gleichungen  (16). 

4.  Die  Glieder  mit  den  zweiten  Differentialquotienten  Ton  %y  die 
außerdem  noch  a^  ß,  y  und  zwar  in  sehr  verschiedener  Weise  enthalten 
können. 

Indem  wir  diese  letzteren  Glieder  in  die  Bezeichnungen  Ä^,  Ä^,  A^ 
zusammenfassen ;  nehmen  die  definitiven  Formeln  folgende  Gestalt  an: 


A  +9d?'  +  fH9'-  iPft)  -  (I>9*)P  -  (Dhh  =-  0, 
A  +  9>P'  +  Asff'  -  (DQ  -  (Dg,)p  -  (DA,)?  -  0 . 


(29) 


Wir  können  nun  femer  genau  so  wie  in  §  8  verfahren.  Bei  Mul- 
tiplikation mit  F^,  F^y  Fq  und  nachheriger  Addition  erhalten  wir  statt 
der  Formel  (17) 

sobald  dieser  genügt  ist^  können  p   und  q'  aus  (29)  berechnet  werden. 

§  16.  Um  die  Bedeutung  von  (30)  zu  erklaren,  fassen  wir  einen 
bestimmten  Punkt  P  der  Fläche  6  ins  Auge,  mit  welcher  eine  Wellen- 
front zur  Zeit  t  zusammenfallt,  leiten  aus  dieser  mittels  der  Konstruk- 
tion von  Elementarwellen  die  der  Zeit  t  +  dt  entsprechende  Wellen- 
front ö'  ab  und  nennen  P'  den  Punkt,  in  welchem  dieselbe  die  um  P 
beschriebene  Elementarwelle  berührt.  Wiederholen  wir  dieselbe  Kon- 
struktion für  weitere  unendlich  kleine  Zeiten  und  verbinden  wir  P  mit 
P\  P'  mit  dem  Punkte  P",  in  dem  die  um  P'  beschriebene  Elementar- 
welle von  der  Wellenfront  in  ihrer  dritten  Lage  berührt  wird,  usw., 
dann  erhalten  wir  eine  gewisse  Linie  Sy  von  der  wir  in  einem  folgen- 
den Paragraphen  zeigen  werden,  daß  sie,  wegen  der  Homogenitat  des 
Mittels,  eine  (Gerade  ist.  Es  ist  klar,  daß  sich  durch  jeden  Punkt  von  6 
eine  derartige  Linie  s  ziehen  laßt;  wir  wollen  sie  als  Strahl  bezeichnen, 
mit  dem  Vorbehalt,  diesen  Namen  alsbald  zu  rechtfertigen. 

Die  Richtung  des  Strahlelementes  PP'  wird  nur  unendlich  wenig 

geändert,  wenn  man  P'  durch  den  Punkt  ersetzt,  in  welchem  die  um 

P  beschriebene  Elementarwelle  nicht  durch  die  Wellenfront  tf',  sondern 

durch  eine  Ebene  berührt  wird,  welche  der  Wellenfront  tf  in  P  parallel 

läuft  und  deren  Normale  also  die  Richtungskonstanten  a',  ß'y  y   hat 

IQeidet  man   die  Konstruktion,   welche   uns   das    Strahlelement   PP' 

liefert,  auf  diese  Weise  ein,  so  ist  sie  dieselbe  Konstruktion,  nur  in 

verkleinertem  Maßstab,  die  uns  früher  (§  10)  den  Strahl  OB  geliefert 

28* 
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hat.  Bei  dieser  letzteren  waren  die  Koordinaten  von  S  den  Differential- 
quotienten  t''^ ,  .^,  ^^  proportional.  Sie  hatten  also,  da  S  anch  in 
der  Ebene  »'20;  lag,  die  Werte 

1  Ctf  1  ^9  1  Cff 

^^Nca'      ^^ytß'       ^^Ä'ry' 
wo 

Ca        *^  Cß         '  CJ 

ist  Bezeichnet  man  nun  die  Länge  von  OS,  die  sogenannte  Ge- 
schwindigkeit des  Strahls  mit  u,  so  sind  die  Richtungskonstanten 
von  OÄ,  und  also  auch  diejenigen  des  Elementes  PP'  =»  rfs  in  der  jetzt 
benutzten  Figur 

ff  1       dfp  Qff  1       ^<P  *r  1       ^V 

Die  linke  Seite  von  (30)  betragt  somit 

■»T     /   "^^    1    /»ff da    .      ffda\        -*r    da 

-^«»r  dx  +  P  dy+y  37)  = -^«a,' 

und  es  wird 

^^^~-;^{I,A,+F,A,  +  F,A,)a,     ....     (32) 

eine  Gleichung,  durch  welche  die  Art  und  Weise,  wie  sich  die  Ampli- 
tude auf  einem  Strahl  s  von  Punkt  zu  Punkt  ändert,  bestimmt  wird. 
Hat  man  die  aufeinanderfolgenden  Wellenfronten  und  den  Lauf  eines 
Strahls  nach  der  Huy gen s' sehen  Konstruktion  ermittelt  und  durch 
Ausführung  aller  im  obigen  angegebenen  Berechnungen  F^,  J'j,  jP,, 
A^y  A^,  A^,  X  und  u  gefunden,  so  kennt  man  in  jedem  Punkte  des 
Strahlas  die  Größe 

^-^(F,A,  +  F,A,  +  F,A,). 

Wir  können  diese  daher  mit  if(s)  bezeichnen,  wenn  s  die  von  einem 
I'unkte  P  der  ursprünglichen  Wellenfront  ab  gemessene  Strahllänge 
ist,  und  haben  dann 


d$ 


a  «-=  UqC 


Hier  ist  a^  die  Amplitude  im  Punkte  P. 

Wir  erinnern  daran,  daß  von  dieser  Änderung  von  a  längs  eines 
Strahls  nur  dann  die  Rede  ist,  wenn  die  Wellenfronten  gekrümmt  sind. 
Bei   ebenen  Wellen  hat  man   -4^  =  0,  -4,  =  0,  -^^  =  0  und  in  jedem 


Punkt  des  Strahls  a  »  a^. 
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§  17.  Bei  den  gekrümmten  Wellen  bleiben  nun  wieder,  ebenso 
wie  bei  den  früheren  Planwellen,  die  Änderungen  der  Amplitude  a  in 
der  Wellenfront,  stets  vorausgesetzt,  daß  diese  Änderungen  langsame 
seien,  völlig  unbestimmt.  Insofern  nun,  ganz  abgesehen  von  der  In- 
tensität der  Gleichgewichtsstörung  in  den  anderen  Punkten  von  ö,  der 
Wert  von  a^  in  P  die  Amplitude  in  den  weiteren  Punkten  des  durch 
P  gehenden  Strahls  bestimmt,  kann  man  füglich  von  einer  dieser  Linie 
entlang  stattfindenden  Fortpflanzung  sprechen.  Daß  femer  eine  Flache, 
deren  erzeugende  Linien  Strahlen  sind,  in  genau  demselben  Sinne  wie 
der  früher  (§  9)  betrachtet«  Zylinder  Z  die  seitliche  Begrenzung  eines 
Bündels  bilden  kann,  braucht  nicht  weiter  erklart  zu  werden.  Damit 
hat  die  Benennung  „Strahl''  für  die  Linie  s  ihre  Rechtfertigung 
gefunden. 

§  18.  Wir  haben  jetzt  noch  zu  zeigen,  daß,  wie  bereits  gesagt 
wurde,  in  einem  homogenen  Mittel  die  Strahlen  immer,  auch  bei  irgend- 
wie gekrümmten  Wellenfronten,  gerade  Linien  sind.  Zu  diesem  Zwecke 
bemerke  ich,  daß  zu  jeder  gegebenen  Richtung  der  Wellennormale  eine 
bestimmte  Richtung  und  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  u  des  Strahls 
gehören,  und  daß  man  (vgl.  §  16)  von  einer  Wellenfront  6  zu  der 
benachbarten  ö'  dadui*ch  übergehen  kann,  daß  man  von  jedem  Punkte 
P  von  ö  aus  eine  Linie  in  der  der  Wellennormale  in  P  entsprechenden 
Strahlrichtung  zieht  und  von  dieser  ein  unendlich  kleines  Stück 
PP'  =  udt  abschneidet.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  P'  ist  dann 
die  neue  Wellenfront. 

Sind  X,  y,  z  die  Koordinaten  von  P,  so  werden  nach  den  in  §  16 
angeführten  Formeln  die  Koordinaten  von  P'   durch   die  Gleichungen 

bestimmt. 

£s  sei  nun  Q  ein  beliebiger  in  unendlich  kleiner  Entfernung  von 
P  liegender  Punkt  der  Fläche  tf,  und  Q'  der  Punkt,  wo  ö'  von  dem 
durch  Q  gehenden  Strahl  geschnitten  wird.  Bezeichnen  wir  die 
Änderungen,  welche  verschiedene  Größen  bei  dem  Übergange  von  P,  P' 
nach  Q,  Q'  erleiden,  mit  einem  vorgesetzten  d,  so  ist  nach  den  vorher- 
gehenden Formeln 

dx  =  d.  +  d(l  |j)rf<,    dy'  =  dy  +  d{-^  ||)d^ 


d/=.dz  +  d(j^l^dt. 


Daß  nun  das  folgende  Element  P'P"  des  Strahls  dieselbe  Richtung 
wie  PP'  hat  und  also  der  Strahl  eine  gerade  Linie  ist^  wird  bewiesen 
sein,  wenn  gezeigt  wird,  daß  die  Fläche  ö'  in  P'  der  Fläche  tf  in  P 
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parallel  läuft.  Um  uns  hiervon  zu  überzeugen  ^  brauchen  wir  nur  za 
beweisen,  daß  für  alle  möglichen  Verschiebungen  P  Q  in  der  Fliehe  6^ 
d.  h.  für  alle  Werte  von  dXj  dy,  de,  welche  der  Bedingung 

adx  +  ßdy  +  ydz  =  0 
genügen,  auch 

adx  +  ßdy  +  ydz  -  0 

ist.     Dies  folgt  aber  daraus,  daß 

°''(y|f)+/"*(^lf)  +  '"'{y5f)' 

wofür  wir  auch  schreiben  können 

stets  Null  ist.  Das  erste  Glied  des  letzteren  Ausdrucks  verschwindet 
nämlich  wegen  der  Gleichung  (31),  und  das  zweite  wegen  der  Oleich- 
ung  (6). 

Zu  einem  noch  einfiELcheren  Beweis  führt  ein  Satz,  der  sich  sofort 
aus  der  Huygens'schen  Konstruktion  ergibt^),  und  nach  welchem 
unter  allen  zwei  Punkte  A  und  B  verbindenden  Linien  s,  der  Strahl 
diejenige  ist,  für  welche  das  Integral 


n 


ein  Minimum  wird.  Aus  diesem  Theorem,  in  welchem  man  unter « 
die  Geschwindigkeit  eines  mit  ds  zusammenfallenden  Strahls  zu  ver- 
stehen hat,  folgt  sofort,  daß  es,  was  den  Lauf  eines  von  A  nach  B 
gehenden  Strahles  betrifft,  einerlei  ist,  ob  A  ein  Punkt  einer  bereits 
vorhandenen  Wellenfront,  oder  selbst  Schwingungsmittelpunkt  ist  Für 
diesen  letzteren  Fall  führt  aber  die  H uy gen s' sehe  Konstruktion  la 
geschlossenen  Wellenfronten,  die  unter  sich  ähnlich  sind  und  A  zom 
Ähnlichkeitszentrum  haben.  Die  aufeinanderfolgenden  Punkte  eines 
Strahls  haben  ähnliche  Lagen  auf  diesen  Flächen  und  liegen  somit  auf 
einer  von  A  ausgehenden  geraden  Linie. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  wir  jetzt  in  einem  homogenen  Mittd 
aus  einer  beliebig  gegebenen  Wellenfront  6  direkt  die  Lage  ö  ableiten 
können,  die  sie  nach  einer  endlichen  Zeit  r  einnimmt.  Man  braucht  nur 
aus  jedem  Punkte  von  6  einen  Strahl  zu  ziehen  und  ein  Stück  ux  darauf 
abzuschneiden. 

§  19.  Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  die  gefundenen  Resultate 
an  einem  Beispiel  zu  erläutern.  Als  solches  wählen  wir  die  Ausbrei- 
tung sphärischer  Schallwellen  in  einem  homogenen  Gkise.     Wir  ▼«^ 

*)  Vgl.  Art.  XIV  dieser  Sammlung,  §  12. 
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stehen    also    unter    £,    17,    i    die    Qeschwindigkeitskomponenten    der 
schwingenden  Gasteilchen  und  gehen  aus  von  den  bekannten  Gleichungen 


dx  \dx  "^  ay  "^  dz)      k^  äV»  ""  "^ ' 
dy\dx'^  dy"^  dz)       k^dt^  ""^' 


(33) 


in  welchen  Je  eine  positive  Eonstante  ist.  Substituieren  wir  hier  die 
Werte  (24)  und  betrachten  wir  zunächst  a,  ß,  y,  a^  Py  q  düa  Konstan- 
ten^ dann  ergeben  sich  nach  Division  mit  n'£  Gleichungen  von  der 
Form  (4)^  in  welchen  die  Koeffizienten  folgende  Werte  haben: 


/i  =  a*  -  ;fei ;      Qi^f^ßy  *!  -  ^Yy 

fz-y^f        99-rßy        K-y^-j^' 


(34) 


Hieraus  folgt  fär  die  Determinante  q>  (§  3) 


9 


«'  +  P'  +  y' 


1 

ifc« 


(35) 


Die  Gleichung  (6)  wird  daher 

a»  +  /J»  +  y»-.l (36) 

oder,  wenn  wir  die  Werte  (2)  benutzen, 

so  daß  die  Wellenfläche  eine  Kugel  wird.  Der  Strahl  fällt  mit  der 
Wellennormale  zusammen,  und  auch  die  Geschwindigkeit  des  Strahls 
hat  den  Wert 


Femer   finden   wir,   indem   wir   (36)   berücksichtigen,   für  die   ünter- 
determinanten  von  q> 


^ß      TP      «y 
iy    -Fi  -  Ti  asw., 


k 


k' 


und  schließen  dann  aus  (8) 


ß 


a 


(37) 


SO  daß  die  Schwingungen  senkrecht  zur  Wellenfront  stehen  müssen. 

Die  in  §  13  angedeutete  Konstruktion  zeigt  nun,  daß,  wenn  eine 
Wellenfront   kugelförmig    ist,    die   übrigen   es   gleichfalls   sind.     Für 
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Wellen^  die  sich  von  dem  Eoordinatenurspning  aus  fortpflanzen,  dürfen 
wir  daher  in  dem  Ausdrucke  (21)  offenbar  setzen 

r 

wenn    r   die   Entfernung   vom   Ursprung   bedeutet     Die   Differential- 
quotienten dieser  Funktion 

genügen  in  der  Tat  der  Bedingung  (36). 

** 

Um  nun  die  Änderungen  der  Amplitude  zu  untersuchen,  setzen 
wir,  entsprechend  den  allgemeinen  Formeln  (28) 

|_ae-('-T),    iJ  =  a(|-+p')e"('-T),    S  =  a(^  +  9')e-('-T)  (38) 

und  betrachten  hier  a,  r,  — ,  —  als  langsam  veränderliche  Großen. 

Wir    müssen   besonders   diejenigen   Teile   auf  den   linken   Seiten 
der  Gleichungen  (33)   kennen,   in   welchen   ~  und  — ,  sowie  J^,  j- 

-J^  einmal  nach  x^  y  oder  z  differenziert  vorkommen.     Dividiert  man 

diese  Teile  mit  n*g,  dann  ergeben  sich  die  Größen,  die  wir  in  §  15 
im  allgemeinen  A^,  A^,  A^  genannt  haben.  Bei  der  Berechnung  der- 
selben darf  von  den  Gliedern  mit  p'  und  g',  sowie  von  der  Ve^Ände^ 
lichkeit  von  a  abgesehen  werden« 

Tut  man  dies,  so  erhält  man  für 

dx  ~^  dy       de 
den  Wert 

und  hier  hat  man  noch,  um  die  gesuchten  Glieder  zu  erhalten,  im 
ersten  Gliede  den  Faktor  — ,  im  zweiten  aber  die  ExponentialgroBe 
nach  Xy  y  oder  z  zu  differenzieren.     Schließlich  wird 

j    ^ 1^/3 r\        .   ^ L?y      A   ^ ^ 

*^       kn\r        a:'/'        *™       kn  xr  ^    -^  ^       jtn 

Beachtet  man  auch,  daß  nach  (31),  (35)  und  (36) 

ist  und   daß   die  Strahlen   von  0  ausgehende  gerade  Linien  sind,  so 

erhält  man  aus  (32) 

da  a 

dr  7' 


8s 
xr 


in  einem  beliebigen  nicht  absorbierenden  Medium.  435 

folglich 


C 
a  = 


r  ' 


wenn  C  für  jeden  Strahl  eine  Eonstante  ist. 

§  20.  Was  nun  die  unbestimmt  gebliebene  Änderung  der  Ampli- 
tude a  in  den  Wellenfronten  anbelangt,  so  wollen  wir  beispielsweise 
annehmen,  daß  sie  in  der  Wellenfront  6  (§  16),  von  der  wir  ausgehen, 

dem  Verhältnis        proportional  ist.     Dies  gilt  dann  nach  dem  soeben 

Gefundenen  auch  in  allen  weiteren  Wellenfronten,  und  dQrfen  wir  setzen 

C=C^,    a-C^.,  (39) 

WO  C"  nicht  nur  auf  dem  einzelnen  Strahl,  sondern  überhaupt  kon- 
stant ist. 

Um  nun  in  dieser  Voraussetzung  p  und  g'  zu  bestimmen,  haben 
wir   noch   die  Größen   (-D/i)  usw.   in  (29)  zu  berechnen.     Zu  diesem 

Zwecke  leiten  wir  zunächst  -x—  usw.  aus  (34)  und  ^     usw.  aus  (39) 

ab.  Es  ergibt  sich  dann  nach  einiger  Rechnung,  wenn  wir  für  p  und 
q  die  Werte  (37)  nehmen, 

(D/i)  +  iDg,)p  +  {D\)q  =  ^-^[-  J-  +  ^) , 

(Z)/i)  +  ^D9,)p  +  (2)Ä,)<z  =  -  ^ .  1^ . 

Da  dies  gerade  die  Werte  von  A^  und  Ä^  sind,  so  folgt  aus  den  beiden 
ersten  der  Gleichungen  (29) 

/  =  0,    3'  =  0, 
so  daß 

\-p-l.     l-,=  -i (40) 

wird.  Dies  war  zu  erwarten,  da  offenbar  ein  Bewegungszustand  be- 
stehen kann,  in  welchem  die  radial  gerichteten  Geschwindigkeiten  der 
Luftteilchen  in  allen  Punkten  einer  kugelförmigen  Wellenfront  gleich 
groß  sind. 

Eine  diesem  Fall  entsprechende  genaue  Lösung  der  Bewegungs- 
gleichungen (33)  ist 

t-C-i(l  +  A)..(.-T), 
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Sie  steht  wirklich  mit  den  Formeki  (40)  im  Einklang  und  liefeii^  wenn 

k 
r  sehr  groß  gegen  die  Wellenlänge  und  also  —  eine  sehr  kleine  Zahl 

ist,  in  erster  Annäherung 

was  mit  (38)  und  (39)  übereinstimmt. 

§  21.  Wir  wollen  schließlich,  wenn  auch  in  sehr  unToUstandiger 
Weise,  die  Fortpflanzung  in  einem  nicht  homogenen  Mittel  besprechen. 
Mit  einem  solchen  haben  wir  es  zu  txm,  sobald  einer  oder  mehrere 
der  Koeffizienten  in  den  Bewegungsgleichungen  Funktionen  der  Koor- 
dinaten sind.  In  einem  festen  elastischen  Körper  z.  B.  können  die 
Dichtigkeit  oder  die  Elastizität  von  Punkt  zu  Punkt  variieren,  in 
einem  das  Licht  fortpflanzenden  Medium  die  Größen,  von  denen  seine 
optischen  Konstanten  abhängen.  Berücksichtigt  man,  daß  die  in  dieser 
Abhandlung  vorgetragenen  Betrachtungen  auch  auf  einen  sich  bewegenden 
Körper  anwendbar  sind,  dann  kommt  man  dazu,  ein  Medium  auch  dann 
nicht  homogen  zu  nennen,  wenn  es  zwar  überall  aus  einem  gleichartigen 
Stoff  besteht,  dieser  aber  an  verschiedenen  Stellen  ungleiche  Geschwindig* 
keiten  hat,  während  „homogen^'  bedeuten  würde,  daß  alle  Teile  des 
Mediums  eine  gemeinsame  Translationsgeschwindigkeit  besitzen. 

Am  einfachsten  werden  nun  die  Erscheinungen,  wenn  das  Mittel 
aus  zwei  durch  eine  gewisse  Fläche  27  voneinander  getrennten  Teilen 
besteht,  die  jeder  für  sich  homogen,  aber  voneinander  verschieden  sind. 
In  den  beiden  Teilen,  die  wir  durch  die  Indices  I  und  II  voneinander 
unterscheiden  wollen,  gelten  dann  Differentialgleichungen  mit  konstan- 
ten Koeffizienten,  wie  wir  sie  bisher  vorausgesetzt  haben;  nur  haben 
die  Koeffizienten  in  I  und  II  ungleiche  Werte. 

Für  eine  vollständige  Behandlung  der  Erscheinungen  würde  es  nun 
nötig  sein,  auch  die  Grenzbedingungen  an  der  Fläche  27  zu  kennen; 
jedoch  können  wir  schon  zu  einigen  Schlüssen  gelangen,  wenn  wir  bloß 
annehmen,  daß  diese  Bedingungen  in  gewissen  linearen  Relationen 
zwischen  den  für  I  und  für  II  geltenden  Größen  bestehen. 

Eine  Welle,  die  z.  B.  von  der  Seite  I  her  sich  gegen  die  Gh:^nz- 
fläche  hin  fortpflanzt,  wird  nun  zum  Teil  reflektiert  und  erleidet  beim 
Überschreiten  der  Fläche  eine  Richtungsänderung.  Für  letztere  gilt 
das  gewöhnliche  Brechungsgesetz,  wie  folgende  Betrachtung  zeigen  möge. 

§  22.  Es  seien  für  die  beiden  Teile  des  Mediums  Xi{x,  y,  z)  und 
XiiiXy  y,  z)  die  Funktionen,  welche  ebenso  wie  früher  die  Funktion  % 
die  Phasen  bestimmen,  so  daß  in  den  Ausdrücken,  welche  die  Licht- 
bewegung  in  den  beiden  Raumteilen  darstellen,  die  Faktoren 
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auftreten.  Da  diese  Faktoren  auch  in  den  Qrößen  vorkommen ,  mit 
welchen  man  es  in  den  Grenzbedingungen  zu  tun  hat^  so  überzeugt 
man  sich  leicht  davon  ^  daß  die  Zustände  in  den  beiden  Raumteilen 
sich  nur  dann  in  der  erforderlichen  Weise  aneinander  anschließen 
werden,  wenn  in  jedem  Punkt  von  £  die  Größen  (41)  gleichen  Wert 
haben.     An  der  Fläche  27  muß  daher 

sein.     Offenbar  folgt  hieraus,  daß  die  Durchschnittslinie  s  von  27  mit 

einer  Wellenfront 

Xj{x,y,z)-C (42) 

zu  gleicher  Zeit  auch  die  Schnittlinie  mit  der  Wellenfront 

Zn(«,y,^)  =  C (43) 

ist,  und  dies  zeigt,  daß  in  einem  beliebigen  Punkte  P  der  'Linie  die 
Normalen  zu  £  und  zu  den  beiden  Wellenfronten  (42)  und  (43)  in 
ein  und  derselben  Ebene  liegen. 

Wir  denken  uns  femer,  daß  eine  bestimmte  Phase  die  beiden 
Wellenfronten  (42)  und  (43),  die  ö^  und  öjj  heißen  mögen,  zur  Zeit  t, 
und  nach  dem  unendlich  kleinen  Intervall  dt  die  Wellenfronten  ö\  und 
tf'jj  erreicht;  s'  sei  die  Linie,  in  welcher  diese  beiden  die  Grenzfläche 
£  treffen.  Von  einem  Punkte  P  der  Linie  s  ziehen  wir  nun  drei  Ge- 
raden in  der  senkrecht  zu  ihr  stehenden  Ebene,  die  eine  PR  in  der 
Fläche  2J,  die  beiden  anderen  PBj  und  PiZn  ^^^^  senkrecht  zu  den 
Flächen  tf^  und  6jj .  Diese  Linien  mögen  die  Linie  s'  hzw.  die  Flächen 
ö\  und  tf'jj,  wenn  die  erste  um  ein  unendlich  kleines  Stack  verlängert 
wird,  in  den  Punkten  R  bzw.  JRj  und  Rji  schneiden.  Aus  dem  in  §  13 
Gesagten  erhellt,  daß,  wenn  v^  und  v^  die  in  Betracht  kommenden 
Wellengeschwindigkeiten  sind, 

ist,  und  man  hat  offenbar,  wenn  die  Normalen  zu  ts^  und  öj^  mit  der 
Normale  zu  S  die  Winkel  -^j  und  -ö^jj  einschließen, 

Pi?i  =-  PR  sin  -^i,     PJSn  =-  PR  sin  ^n- 
Folglich  ist 

sin  %^ :  sin  ^^^^v^:  %. 

Wir  sind  also  ganz  allgemein,  was  die  Wellennormalen  betrifft,  zu  den 
beiden  bekannten  Brechungsgesetzen  gelangt. 

Hieraus  können  wir  weiter  schließen,  daß  die  Huygens'sche  Kon- 
struktion uns  auch  die  Lage  der  geknickten  Wellenfronten,  von  denen 
bereits  ein  Teil  die  Grenzfläche  überschritten  hat,  richtig  zu  liefern 
vermag. 
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Bei  der  Ableitung  des  Reflexionsgesetzes  und  der  Rechtfertigung 
der  Huygens'schen  Konstruktion  für  die  reflektierten  Wellen  brauchen 
wir  nicht  zu  verweilen. 

§  23.  Nachdem  man  die  Richtung  der  zurückgeworfenen  und 
gebrochenen  Wellen  bestimmt  hat,  sind  noch  ihre  Amplituden  zu  be- 
rechnen. Hierzu  müssen  in  jedem  Fall  die  Grenzbedingungen  an  der 
Flache  2J  dienen.  Da  nun  die  Form  der  sich  aus  denselben  ergebenden 
Gleichungen  voraussichtlich  von  der  Neigung  der  Wellen  gegen  die 
Grenzfläche  2J  abhängt  und  diese  sich  langsam  von  Punkt  zu  Punkt 
ändert,  so  wird  dies  zu  einer  langsamen  Änderung  in  der  Amplitude 
der  neu  entstehenden  Wellen  führen.  Darin  liegt  jedoch  nach  dem 
früher  Gesagten  keine  Schwierigkeit,  und  es  ist  klar,  daß,  wenn  über- 
dies schon  bei  den  einfallenden  Wellen  eine  langsame  Änderung  der 
Amplitude  in  der  Wellenfront  besteht,  eine  hiermit  gleichen  Schritt 
haltende  Änderung  sich  auch  in  den  neuen  Wellen  zeigen  wird. 

Geht  die  Veränderlichkeit  der  Amplitude  des  einfallenden  Lichte« 
so  weit,  daß  man  annäherungsweise  von  einem  seitlich  begrenzten  Licht- 
bündel sprechen  kann,  so  kann  man  dies  auch,  was  das  reflektierte  und 
gebrochene  Licht  betrifiFb,  tun.  Auch  hierbei  wird  die  B^renzong 
wieder  durch  Strahlen  bestimmt,  und  zwar  gehen  die  reflektierten  niid 
gebrochenen  Lichtbündel  von  demjenigen  Teil  der  Grenzfläche  aus,  der 
von  dem  einfallenden  Bündel  getroffen  wird.  Zu  ähnlichen  SchlüsseD 
würde  man  auch  kommen,  wenn  eine  Doppelbrechung  oder  eine  dop- 
pelte Reflexion  stattfände. 

§  24.  Nach  dieser  Vorbereitung  können  wir  zu  der  Fortpflanzang 
in  einem  nicht  homogenen  Mittel  übergehen.  Wir  wollen  annehmen, 
daß  sich  eine  Schar  von  Flächen 

angeben  läßt,  derart,  daß  in  allen  Punkten  ein  und  derselben  Fläche 
das  Medium  dieselben  Eigenschaften  hat.  Wir  können  durch  eine  Reihe 
derartiger  Flächen,  die  zunächst  in  endlichen  Entfernungen  voneinander 
liegen  mögen,  den  Raum  in  Schichten  teilen  und  uns  denken,  daS  in 
der  ganzen  Ausdehnung  einer  Schicht  die  Eigenschaften  bestehen,  die 
an  ihrer  einen  Grenzfläche  vorkommen,  so  daß  sich  die  Eigenschaften 
des  Mediums  nicht  allmählich,  sondern  stufenweise  ändern. 

Ein  in  das  Medium  eindringendes  Lichtbündel  wird  dann  in  fiele 
Bündel  zerfallen,  von  denen  eines  als  .die  Fortsetzung  des  einfSedlendeD 
Wellenzuges  betrachtet  werden  kann,  die  übrigen  aber  durch  ein-  oder 
mehrmalige  Reflexion   an   den  Grenzflächen   der  Schichten  entstehen. 

Wir  fassen  zunächst  nur  das  direkt  durchgehende  Licht  ins  Auge 
und  bestimmen  für  dieses  mit  Hilfe  der  Huygens^schen  Eonsiarukticn 
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die  Lagen,  welche  eine  Wellenfront  in  sukzessiven^  jedesmal  um  dt 
voneinander  entfernten  Augenblicken  hat.  Die  so  entstehende  Figur 
ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß  der  senkrechte  Abstand  zweier  aufein- 
anderfolgender Wellenfronten  immer  den  Wert  vdt  hat,  wenn  v  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  an  der  betrachteten  Stelle  und  für  Wellen 
▼on  der  betreffenden  Richtung  bedeutet.  Auch  können  wir  die  seitliche 
Begrenzung  eines  Bündels  in  der  früher  dargelegten  Weise  angeben. 
Den  Fall  eines  Mediums,  dessen  Eigenschaften  sich  konti- 
nuierlich ändern,  betrachten  wir  nunmehr  als  einen  Grenzfall.  Wir 
lassen  nämlich  die  Dicke  der  Schichten,  die  wir  soeben  angenommen 
haben,  unbegrenzt  abnehmen.  Wir  dürfen  annehmen,  daß  schließlich 
für  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  eine  Figur  gelten  wird,  die  man 
als  die  Grenze  ansehen  kann,  der  sich  die  oben  betrachtete,  in  dem 
geschichteten  Medium  entworfene  Figur  nähert  Die  Wellenfront  wird 
die  Knicke  verlieren,  aber  ihre  sukzessiven  Lagen  werden  die  Eigen- 
schaft behalten,  daß  die  senkrechte  Entfernung  je  zwei  aufeinander- 
folgender stets  den  Wert  vdt  hat.  Hiermit  ist  bewiesen,  daß  auch  in 
dem  nicht  homogenen  Medium  für  den  fortschreitenden  Teil  der  Wellen- 
bewegung die  Huygens'sche  Konstruktion  anwendbar  bleibt.  Auch 
muß  noch  immer  die  seitliche  Begrenzung  der  Bündel  durch  Linien 
angegeben  werden  können,  deren  Elemente  man  in  der  oft  erwähnten 
Weise  kennen  lernt,  eben  weil  man  dies,  wie  groß  die  Anzahl  der 
Schichten  auch  sein  möge,  für  das  geschichtete  Medium  tun  kann. 
Dabei  ist  zu  bemerken,  daß  diese  Linien,  die  Strahlen,  jetzt  im  all- 
gemeinen gekrümmt  sein  werden. 

§  25.  Freilich  wird  sich  nun  der  Zustand  außerordentlich  kom- 
plizieren, sobald  auch  die  zurückgeworfenen  Strahlen  eine  beträchtliche 
Intensität  haben.  Glücklicherweise  sind  aber  in  allen  Fällen,  in  denen 
sich  die  Eigenschaften  des  Mediums  auf  einer  der  Wellenlänge  gleichen 
Strecke  nur  unmerklich  ändern,  diese  Strahlen  so  schwach,  daß  man 
sie  gar  nicht  zu  berücksichtigen  braucjbt. 

Es  möge  genügen,  dies  für  einen  besonders  einfachen  Fall  dar- 
zutun. Wir  nehmen  an,  daß  die  Nichthomogenität  des  Mediums  darin 
besteht,  daß  eine  einzige  die  Eigenschaften  bestimmende  Größe  €  von 
Punkt  zu  Punkt  variiert,  und  daß  dieses  £  nur  von  der  einen  Koordi- 
nate X  abhängt,  so  daß  die  obengenannten  Grenzflächen  senkrecht  zur 
:r-Achse  stehende  Ebenen  sind.  Wir  betrachten  ein  Bündel,  das  in  der 
Richtung  von  OX  einfällt  und  beschränken  uns  auf  die  Strahlen,  welche 
daraus  durch  einmalige  Reflexion  an  den  unendlich  nahe  beieinander 
liegenden  Grenzflächen  entstehen,  insofern  sich  diese  zwischen  zwei 
senkrecht  zur  o;- Achse  stehenden  Ebenen  E^  und  E^  beflnden.  Die 
Entfernung  von  E^  und  E^  sei  eine  endliche  Größe  ^.     Femer  sei  17 
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eine  der  Komponenten  der  Gleichgewichtsstörung,  a  die  derselben  ent- 
sprechende Amplitude  des  einfallenden  Lichtes  an  der  Ebene  JS^,  und 
aa  die  Amplitude  des  eingedrungenen  Lichtes  an  irgend  einer  anderen 
Ebene  E]  fi  ist  dann  ein  echter  Bruch. 

Die  Lage  der  Ebene  E  bestimmen  wir  nicht  durch  den  Wert  von  Zy 
sondern  durch  die  Zeit  d",  welche  das  Licht  braucht,  um  von  E^  aus 
die  Ebene  E  zu  erreichen,  und  zwar  wählen  wir  dabei  die  Zeiteinheit 
in  solcher  Weise,  daß  die  Zeit,  in  der  die  Strecke  ^  durchlaufen  wird, 
durch  eine  Zahl  &  ausgedrückt  wird,  die  weder  sehr  klein  noch  sehr 
groß  ist.  Der  Dicke  einer  unendlich  dünnen  Schicht  entspricht  dann 
ein  gewisses  dd",  und  wir  haben  für  die  Änderung,  welche  e  von  einer 
Schicht  zur  anderen  erleidet 

Die  Amplitude  der  an  der  Fläche  E  reflektierten  Strahlen  ist  nun  dieser 
Änderung  oder  vielmehr  der  relativen  Änderung  proportional  zu  setzen; 
sie  kann  daher  mit 

bezeichnet  werden,  wo  q  ein  endlicher  von  €  abhängiger  numerischer 
Koeffizient  von  mäßiger  Größe  ist. 

Wir  schließen  hieraus,  daß,  wenn  für  das  einfallende  Licht  in  der 
Ebene  E^  der  Ausdruck 

ly  =  a  cos  n(t  +  p)  (44) 

gilt,  für  den  an  der  Ebene  E  reflektierten  und  wieder  nach  E^  zurück- 
gekehrten Strahl  geschrieben  werden  kann 


^^^  cos  nit- 2» +  p)d». 


Schließlich  ergibt  sich  für  die  aus  der  Interferenz  aller  einmal  reflek- 
tierten Strahlen  entstehende  Gleichgewichtsstörung 

e 

Vr-af^jfCo^n(t-2»  +  p)d».  (46) 


0 


§  26.     Wir  setzen 


imd  formen  das  Litegral 


Itq  ds         , 


e 


J^fh  cos  n{t  --  2^  +  p)d%^  iß) 
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durcli  partielle  Integration  um: 


-^—.n 


e  e 

1 


h  sin  n(t -2»+p)\  +  J  A^  sin  (^ -  2^  +  p)d»,     (47) 


Das  letzte  Integral  wollen  wir  mit  dem  yorhergehenden  Ausdruck  (46) 
vergleichen.     Dabei  kommt  es  auf  das  Verhältnis  der  Werte  von  Je  und 

"~5F'  ^^®^  ~T~  ^^'     ^*  ^^^  wenn  X  die  Wellenlänge  bedeutet^ 

V  dk  ^  X      dk 
ndx       2«    dx' 

so  ist  diese  Größe  sehr  klein  im  Vergleich  zu  k  selbst.     Wir  dürfen 

nämlich;   ebenso  wie  s^  auch  ^  (wegen  unserer  Annahme,   daß    & 

eine  Zahl  von  mäßiger  Ghröße  ist)  und  [i,q  als  langsam  veränderlich  an- 
sehen. In  erster  Annäherung  können  wir  nun  das  letzte  Glied  in  (47), 
weil  es   sehr  klein  gegen  J  ist,   vernachlässigen.      Infolgedessen  wird 

die  Formel  (45) 

& 
1 


~2^ 


f^^indi^^^^^^'^^^'^P^ 


Da  -^  eine  sehr  kleine  Zahl  ist  und  fiq  einen  mäßigen  Wert  hat, 
so  ist  sowohl  für  ^  =  0  als  auch  für  0-  =  ®  der  Ausdruck 

1    de 
^^  ns  dd' 

sehr  klein.  Die  Amplitude  des  reflektierten  Lichtes  ist  daher  sehr 
viel  kleiner  als  die  des  einfallenden  Bündels  (44).  Selbstverständlich 
wird  dies  in  noch  höherem  Maße  von  den  mehrfach  reflektierten 
Strahlen  gelten. 

Wir  können  dieser  Betrachtung  entnehmen,  daß  an  der  Grenze 
zweier  Körper,  die  in  einer  dünnen  Schicht  allmählich  ineinander  über- 
gehen, nur  dann  eine  intensive  Reflexion  stattfinden  kann,  wenn  die 
Dicke  der  Schicht  nicht  groß  gegen  die  Wellenlänge  ist. 

Zum  Schluß  will  ich  hervorheben,  daß  wir  unsere  letzten 
Resultate  auch  direkt  aus  der  Betrachtung  der  Bewegungsgleichungen 
mit  nicht  konstanten  Koeffizienten  hätten  ableiten  können.  Sind 
die  Koeffizienten  langsam  veränderUch,  dann  kann  man  Lösungen 
finden,  die  aus  einem  Hauptgliede  und  einem  Zusatzgliede  bestehen. 
Das  Hauptglied  hängt  in  solcher  Weise  von  x^  jfy  ^er,  ^  ab,  daß  es 
die  Bewegungsgleichungen  befriedigt,  wenn  man  bei  der  BUdung 
der  Differentialquotienten  die  langsam  veränderlichen  Größen  als 
konstant  behandelt;   es   entspricht   dem   ohne  Reflexion  fortschreiten- 
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den  Teil  des  einfallenden  Lichtes.  Das  Zusatzglied,  welches  die 
Gesamtheit  der  zurückgeworfenen  Lichtbewegongen  darstellt,  würde 
nach  unseren  Annahmen  einen  viel  kleineren  Wert  als  das  Haapt- 
glied  haben. 

Freilich  würde  diese  Betrachtungsweise,  wenn  man  sie  weiter  durch- 
fähren wollte,  recht  komplizierte  mathematische  Entwicklungen  erfor- 
dern. Sie  hat  aber  den  Vorteil,  daB  sie  auch  dann  anwendbar  bleibt, 
wenn  der  Zustand  des  Mediums  durch  mehr  als  eine  von  Punkt  zu 
Punkt  veränderliche  Größe  bestimmt  wird. 


xvn. 

Die  relative  Bewegung  der  Erde  und  des  Äthers. 

(AmBterdam,  Zittingsvenlag  Akad.  v.  Wet.,  1  [1892],  p.  74.) 


Zur  Erklärung  der  Aberration  des  Lichtes  nahm  Fresnel  an,  daß 
der  Äther  der  jährlichen  Bewegung  der  Erde  nicht  folgt,  was  natür- 
lich eine  vollkommene  Durchdringlichkeit  des  Planeten  f&r  den  Äther 
voraussetzt.  Später  hat  Stokes  eine  auf  der  entgegengesetzten  An- 
nahme beruhende  Theorie  zu  entwickeln  versucht;  er  stellt  sich  vor, 
daß  der  Äther  von  der  Erde  mitgefuhrt  wird  und  also  in  jedem  Punkt 
der  Erdoberfläche  dieselbe  Geschwindigkeit  wie  diese  selbst  hat 

Diese  Theorien  habe  ich  vor  einigen  Jahren  ausführlich  besprochen.^) 
Es  zeigte  sich  dabei,  daß  noch  andere  Erklärungsweisen  möglich  sind, 
die  zwischen  den  genannten  gleichsam  die  Mitte  halten,  jedoch,  da  sie 
nicht  so  einfach  wie  diese  sind,  weniger  Beachtung  verdienen.  Von 
den  beiden  äußersten  Auffassungen  glaubte  ich  die  von  Stokes  ver- 
werfen .zu  müssen,  weil  sie  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspoten- 
tials für  die  Bewegung  des  Äthers  verlangt,  was  sich  mit  der  Gleich- 
heit der  Geschwindigkeiten  der  Erde  und  des  ihr  zunächst  liegenden 
Äthers  nicht  vereinigen  läßt. 

Dagegen  war  es  möglich,  durch  die  Fresnersche  Theorie  fast  alle 
betrachteten  Erscheinungen  zu  erklären;  nur  mußte  zu  diesem  Zweck 
für  durchsichtige  ponderable  Körper  der  „MitfÜhrungskoefflzient^  an- 
genommen werden,  der  von  Fresnel  angegeben  wurde,  und  dessen 
Wert  ich  vor  kurzem  aus  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  ab- 
geleitet habe.*) 

Eine  große  Schwierigkeit  bot  nun  aber  ein  Literferenzversuch,  den 
Michelson  ausgeführt  hat'),  und  durch  den  er  hoffte  zu  einer  Ent- 
scheidung zwischen  den  beiden  streitigen  Theorien  gelangen  zu  können. 


^)  Siehe  Nr.  XIY  dieBer  Sammlang. 

*)  Man  wird  di^te  Ableitang  in  einer  Bp&teren  Abhandlung  finden. 

^  Siehe  Nr.  XIY  dieser  Sammlang,  §§  25,  86. 

Lorants,  WiM«nich«fUiohe  Abhaadlangen.  29 
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Wenn  der  Äther  in  Rohe  bleibt,  so  mnß  die  Bewegimg  der  Erde 
einen  Einflufi  anf  die  Zeit  haben,  welche  das  Licht  braucht,  um  zwischoi 
zwei  fest  mit  ihr  verbundenen  Punkten  hin  und  zurück  zu  gehen.  Ist 
2  die  Entfernung  der  Punkte,  c  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes,  und 
IV  die  der  Erde,  so  ist  die  betreffende  Zeit^  wenn  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  parallel  lauft^ 

"•■?). (1) 

und  wenn  sie  senkrecht  auf  ihr  steht, 

4(l+iS)> (2) 

80  daß  die  Werte  um 

1? (3) 

Yoneinander  verschieden  sind. 

Michelson  benutzte  einen  Apparat  mit  zwei  gleichlangen,  auf- 
einander senkrecht  stehenden  horizontalen  Armen,  die  an  ihren  Enden 
je  einen  senkrecht  auf  die  Richtung  des  Armes  gestellten  Spiegel  trogen. 
Eine  Interferenzerscheinung  kam  in  der  Weise  zustande,  daß  vom  Kreuz- 
punkte ab  ein  Strahl  längs  des  einen  Armes  und  ein  zweiter  längs 
des  anderen  Armes  hin-  und  herlief.  Der  ganze  Apparat,  einschlieft- 
lieh  der  Lichtquelle  und  des  Beobachtungsfemrohrs,  konnte  um  eine 
vertikale  Achse  gedreht  werden,  und  die  Beobachtungazeit  wurde  lo 
gewählt,  daß  bei  dieser  Bewegung  Lagen  erreicht  werden  konnten,  in 
denen  entweder  der  eine  oder  der  andere  Arm  einen  ziemlich  kleinen 
Winkel  mit  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  bildete.  Zur  Yerein&ßh- 
ung  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Arme  der  Erdbew^^g  genin 
parallel  gerichtet  werden  können.  Dann  mnß,  wenn  Fresners  Theorie 
richtig  ist,  infolge  der  Erdbewegung  das  in  ihrer  Richtung  hin-  und 
hergehende  Lichtbündel  in  bezug  auf  das  andere  Bündel  die  durch  (3) 
bestimmte  Verzögerung  erleiden.  Bei  einer  Drehung  über  einen  rechta 
Winkel  müssen  also  alle  Phasendifferenzen  sich  um  einen  Betrag  andern, 
der,  in  Zeiteinheiten  ausgedrückt,  durch  das  Doppelte  der  Qroie  (3) 
angegeben  wird.  In  Wirklichkeit  ließ  sich  aber  eine  Verschiebung  der 
Interferenzstreifen  nicht  nachweisen. 

Gtegen  diesen  Versuch  konnte  ich  einwenden,  daß  die  liLnge  der 
Arme  etwas  zu  klein  war,  um  eine  beobachtbare  Verschiebung  der 
Streifen  zu  erhalten.  Michelson  hat  aber,  in  Gemeinschaft  mit  Mor- 
ley,  das  Experiment  in  größerem  Maßstabe  wiederholt^)  Bei  den  neuen 
Versuchen  liefen  die  Lichtstrahlen  in  zueinander  senkrechten  Richtangeo 
mehrere  Male  hin  und   her,  indem   sie  jedesmal  wieder  von  fipiegeh 


<)  A.  A.  Michelson  u.  E.  W.  Morley,   Amer.  Jonnu  of  Sdence  (3)  M 
(1887),  p.  888. 
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reflektiert  wurden;  die  letzteren,  sowie  alle  sonstigen  Teile  des  Appa- 
rats waren  auf  eine  auf  Quecksilber  schwimmende  und  also  leicht  in 
horizontaler  Richtung  drehbare  Steinplatte  gestellt  Auch  jetzt  zeigte 
sich  keine  Spur  der  durch  die  Fresnersche  Theorie  verlangten  Ver- 
schiebung der  Interferenzstreifen. 

Ich  habe  mir  viel  Mühe  um  die  Erklärung  dieses  Versuchs  ge- 
geben und  habe  schließlich  nur  einen  Ausweg  gefunden.  Derselbe  be- 
steht in  der  Hypothese,  daß  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  eines 
festen  Körpers  nicht  die  gleiche  Länge  behält,  wenn  sie  einmal  der 
Bewegungsrichtung  der  Erde  parallel  läuft,  und  dann  senkrecht  darauf 
gestellt  wird.  Wenn  z.  B.  die  Entfernung  im  letzteren  Fall  l  und  im 
ersteren  Z(l  —  a)  beträgt,  so  muß  man  den  ersten  der  Ausdrücke  (1) 

und  (2)  mit  1  —  a  multiplizieren.     Vernachlässigt  man    -^,  so  erhält 

man  dadurch 

Dies  wird  dem  Ausdruck  (2)  gleich,  und  das  negative  Resultat  von 
Michelson  ist  somit  erklärt,  wenn 


a 


10» 


2c" 

ist.^ 

Eine  solche  Änderung  der  Länge  der  Arme  bei  Michelson's  erstem 
Versuch,  und  der  Dimensionen  der  Steinplatte  beim  zweiten,  ist  nun 
wirklich,  wie  mir  scheint,  nicht  undenkbar.  In  der  Tat^  wodurch  werden 
die  Größe  und  die  Gestalt  eines  festen  Körpers  bestimmt?  Offenbar 
durch  die  IntensilSt  der  molekularen  Kräfte;  jede  Ursache,  welche  diese 
modifiziert,  muß  auch  die  Form  und  die  Dimensionen  des  Körpers 
ändern.  Nun  dürfen  wir  gegenwärtig  annehmen,  daß  elektrische  und 
magnetische  Strafte  durch  Vermittlung  des  Äthers  wirken,  und  es  ist 
nicht  unnatürlich,  dasselbe  von  den  molekularen  Kräften  vorauszusetzen. 
Tut  man  dies,  so  kann  es  einen  unterschied  machen,  ob  die  Verbin- 
dungslinie zweier  materieller  Teilchen,  die  sich  zusammen  durch  den 
ruhenden   Äther   verschieben,    parallel   oder  senkrecht   zur   Bewegung 

gerichtet  ist     Man  sieht  leicht,  daß  ein  Einfluß  von  der  Ordnung   - 

nicht  zu  erwarten  ist,  aber  ein  Einfluß  von  der  Ordnung  --^  ist  nicht 

ausgeschlossen,  und  das  ist  gerade,  was  wir  brauchen. 

Da  wir  von  dem  Wesen  der  molekularen  Kräfte  nichts  wissen,  so 
ist  es  unmöglich,  die  Hypothese  näher  zu  prüfen.    Wir  können  nur  — 


')  Dieselbe  Erklärung  hat  auch  Fitz  Gerald  gegeben;   siehe  0.  Lodge, 
Abenationproblems,  London  Trans.  A  184  (1898),  p.  749,  760. 
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selbstverstöndlicli  indem  wir  gewisse  mehr  oder  weniger  plausible  Hypo- 
thesen einführen  —  den  Einfluß  einer  Translation  der  ponderabelen 
Materie  au(  elektrische  und  magnetische  Kräfte  berechnen«  £i8  ist  nun 
bemerkenswert,  daß  das  Resultat,  welches  man  dabei  für  die  elektrischen 
Kräfte  erhält,  wenn  es  auf  die  molekularen  Wirkungen  übertragen 
wird,  gerade  den  oben  für  a  angegebenen  Wert  liefert. 

Es  sei  Ä  ein  System  materieller  Punkte,  die  gewisse  elektrische 
Ladungen  tragen  und  relativ  zum  Äther  in  Buhe  sind,  JB  das  System 
derselben  Punkte,  wenn  sie  sich  in  der  Richtung  der  2;-Achse  mit  der 
gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  to  durch  den  Äther  verschieben. 
Aus  den  von  mir  entwickelten  Gleichungen^)  kann  man  ableiten,  mit 
welchen  Kraften  die  Teilchen  in  dem  System  B  aufeinander  wirken. 
Am  einfachsten  läßt  sich  das  Resultat  ausdrücken,  wenn  man  noch  ein 
drittes  System  C  einführt,  das  ebenso  wie  A  in  Ruhe  ist,  aber  sich 
von  diesem  letzteren  System  durch  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
unterscheidet.  Das  System  C  soll  nämlich  aus  Ä  entstehen  durch  eine 
einseitige  Ausdehnung,  bei  der  alle  Dimensionen  in  der  Richtung  der 

117« 

rr  Achse  im  Verhältnis  1  +  —%  vergrößert  werden,  die  auf  der  x- Achse 
senkrecht  stehenden  Dimensionen  aber  ungeändert  bleiben. 

Für  die  Kräfte  im  System  B  gilt  nun  der  Satz,  daß  die  der  :r- Achse 
parallelen  Komponenten  dieselben  sind  wie  in  C,  während  die  auf  dieser 
Achse   senkrecht  stehenden   aus  den  entsprechenden  Komponenten  in 

C  durch  Multiplikation  mit  dem  Faktor  1  —  ^"i  erhalten  werden. 

Wir  wollen  dies  auf  die  Molekularkräfte  übertragen  und  uns  einen 
festen  Körper  als  ein  System  materieller  Punkte  vorsteUen,  die  sich 
unter  dem  Einfluß  ihrer  gegenseitigen  Anziehungen  und  Abstoßungen 
im  Gleichgewicht  befinden.  Es  sei  das  System  B  ein  solcher  Korper, 
der  sich  durch  den  Äther  hin  bewegt.  Während  er  das  tut^  müssen 
die  auf  jeden  seiner  materiellen  Punkte  wirkenden  Kräfte  sich  einander 
aufheben.  Aus  dem  Gesagten  folgt,  daß,  wenn  dies  in  B  zutrifft^  es  in 
dem  System  A  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht,  wohl  aber  ini'System  C 
Zwar  werden,  wenn  man  von  B  zu  C  übergeht,  alle  senkrecht  zur 
o^-Achse  stehenden  Kraftkomponenten  geändert,  aber  das  Gleichgewicht 
wird  hierdurch  nicht  gestört,  da  sie  alle  in  demselben  Verhältnis  ver- 
größert werden.  In  dieser  Weise  zeigt  es  sich,  daß,  wenn  B  der 
Gleichgewichtszustand  des  Körpers  während  einer  Verschiebung  durch 
den  Äther  ist,  C  der  Gleichgewichtszustand  des  ruhenden  Körpers  sein 
muß.  Beachtet  man  das  über  die  Dimensionen  von  B  und  C  Geeiste, 
so  kommt  man  genau  zu  der  Dimensionenänderung,  die  wir  zur  Er- 
klärung des  Michelson' sehen  Versuchs  angenommen  haben. 

^)  Man  wird  diese  in  einer  späteren  Abhandlung  finden. 
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Natürlich  ist  diesem  Resultat  kein  großes  Gewicht  beizulegen;  das 
für  die  elektrischen  Kräfte  Gefundene  auf  die  Molekularwirkungen  zu 
übertragen  y  mag  wohl  manchem  zu  gewagt  erscheinen.  Auch  ist  zu 
bemerken,  daß,  sogar  wenn  man  kein  Bedenken  dagegen  hätte,  unent- 
schieden bliebe,  ob  die  Bewegxmg  der  Erde  die  Dimensionen  in  der 
einen  Richtung  verkürzt,  was  wir  oben  angenommen  haben,  oder  die 
senkrecht  darauf  stehenden  verlängert,  was  wir  ebensogut  hätten  an- 
nehmen kömien.  ^    ' 

Wie  dem  auch  sei,  man  muß,  wie  mir  scheint,  die  Möglichkeit 
von  Änderungen  der  Molekularkiufte  und  der  Dimensionen  zu  einem 

Betrag,  der  von  der  Größenordnung  ^-j  ist,  zugeben.     Der  Michel- 

son'sche  Versuch  verliert  .damit  seine  Beweiskraft  für  die  Frage,  die 
er  entscheiden  sollte.  Wenn  man  die  Fresnersche  Theorie  annimmt, 
so  liegt  die  Bedeutung  des  Versuchs  vielmehr  darin,  daß  er  uns  über 
die  Dimensionenänderungen  Aufschluß  gibt. 

Da  —  —  0,0001  ist,  so  wird  ^  -^  ein  Zweihundertmilliontel.     Eine 

Verkürzung  des  Durchmessers  der  Erde  mit  diesem  Bruchteil  betrüge 
6  cm.  Daß  an  eine  Vergleichung  von  zwei  Meterstäben  mit  einer  Ge- 
nauigkeit von  einem  Zweihundertmilliontel  ihrer  Länge  nicht  zu  denken 
ist,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden.  Übrigens,  auch  wenn  sie  mög- 
lich wäre,  so  würde  man  doch  an  zwei  nebeneinander  gelegten  Stäben 
nichts  von  den  besprochenen  Änderungen  bemerken  können,  da  diese 
bei  beiden  in  gleichem  Maße  bestehen.  Um  die  Erscheinung  zu  kon- 
statieren, müßte  man  die  Länge  zweier  zueinander  senkrecht  gestellter 
Stäbe  vergleichen,  und  wollte  man  dies  mit  Hilfe  einer  Interferenz- 
erscheinung tun,  bei  welcher  der  eine  Strahl  an  dem  ersten  Stab  und 
der  andere  an  dem  zweiten  entlang  hin  und  hergeht,  so  käme  man 
eben  auf  den  Versuch  von  Michelson  zurück.  Die  oben  vorausgesetzte 
Längenänderung  würde  sich  auch  jetzt  der  Beobachtung  entziehen,  weil 
ihr  Einfluß  von  dem  der  durch  (3)  bestimmten  Phasenänderungen  kom- 
pensiert würde. 


xvm. 

Stokes'  Aberrationstheorie. 

(Amsterdam,  Zittingsvenlag  AkftcL  t.  Wei,  1  [1892],  p.  97.) 


In  einer  früheren  Abhandlung^)  habe  ich  nachgewiesen,  daB  die  ron 
Stokes  angenommene  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  für 
die  Ätherbewegong  seiner  Voraussetzung,  daß  an  der  Erdoberflache 
keine  Gleitung  stattfinde,  widerspricht.  Es  fragt  sich  indee,  ob  in  seiner 
Theorie  die  Annahme  eines  Geschwindigkeitspotentials  onamgaiiglich 
nötig  sei.     Dies  soll  im  folgenden  gezeigt  werden. 

Wir  betrachten  eine  beliebige,  sich  von  einem  Punkte  O  der  Erd- 
oberfläche ins  Unendliche  erstreckende  gerade  Linie  02,  'wählen  sie 
zur  a;-Achse  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  dessen  Ursprung 
wir  in  0  legen,  und  bezeichnen  mit  u,  v,  w  die  Komponenten  der 
Geschwindigkeit  des  Äthers,  mit  c  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes. 
Wenn  sich  nun  eine  Wellenfront,  die  ursprünglich  senkrecht  auf  OX 
steht,  längs  dieser  Linie  der  Erde  nähert,  so  erleidet  ihre  Normale  eine 
Richtungsänderung,  die  sich  durch  einen  ablenkenden  Vektor')  mit  den 
Komponenten 

0  0 

angeben  läßt.    Die  Integrale  beziehen  sich  hier  auf  sämtliche  Elemente 
von  OX. 

Andererseits  kann  man  sagen,  daß  die  beobachtete  Aberration  einem 
ablenkenden  Vektor  mit  den  Komponenten 


0,      -1, 


tn  MFo 


C 


entspricht,   wenn   Vq   und  w^  die   zweite   und  dritte  Komponente    der 
Erdgeschwindigkeit,  und  also  auch,  nach  der  Stokes'schen  Theorie 

')  Nr.  XIV  dieser  Sammlang,  §  6. 

^  Vgl.  Nr.  XV  dieser  Sammlung,  §§  2  und  7. 
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die  entsprechenden  Komponenten  der  Athergeschwindigkeit  im  Punkte 
0  sind.     Da  nun 

OD  OD 


/*dv.  Cdw 


dx 

f  ex       '  "*      J  ox 

Ö  0 

isty  weil  der  Äther  im  Unendlichen  ruht,  so  kann  die  durch  (1)  be- 
stimmte Bichtungsänderung  der  Wellen  nur  dann  mit  der  wirklichen 
Aberration  übereinstimmen,  wenn 


OD  00 


0 

ist. 


/(Is-U)''-»  "i/(l-r-l?)^'-»  •  •  » 


Ähnliche  Bedingungen  müssen  für  jede  von  einem  Punkte  der 
Erdoberfläche  aus  gezogene  gerade  Linie  erfüllt  sein.  Um  uns  nun  von 
einer  speziellen  Wahl  der  Koordinatenachsen  unabhängig  zu  machen, 
betrachten  wir  den  Vektor  mit  den  Komponenten 


dMo      dv 

du      dto 

dv       du 

dy      dB' 

dM       dx' 

dx      dy' 

den  wir  die  Botatian  des  Vektors  (u,  v^  to)  nennen  und  mit  jl  bezeichnen 
wollen.  Dieser  Vektor  ist  bekanntlich,  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Achsen,  durch  die  Bewegung  des  Äthers  bestimmt,  und  die  gefundene 
Bedingung  läßt  sich  nun  wie  folgt  ausdrücken: 

Ist  ds  ein  Element  einer  der  oben  genannten  geraden  Linien, 
h  irgendeine  bestimmte  senkrecht  auf  ihr  stehende  Richtung  und  St^ 
die  Komponente  von  fi  nach  der  Richtung  h,  so  muß  sein 


/« 


,d8~0, (3) 


wenn  die  Integration  sich  auf  die  ganze  Linie,  von  der  Erdoberfläche 
bis  ins  Unendliche  erstreckt. 

Es  gilt  jetzt  zu  zeigen,  daß  diese  Bedingung  (3)  erfordert^  daß  an 
allen  Stellen  S  » 0  ist.  Aus  letzterer  Gleichung  folgt  nämlich  die 
Existenz  eines  Oeschwindigkeitspotentials. 

Wir  betrachten  die  Erde  als  eine  Kugel,  ihre  Bewegung  als  eine 
Translation  mit  konstanter  Geschwindigkeit  und  legen  den  Ursprung 
eines  rechtwinkb'gen  Koordinatensystems  in  den  Mittelpunkt,  die  ^-Achse 
in  die  Richtung  der  Verschiebung.  Da  die  Ätherbewegung  symmetrisch 
rings  um  OX  sein  muß,  mit  den  Stromlinieoa  in  den  durch  diese 
Achse  gehenden  Ebenen,  so  müssen  die  Linien,  welche  die  Richtung 
des  Vektors  St  angeben,  Kreise  sein,  die  OX  zur  Achse  haben;  in 
allen  Punkten  eines  solchen  Kreises  muß  St  die  gleiche  Qroße  haben. 
Nimmt  man  femer  an,  daß  bei  Umkehrung  der  Erdbewegung  auch  alle 
Geschwindigkeiten  im  Äther  sich  umkehren  würden,  und  daß  man  den 
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neuen  in  dieser  Weise  entstandenen  Bewegungsznstand  auch  dadurch 
erhalten  könnte,  daß  man  das  Spiegelbild  des  ursprünglichen  in  bezug 
auf  die  y^e^Ebene  nähme,  so  kommt  man  zu  dem  Schluß,  daß  in  zwei 
Punkten,  die  symmetrisch  gegen  die  ye-lSheme  liegen,  ft  dieselbe  Rich- 
tung und  Größe  haben  muß. 

Wir  beschränken  uns  jetzt  auf  eine 
Ebene  YOC  (Fig.  35),  die  durch  07 
geht  und  einen  gewissen  Winkel  mit 
OX  bildet.  Sei,  in  dieser  Ebene,  Ä  ein 
Punkt  der  Erdoberfläche,  AM  die  Ver- 
längerung des  Radius,  ÄL  eine  beliebige 
ins  Unendliche  gehende  Gerade,  auf  die 
wir  die  Gleichung  (3)  anwenden  wollen, 
indem  wir  die  Richtung  h  senkrecht  zur 
Ebene  TOC  wählen.  Femer  sei 
L  TOA  -  qp  und  LMAL  -  ß. 
Wenn  wir  um  0  als  Mittelpunkt 
zwei  Ejreise  mit  den  Radien  r  uod 
r  +  dr  legen,  so  können  wir  für  ds  den  zwischen  diesen  Kreisen 
liegenden  Teil  pq  von  AL  nehmen.    Die  Formel  (3)  wird  infolgedessen 


Flg.  86. 


OD 


J  co»y 


dr-0, 


(4) 


wenn  man  den  Winkel  ApO  mit  y  und  den  Erdradius  mit  a  bezeich- 
net. Jedes  Element  des  Integrals  ist  nun  eine  Funktion  von  9>,  /),  r 
und  dr.     Wir  können  diese  Größe 


St, 


COBy 


dr 


mit  coB  (pdif  multiplizieren  und  sie  dann,  indem  wir  ß  konstant  halten, 
nach  q>  zwischen  0  und  2x,  nach  r  zwischen  a  und  oo  integrieren. 
Da  man  die  Reihenfolge  djer  Integrationen  umkehren  kann,  so  ist 


OD 


2n 


%n 


S^j^"  ^""^  f^'f  -f'^'  f'^f'S^^''' 


und  also,  wegen  der  Gleichung  (4), 


tn 


fc^f^'^  **»"  «"^9'  -  ^ 


(5) 


Wenn  man  die  in 


tx 


ß 


^f^  cos  (pdq> 
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angedeutete  Integration  ausfcQirt,  so  durchläuft  der  Punkt  p  den  Kreis 
BCDE.  Bezeichnet  man  den  Winkel  ÄOp,  der  hierbei  konstant  bleibt, 
mit  a  und  den  Winkel  BOp  mit  il;^  so  ist  qp  »»  ^  —  a,  und  man  kann 
für  das  Integral  schreiben 

^  I  ^k  ^^^  ^^^  +  ain  a  I  ^^^  sin  ilfdtl;. 


cos 


Hier  darf  man  die  Grenzen  durch  0  und  2x  ersetzen.  Femer  folgt  aus 
dem  oben  von  der  Größe  und  Richtung  des  Vektors  ^  in  verschiede- 
nen Punkten  Gesagten  x 

/  Ä;^  sin  ^d  V"  0 ,        I  St^  cos  tl;dtlf  =>  A  j  Stj^  cos  i;dil; . 

Das  letzte  Integral,  das  sich  auf  den  Ereisquadranten  BC  bezieht,  kann 
nur  noch  eine  Funktion  von  r  sein.     Wir  setzen  daher 

/Ä^cos^d^=-^(r) 

0 

und  finden  dann  für  (5) 


OD 


oder,  da  «  «  /3  —  y  ist, 


OD 


cos . 

a 


ßj»{r)dr  +  sin  ßj'^  »{r)dr  -  0 . 


Der  Winkel  ß  wurde  nämlich  bei  den  obigen  Betrachtungen  stets  kon- 
stant gehalten.  Da  nun  die  Gleichung  auch  gelten  muß  für  /)  —  0,  so 
muß  zunächst 

OD 

jV(r)dr-0, (6) 

a 

und  dann  femer  für  jeden  Wert  von  ß 


OB 


seuL 

Aus  dem  Dreieck  OAp  folgt  aber 

a    , 
sin 


iny--sin/J, 
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und  es  maß  also  für  jeden  Wert  ron  ß 

a 

sein.     Dies  ist  nur  möglich,  wenn  die  Teile ;  in  welche  das  Integral 
durch  die  Entwicklung  von 

(l--^8m«^)~ 

nach   steigenden   Potenzen   von   a*  sin*  /)  zerfällt,  jeder  fftr   sich   rer- 
schwinden.     Man  erhält  also  die  Reihe  Yon  Bedingungen 


00 


/>(r)rfr-0,       /f.*(r)dr-0,       fp»{r)dr-0 


USW., 


und  hieraus  folgt,  daß  im  allgemeinen,  wenn  F  eine  beliebige  ganze 
rationale  Funktion  ist, 

OD 

J'iF(f)»{r)(lr~0 (7) 

a 

sein  muss. 

Aus  dieser  Bedingung  kann  man  ableiten,  daß  für  jedes  r 

&(r)  -  0 

ist  Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  müßte,  wie  aus  (6)  herror- 
geht,  die  Funktion  d'{r)  einen  oder  mehr  Zeichenwechsel  zeigen.  I^Lnden 
diese  bei  den  nach  der  Größe  geordneten  Werten 

^If    ^if    ^«>    •  •  •    ^n 

der  Variablen  r  statt,  so  würde  das  Produkt 

zugleich  mit  ^(r)  das  Vorzeichen  ändern.     Die  Funktion 

hätte  stets  dasselbe  Vorzeichen  und  würde,  wenn  man  sie  nach  r  Ton 
a  bis  (X)  integriert,  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  geben.  Dies 
steht  aber  im  Widerspruch  mit  der  Bedingung  (7),  da  man  für  die 
Funktion  F  das  Produkt  (8)  nehmen  kann. 

Es  zeigt  sich  somit,  daß,  wie  man  auch  den  Radius  OB  in  Fig.  35 
wählt,  das  Integral 

Ä^  cos  ilfd\l> 

0 
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für  den  Ereisquadranten  BC  berechnet,  verscliwinden  muß.  Die  Kom- 
ponente ^j^  kann  daher  nicht  in  allen  Punkten  des  Quadranten  dasselbe 
Vorzeichen  haben. 

Wir  fassen  nun  endlich  die  Kugel  ins  Auge,  die  0  zum  Mittel- 
punkt und  OB  zum  Radius  hat,  sowie  den  Kjreis  BFD  (Fig.  36),  in 
welchem  sie  von  der  Ebene  XOY  ge- 
schnitten wird.  Wäre  nicht,  in  allen 
Punkten  von  BF,  S  =>-  0,  so  könnte 
man  einen  Punkt  H  so  wählen,  dafi 
zwischen  B  und  H  der  Vektor  Ä  die 
Richtung  nicht  ändert.  Wählte  man 
dann  femer  den  Winkel  zwischen  der 
Ebene  YOC  von  Fig.  35  und  der  Ebene 
YOX  so  groß,  daß  der  Kreis  BCD  in 
Fig.  35  den  kleinen  Kreis  auf  der  Kugel, 
der  OX  zur  Achse  hat  und  durch  H 
(Fig.  36)  geht,  nicht  schneidet,  dann 
würde  in  Fig.  35  die  Größe  Rj^  in  allen 
Punkten  von  BC  dasselbe  Vorzeichen  haben,  was,  wie  wir  sahen,  un- 
möglich ist.  Es  ist  daher  in  allen  Punkten  des  Kreises  BFD  (Fig.  36) 
und  also  auch,  da  der  Radius  OB  beliebig  gewählt  wurde,  in  allen 
Punkten  des  Raumes,  fi  »  0. 


XIX. 

Stokes's  fheory  of  aberration  in  the  suppositioii  of  a  variable 

density  of  the  aether. 

(AmsterduzL,  Zittingsverlag  Akad.  v.  Wet.  7  [1899],  p.  623;  AmBterdam  Pioceed- 

ings  1898—1899,  p.  443.) 


In  the  iheory  of  aberration  that  has  been  proposed  by  Stokes 
it  must  be  assumed  that  the  aether  has  an  irrotational  motion,  and 
that,  all  oyer  the  earth's  snrface,  its  velocity  is  eqnal  to  that  of  the 
planet  itself ,  in  its  yearly  motion.  These  two  conditions  are  eaBÜj 
shown  to  contradict  each  other,  if  the  aether  is  understood  to  haie 
everywhere  the  same  invariable  density.^) 

Prof.  Planck  of  Berlin  had  the  kindness  to  call  my  attention  to 
the  fact  that  both  conditions  might  be  satisfied  at  the  same  time,  if 
the  aether  were  compressible  and  subject  to  gravity,  so  that  it  could  be 
Condensed  aronnd  the  earth  like  a  gas.  It  is  true  that  a  certain  amonnt 
of  sliding  is  not  to  be  avoided,  bnt  the  relative  velocity  of  the  aether 
with  regard  to  the  earth  may  be  made  as  small  as  we  like  by  sup- 
posing  the  condensation  suf&ciently  large. 

At  my  request  Prof.  Planck  permitted  me  to  commnnicate  his 
treatment  of  the  case;  it  is  as  follows. 

Instead  of  considering  the  earth  moving  through  the  aether,  we 
shall  suppose  the  planet  to  be  at  rest,  and  the  aether  to  flow  along 
it;  this  comes  to  the  same  thiug.  Let  this  motion  be  steady  biA 
irrotational,  and  let  the  velocity  at  infinite  distance  be  c,  eonstint  in 
direction  and  magnitnde.  Let  the  aether  obey  Boyle's  law  and  be 
attracted  by  the  earth  according  to  the  law  of  Newton. 

We  shall  place  the  origin  of  coordinates  in  the  centre  of  the  planet 
and  give  to  the  axis  of  0  the  direction  of  the  velocity  c,  Finally  we 
shall  call  the  distance  to  the  centre  r,  the  radins  of  the  earth  r^,  the 
velocity-potential  9,  the  pressure  p,  the  density  k,  and  the  potential 


^  See  Art.  XIV  of  thig  collection,  §  6. 
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of  grayitj  per  unit  mass  F.     We  shall  denote  by  fi  the  constant  ratio 
-  ,  and  by  g  the  value 

of  the  acceleration  at  the  sorface  of  the  earth. 

The  motion  will  be  determined  by  the  equations 

f.(*l9+Ä('lf)+Ä(*lf)-« CD 

and 

/¥+''+T{(if)"+0+(iiri-«"^  •  •  (2) 

The  problem  becomes  much  simpler,  if,  in  the  second  equation, 
we  suppose  the  Tariations  of  the  Square  of  the  Telocity  to  be  much 
smaller  than  those  of  either  of  the  first  terms.     We  may  then  write 


f 


or,  smce 


-j^  +  F=  const., 

r  ' 


log  k  —  (ig-^  =  const. 
If  ^  is  the  density  at  the  surface,  and 

the  last  equation  becomes 

logÄ-logÄo-a(7-^)-0 (3) 

As  we  see,  our  simplification  consists  in  this,  that  the  distribution 
of  the  aether  is  independent  of  its  motion ,  that  is  to  say  that  it  is 
Condensed  to  the  same  degree  as  if  it  were  at  rest. 

Substituting  the  value  of  h  firom  (3)  in  (1),  we  find  a  differential 
equation  for  the  determination  of  q>.    It  can  be  satisfied  by 

^_,[a(^_l)  +  6(^+l)r^,    ....    (4) 

the  form  of  the  Solution  being  chosen  with  a  riew  to  the  remaining 
conditions  of  the  problem.    These  are 

1*^.  for  r  —  oo 


2^.  for  r  —  Tq 


dx       dy  '       ÖM 

dr        ^' 
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They  giye  us  the  following  relations  between  the  integratioiircoii- 
stants  a  and  b: 

-a  +  6-c (5) 

^-i-^^  +  V  +  'y^'^ (6) 


The   Telocity   with    which   the   aether  slides   alongf    the    earlh  is 
found  to  be 


«» 


v  — j^-c    ''oft  sind, (7) 

where  d  is  the  angle  between  the  radius  of  the  point  considered  and  the 
direction  of  the  velocity  c.  Now,  Planck  obseryes  that,  on  account  of  (6), 

if  only  ~  be  large  enough,  a  will  be  yery  small  relatiTely  to  6,  so 

thaty  as  (5)  shows,  b  is  nearly  eqoal  to  c    Bat  then,  the  valae  of  v 
given  by  (7)  will  be  a  yery  small  fraction  of  c  itself. 

If  the  quotient  of  the  pressure  and  the  density  had  the  same 
Talue  for  aether  as  for  air  of  0^,  and  if  the  force  of  gravitj  acted 
with  the  same  intensity  on  the  aether  as  on  ponderable  matter,  we 
should  haye 

—  =»  800,  approximately. 

The  sliding  woold  then  be  absolutely  imperceptible,  but  it  shoold 
be  noticed  that  this  would  be  due  to  an  enormons  condensation,  the 
ratio  n  between  the  densities  for  r  ^  r^  and  r  —  oo  being  by  (3) 


a 


In  Order  that  the  aether  may  follow  the  earth  in  its  motion  so 
far  as  is  necessary  for  the  explanation  of  the  phenomena,  we  need  not 
require  that  the  condensation  should  have  such  a  high  yalue.    Of  course 

it  would  be  less,  if  either  -   or  ^  were  smaller  than  for  air. 

We  can  easily  determine  what  degree  of  condensation  must  ne- 
cessarily  be  admitted.  Indeed,  the  constant  of  aberration  may  be  reckoo- 
ed  to  agree  to  within  Y,  per  cent  with  the  value  giren  by  the  elementary 
theory  of  the  phenomenon;  consequently,  in  the  theory  of  Stokes, 
the  velocity  of  sliding  should  be  no  more  than  about  V,  per  cent  of  the 

earth's  velocity.    Now,  putting  —  =  10,  I  find  for  the  maximum  value 
of  the  velocity  of  sliding  0,011  c.     If  —  =-  11,  this  value  would  be 

0,0055  c    Thus  we  are  led  to  the  conclusion  that  —  cannot  be  much 

different  from  11,  so  that  the  least  admissible  value  of  the  condensa- 
tion is  nearly  n  *  e^^. 
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Galculations  which  we  shall  omit  here  may  serve  to  estimate  the 
error  that  has  been  committed  in  simplifying  the  equation  (2).  It  is 
found  that  far  away  from  the  earth  the  error  may  become  rather  large, 
but  that  nearer  the  surface,  precisely  on  account  of  the  smallnesB  of 
the  Telocity  in  these  parts,  we  need  not  trouble  ourselyes  about  it. 
ThnSy  what  has  been  said  about  the  condensatioD  may  be  true,  eyen 
though  the  state  of  motion  in  the  rarefied  aether,  at  great  distances^ 
differ  more  or  less  from  that  represented  by  the  equation  (4). 

Strictly  speaking,  the  condensation  must  be  still  more  considerable 
than  the  value  we  haye  found  to  be  necessary.  If  the  aether  is  attract- 
ed  by  the  earth,  it  is  natural  to  suppose  that  it  is  likewise  acted  on 
by  the  sun;  thus,  the  earth  will  describe  its  orbit  in  a  space  in  which 
the  aether  is  already  Condensed.  In  this  dense  aether  the  earth  must 
produce  a  new  condensation. 

Of  course  it  is  not  necessary  that  the  attraction  follow  precisely 
the  law  of  inverse  Squares;  any  law  which  leads  to  a  sufficient  con- 
densation will  suffice  for  our  purpose.  To  understand  the  connezion 
between  the  condensation  and  the  yelocity  of  sliding,  we  may  consider 
a  simple  case.  Let  the  aether  haye  a  constant  small  density  k  out- 
side  a  certain  sphere  S  with  radius  r^,  concentric  with  the  earth,  and 
within  this  sphere  a  constant  density  h'  >Jo.  Also,  let  W  be  the  part 
situated  between  the  sphere  and  the  earth,  of  a  plane  passing  through 
the  centre  of  the  planet,  and  perpendicular  to  its  translation. 

If  the  earth  were  at  rest,  and  the  aether  flowed  along  it,  the 
plane  W  would  be  trayersed  by  a  quantity  of  aether,  equal  to  that 
which  enters  the  sphere  S  on  one  side  and  leayes  it  on  the  other  side. 

If  this  shall  be  the  case,  the  yelocities  inside  the  sphere  must  be  of 

kr  ' 
the  Order  ^ ,   ,  * — ^  c,  if  outside  the  surface  they  are  of  the  order  c. 

If  we  wish  to  maintain  the  theory  of  Stokes  by  the  supposition 
of  a  condensation  in  the  neighbourhood  of  the  earth,  it  will  be  ne- 
cessary to  add  a  second  hypothesis,  namely  that  the  yelocity  of  light 
is  the  same  in  the  highly  Condensed  and  in  the  not  Condensed  aether. 
This  is  the  theory  that  may  be  opposed  to  that  of  Fresnel,  accord- 
ing  to  which  the  aether  has  no  motion  at  all.  In  comparing  the 
two  we  should,  I  belieye,  pay  attention  to  the  following  points. 

1.  The  latter  theory  can  ouly  serye  its  purpose  if  we  introduce 
the  well  known  coefficient  of  Fresnel,  conceming  the  propagation 
of  light  in  moying  media.  Now,  the  yalue  of  this  coefficient  has  been 
yerified  by  direct  measurements^)  and  may  be  calculated  by  means  of 
well  founded  theoretical  considerations.*)    It  might  be  deemed  strauge, 

0  See  Art  XIY  of  this  colleetion,  §  28. 
*)  These  will  be  gi^en  in  a  later  paper. 
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if  in  these  ways  we  arriTed  precisely  at  the  yalue  that  ia  required  bj 
a  wrong  theory. 

2.  If  we  hope  some  day  to  account  for  the  force  of  gravitation 
by  means  of  actions  going  on  in  the  aether,  it  is  natural  to  suppoae 
that  the  aether  itself  is  not  subject  to  this  force. 

On  these  and  other  grounds,  I  consider  Fresnel's  theory  as  the 
more  satisfactory  of  the  two.  Prof.  Planck  is  of  the  same  opinion. 
Nevertheless  it  will  be  of  importance  to  consider  the  question  from 
all  sideSy  and  it  is  for  this  reason  that  the  foUowing  remarks  may 
here  be  allowed. 

1.  If  the  large  condensation  that  has  been  spoken  of,  and  the 
constancy  of  the  yelocity  of  propagation,  whateyer  be  the  density,  be 
taken  for  granted,  one  can  indeed  explain  all  observed  phenomena. 
At  leasty  I  have  been  unable  to  find  any  contradiction.  It  is  tme,  as 
has  already  been  stated,  that,  far  away  from  the  earth,  the  eqaation  (4) 
will  no  longer  hold.  In  considering  the  motion  in  those  distant  re- 
gions^  the  square  of  the  velocity  in  the  equation  (2)  has  to  be  taken 
into  account;  also,  the  sun's  attraction  will  have  to  be  considered.  But, 
after  all,  I  find  that  there  can  always  exist  an  irrotational  motion^), 
and  this,  in  addition  to  a  sufiScient  condensation  near  the  earth,  is  all 
that  is  required.^) 

2.  If  we  apply  to  the  moving  aether  the  equations  which  Hertz 
has  proposed  for  moving  dielectrics'),  the  propagation  of  light  will 
obey  very  simple  laws.    Suppose  the  earth  to  be  at  rest  and  the  aether 


^)  The  fondamental  theorem  of  hydrodynamics  according  to  which  the  mo- 
tion of  a  fluid  will  for  ever  be  irrotational,  if  it  was  so  initially,  holds  tme  for 
a  compreBsible  fluid  whose  density  is  a  definite  function  of  the  pressure,  and 
which  is  acted  on  by  a  System  of  conserratiye  forces.  Therefore,  since  the 
attractions  exerted  by  the  heavenly  bodies  are  of  this  kind,  and  since,  if  the 
aether  is  considered  as  compressible ,  it  is  natural  to  assume  the  ezistence  of  a 
definite  relation  between  its  density  and  the  pressure,  it  can  always  have  an  ir- 
rotational motion,  whatever  be  the  degree  to  which  it  is  Condensed  around  the 
sun  and  the  planets.  We  can  form  an  idea  of  this  motion  by  ima^ining  the 
bodies  of  the  solar  System  to  have  been  at  rest  initially,  as  well  as  the  aether 
surrounding  them,  and  then  to  have  acquired  their  velocities. 

*)  It  must  also  be  taken  into  account  that  the  motion  of  the  aether  is  con- 
fined  to  a  certain  space  surrounding  the  bodies  of  the  solar  System,  and  that 
during  the  time  it  takes  a  ray  of  light  to  travel  through  this  space,  the  veloci- 
ties u,  V,  w  of  the  aether  in  a  definite  point  of  space  will  undergo  no  percep- 
table  changes.  Hence,  in  the  equations  which  determine  the  propagation  of  the 
wayes  (see  Art.  XV  of  this  collection)  u,  v,  w  may  be  taken  to  represent  the 
yelocities  existing  at  di£ferent  points  at  one  and  the  same  instant,  so  that  the 
results  will  be  the  same  as  if  the  aether  had  a  steady  motion. 

*)  H.  Hertz,  Über  die  Grundgleichungen  der  Electrodynamik  für  bewegte 
KOrper,  Ann.  Phys.  Ghem.  41  (1890),  p.  369. 
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to  flow,  and  let  the  axes  of  coordinates  be  fixed  in  space.  Then,  if 
b  is  the  dielectric  displacement,  jp  the  magnetic  force,  t)  the  yelocity 
of  the  aether  and  c  that  of  light,  and  if  the  electromagnetic  proper- 
ties  of  the  aether  are  snpposed  to  be  wholiy  independent  of  its  den- 
sity,  the  equations  may  be  pnt  in  the  form^) 


divb  =  0, 


'-4x 


'^K 


/8t       dh\  dSb         d  d 

We  shall  apply  these  eqnations  to  a  steady  motion  with  yelocity- 
potential  (p,  without  supposing  that  diy  \)  yanishes.     We  shall  how 
eyer  neglect  quantities  of  the  order  D^. 

Now  if;  instead  of  t,  we  introduce  as  a  new  independent  yariable 

and  instead  of  b  and  ^  the  yectors  ^'  and  ^'  defined  by 

g;  =  Axc%  +  (ö.^y  ~  ü,©.),  etc., 
and 

$'x  -  ^x  -  4Ä(ü,by  -  öyb,),  etc., 

the  eqnations  become 

diTg'-O, 

8y         dz    °"  c»    dt'  '  ***• 
diT$'-0, 

L    ^ n         ATI* 

dy         dz  dt'  '     ^* 

These  formnlae  haye  the  same  form  as  those  that  would  hold  for 
an  aether  withont  motion,  and  this  is  sufficient  to  obtain  in  a  moment 
the  well  known  theorems  conceming  the  rotation  of  the  waye-fronts 
and  the  rectilinearity  of  the  rays  of  light.  At  the  same  time  we  see 
that  at  the  boundary  of  the  different  layers  of  the  aether,  which  slide 
one  oyer  the  other,  there  neyer  is  a  reflection  of  light. 

^)  In  these  formulae  the  components  of  b  are  denoted  by  b^,  b^,  b^,  and 

ab,      d\      ab, 

the  ezpression  -x \-  -^  +  -« —  by  div  b  (divergence  of  b).     The  other  nota- 

tions  haye  a  similar  meaning. 
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3.  There  seems  to  be  nothing  agminst  the  assomptioii  that,  thongfa 
the  aether  mmj  be  condeiifed  by  grarititioiiy  moleciÜAr  forccB  mre  in- 
capable  of  prodaciiig  this  effeet  In  ihis  wmy  it  mi|^t  be  explained 
that  snudl  masaes,  e.  g.  the  flowing  water  in  Fizeaa'a  experimenta, 
cannot  diag  the  aether  along  with  them.  In  these  eases  the  coefficient  of 
Freanel  wonid  remain  of  nse. 

4.  A  dedaion  between  the  two  theoriea  woold  be  aoon  obtained« 
if  the  phenomena  of  the  dafly  aberration  were  soEEcienÜT  known.^i 
Unfortunately,  this  ia  bj  no  means  the  caae:  eren,  ms  Pro£  ran  de 
Sande  Bakhnvzen  aaaores  me,  one  haa  nerer  pnrpoaelT  examined 
what  the  exiating  obsenrations  teach  na  coneeming  this  aberration. 
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XX. 

über  die  Frage,  ob  die  Erde  in  ihrer  jährlichen  Bewe^ng 

den  Äther  mitführe. 

(AmBterdam,  ZittingsTerlag  Akad.  y.  Wet.,  6  [1B97],  p.  266.) 


Michelson  hat  vor  kurzem  einen  wichtigen  und  in  großem  Maß- 
stäbe ausgeführten  InterferenzTersuch  beschrieben  ^)y  dessen  Zweck  es 
war,  die  Frage  nach  der  Existenz  einer  relativen  Bewegung  des  der  Erd- 
oberfläche zunächst  liegenden  Äthers  gegen  die  höheren  Schichten  dieses 
Mediums  zu  entscheiden.  Der  Mitteilung  seiner  Resultate  läßt  er  einige 
Bemerkungen  über  die  in  der  Aberrationstheorie  notwendigen  oder  zu- 
lässigen Hypothesen  folgen.  Da  sich,  was  diesen  Punkt  betrifft,  dem 
Ton  Michelson  Gesagten  noch  einiges  hinzufügen  läßt,  so  erlaube  ich 
mir,  die  nachstehenden  Betrachtungen  mitzuteilen. 

§  1.  In  meiner  Abhandlung  über  den  Einfluß  der  Erdbewegung 
auf  die  optischen  Erscheinungen^  habe  ich  folgende  Annahmen  zu- 
grunde gelegt: 

A,  Durchsichtige  ponderable  Körper  enthalten  Äther,  der  sich  frei 
bewegen  kann.  An  der  Grenze  zweier  durchsichtiger  Körper,  oder  eines 
solchen  und  eines  luftleeren  Raumes,  ändert  sich  die  Geschwindigkeit 
des  Äthers  kontinuierlich. 

B,  Die  Bewegung  des  Äthers  ist  irrotationell;  es  besteht  also  ein 
Geschwindigkeitspotential. 

C,  Die  Mitführung  der  Lichtwellen  durch  durchsichtige  ponderable 
Körper  wird  durch  den  bekannten  Fr esnel' sehen  Koeffizienten  bestimmt. 

Was  das  Verhalten  des  in  undurchsichtigen  Körpern  eingeschlossenen 
Äthers  und  die  Lichtbewegung  in  solchen  Körpern  betrifft,  wurden 
keine  besonderen  Hypothesen  eingeführt. 

Es  zeigte  sich  nun,  daß  man  mittels  der  Hypothesen  A^  B  imd  C 
die  Aberration  und  yerschiedene  mit  ihr  zusammenhängende  Erschein- 


^)  A.  A.  Michelson,  The  relative  motion  of  the  earih  and  the  ether,  Amer. 
Journ.  of  Science  (4)  3  (1897),  p.  476. 
')  Art  XIV  dieser  Sammlung. 
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ungen  erklären  kann.  Die  Theorie  ^  zu  welcher  ich  in  dieser  Weise 
gelangte^  umfaßt  als  einen  besonderen  Fall  die  von  Fresnel  her- 
rührende,  in  welcher  der  Äther  als  ruhend  betrachtet  wird,  und  die 
sich,  was  die  durchsichtigen  ponderablen  Körper  betri£Ft,  auf  die  Hypo- 
these C  stützt.  Andererseits  kann  man  meine  Theorie  als  eine  Modi- 
fikation der  Ton  S tokos  Torgeschlagenen  betrachten,  in  welcher  die 
Hypothese  B  als  Ausgangspunkt  dient,  mit  der  weiteren  Annahme, 

D.  daß  an  der  Erdoberfläche  nirgendwo  ein  Gleiten  des  Athen 
stattfinde. 

Schließt  man  sich  dieser  letzteren  Auffassung  an,  so  werden  die 
Voraussetzungen  A  und  C  überflüssig;  wenn  nämlich  der  Äther  an 
der  Erdbewegung  teilnimmt,  so  braucht  man  in  einem  mit  der  Erde 
verbundenen  ponderablen  Körper  nicht  mehr  zwei  sich  relativ  zuein- 
ander verschiebende  Bestandteile  zu  unterscheiden,  und  kann  man  Ton 
einer  Mitführung  der  Lichtwellen  durch  den  einen  dieser  Bestandteile 
nicht  mehr  reden. 

Die  Theorie  von  S tokos  ist  aber,  wie  mir  scheint,  unhaltbar,  weil 
die  beiden  Hypothesen  B  und  D  sich  widersprechen.^)  Diese  können 
nicht  gleichzeitig  angenommen  werden,  und  da  wenig  Aussicht  vor- 
handen ist,  ohne  B  zu  einer  Erklärung  der  Aberration  zu  gelangen  *),  so 
ist  es  nötig,  die  Hypothese  D  faUen  zu  lassen  und  aUo  an  der  Erd- 
oberfläche ein  Gleiten  des  Äthers  zuzulassen.  Auf  diesem  Standponkt 
kann  man  aber  wieder  die  Annahmen  A  und  C  nicht  entbehren. 

Abkürzungshalber  möge  die  auf  A,  B  und  C  beruhende  Theorie 
die  modifizierte  S  tokos 'sehe  Theorie  heißen.  Soweit  ich  sehe,  hat  man 
nur  zwischen  ihr  und  der  Fresnel'schen  Theorie,  die  übrigens  ab 
spezieller  Fall  in  ihr  enthalten  ist,  die  Wahl. 

§  2.  Bei  dem  jetzt  von  Michelson  gemachten  Versuch  dorck- 
liefen  die  beiden  miteinander  interferierenden  Lichtbündel  denselben 
Weg  in  entgegengesetzter  Richtung,  und  zwar  war  dieser  Weg  der 
Umfang  eines  Brochtecks  ABCD,  von  dem  zwei  Seiten  BC  und  DA 
vertikal  standen,  während  die  beiden  anderen  die  Richtung  Ost- West  halben. 
Die  Dimensionen  des  Ryerson-Laboratoriums  in  Chicago  gestatteten, 
diesem  Rechteck  eine  Höhe  von  50  und  eine  Länge  von  200  Fuß  lo 
geben.  An  dem  einen  Ende  A  der  Grundlinie  AB  befand  sich  eine 
mit  einer  durchsichtigen  Silberschicht  belegte  Glasplatte  P,  deren  Ebene 
den  Winkel  des  Rechtecks  halbierte;  an  den  anderen  Eckpunkten  BfC 
und  D  waren  Spiegel  angebracht,  die  wir  nicht  naher  zu  beschreiben 
brauchen.     Die  Strahlen  einer  auf  die  Verlängerung  der  Grundlinie  an 


^)  Siehe  Nr.  XTV  dieser  Sammlung,  §  6. 
«)  Vgl.  Nr.  XVm. 
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der  Seite  von  A  gestellten  Lichtquelle  fielen  nun  in  horizontaler  Rich- 
tung auf  die  Platte  P  und  teilten  sich  hier  in  ein  durchgelassenes  und 
ein  reflektiertes  Bündel.  Ersteres  folgte  dem  Wege  ABC  DA  und 
wurde,  nachdem  es  zu  P  zurQckgekehrt  war,  zum  Teil  durch  die  Glas- 
platte durchgelassen.  Dagegen  liefen  die  zuerst  durch  P  reflektierten 
Strahlen  in  der  Richtung  ADCBA]  was  sie  betrifft,  kommt  es  auf 
den  Teil  an,  der  schließlich  durch  die  Platte  P  in  vertikaler  Richtung 
nach  unten  reflektiert  wurde,  und  mit  den  vorher  genannten,  in  der- 
selben Richtung  sich  fortpflanzenden  Strahlen  zur  Interferenz  kam. 
Die  Interferenzstreifen  wurden  in  einem  Femrohr  beobachtet. 

Um  12  Uhr  Mittags  und  um  Mittemacht  wichen  die  horizontalen 
Seiten  des  genannten  Rechtecks  wenig  von  der  Richtung  der  Erd- 
bewegung  ab;  führte  nun  die  Erde  den  Äther  mit  und  zwar  die  unteren 
Schichten  in  höherem  Maße  als  die  oberen,  so  würde  die  Fortpflanzung 
des  Lichtes  bei  der  einen  Umlaufsrichtung  beschleunigt  und  bei  der 
anderen  verzögert  werden.  Die  Differenz  der  Äthergeschwindigkeit 
oben  und  unten  würde  also  in  den  Phasendifferenzen  eine  Änderung 
zur  Folge  haben,  die  von  Mittag  zu  Mittemacht  das  Vorzeichen  wechselt. 
Es  wurde  daher  untersucht,  ob  die  Interferenzstreifen  von  einer  Stunde 
zur  anderen  ihre  Lage  ändern.  Das  Resultat  war,  daß  die  Verschiebung 
jedenfalls  weniger  betrug  als  den  zwanzigsten  Teil  der  Entfernung 
zweier  Streifen.  Die  größte  sich  aus  den  Mittelwerten  vieler  Ab- 
lesungen ergebende  Verschiebung  hatte  nahezu  diesen  Wert,  aber  die 
einzelnen  Zahlen  gehen  zu  weit  auseinander,  um  mit  Gewißheit  einen 
Schluß  auf  das  Vorhandensein  einer  so  kleinen  Verschiebung  zu  ge- 
statten. 

§  3.  Im  Obigen  war  nur  von  den  Geschwindigkeiten  die  Rede, 
welche  der  Äther  oben  und  unten  in  der  Richtung  der  horizontalen 
Seiten  des  Rechtecks  hatte.  Eine  etwas  genauere  Betrachtung  läßt 
erkennen,  daß  für  jede  beliebige  Bewegung  des  Äthers  der  Einfluß  auf 
die  Phasendifferenzen  durch  das  für  den  Umfang  des  Rechtecks  ge- 
nommene Linienintegral  der  Athergesch windigkeit  bestimmt  wird;  dieses 
Integral  ist  Null,  wenn  die  Bewegung  irrotationell  ist.  Daß  sich  in 
den  Beobachtungen  eine  nachweisbare  Lagenänderung  der  Interferenz- 
streifen nickt  ergeben  hat,  steht  daher  sowohl  mit  der  modifizierten 
Theorie  (freilich  auch  mit  der  ursprünglichen  Theorie)  von  Stokes, 
als  mit  der  Fresnel'schen,  und  also  mit  den  beiden  zulässigen  Theorien 
im  Einklang. 

Das  negative  Resultat  spricht  sogar  noch  etwas  kräftiger  zugunsten 
dieser  Theorien,  als  Michelson's  Betrachtungen  es  vermuten  lassen. 
Man  kann  nämlich  zeigen,  daß  eine  merkliche  Verschiebung  der  Streifen 
nicht  nur   stattfinden  müßte,   wenn   die    vorausgesetzte  Strömung  des 


464  XK.    Über  die  Frage,  ob  die  Erde  in  ihrer 

Äthers  schon  in  einer  Höhe,  die  viel  kleiner  als  der  Erdradius  ist, 
unmerkbar  wäre,  sondern  auch  bei  gewissen  sich  auf  viel  größere  Hohen 
erstreckenden  nicht  irrotationellen  Bewegungen.  Nimmt  man  z.  B.  an^ 
daB  die  Bewegung  des  Äthers  mit  der  einer  inkompressibeln  reibenden 
und  an  der  Erde  haftenden  Flüssigkeit  übereinstimmt,  und  denkt  man 
sich  die  Erdbewegung  um  12  Uhr  Mittags  genau  nach  Westen  gerichtet, 
so  findet  man,  daß  sich  Ton  dieser  Stunde  bis  Mittemacht  die  Streifen 
um  y,  ihrer  Entfernung  hätten  yerschieben  müssen,  was  gewiß  dem 
Beobachter  nicht  entgangen  wäre. 

Ich  glaube  hiemach  sagen  zu  dürfen,  daß  man  sich,  wenn  man 
sich  an  die  Annahme  D  halten  will,  schwerlich  eine  solche  Vorstellung 
von  der  Bewegung  des  Äthers  wird  machen  können,  daß  man  nicht  in 
Widerspruch  mit  Michelson's  Versuch  gerat. 

Freilich  ist  nicht  aus  dem  Auge  zu  verlieren,  daß  dieser  Versuch 
alle  Beweiskraft  verlieren  würde,  wenn  entweder  die  Wände  des  Ge- 
bäudes oder  die  Schlußplatten  der  evakuierten  Rohren,  in  welchen  die 
Lichtstrahlen  liefen,  für  den  Äther  undurchdringlich  wären.  Jedoch 
halte  ich  dies,  wenigstens  was  die  Glasplatten  beia-ifiFt,  für  sehr  unwahr- 
scheinlich. Da,  wie  aus  einem  bekannten  Versuch  von  Fizeau^)  her- 
vorgeht, eine  längere  Wassersäule  den  Äther  ungehindert  durchlaßt, 
so  kann  man  sich  kaum  vorstellen,  daß  die  Platten,  welche  in  Michel- 
son's Vorrichtung  zum  Abschluß  der  horizontalen  Röhren  dienten,  die 
Strahlen  im  Inneren  derselben  gegen  den  Atherstrom  geschützt  haben. 

§  4.  Von  den  beiden  Theorien,  die  nach  dem  in  §  1  Gesagten 
einzig  und  allein  zulässig  sind,  hat  die  Fresnersche  unstreitig  den  Vorzug 
der  größeren  Einfachheit,  und  ich  habe  mich  daher  in  späteren  Unter- 
suchungen dieser  Theorie  angeschlossen  und  angenommen,  daß  alle 
ponderablen  Körper  für  den  Äther  vollkommen  durchlässig  sind.  Damit 
ist  indes  keineswegs  gesagt,  daß  wir  die  allgemeinere  Auffassung,  die 
ich  als  die  modifizierte  Stokes'sche  Theorie  bezeichnet  habe,  gänzlich 
verwerfen  müssen.  Wir  können  auch  diese  annehmen,  wobei  dann  alle 
Entwicklungen,  zu  welchen  die  Anwendung  der  FresneTschen  Auf- 
fassung auf  durchsichtige  Körper  geführt  hat,  ungeändert  bleiben  können, 
so  z.  B.  die  Ableitung  des  Mitführungskoeffizienten  aus  der  elektro- 
magnetischen Lichttheorie.*) 

Ich  muß  auch  bemerken,  daß  es,  was  einen  älteren  von  Michel- 
son  und  Morley  ausgeführten  Versuch,  und  die  in  demselben  liegende 
Schwierigkeit')  betrifft,  keinen  wesentlichen  Unterschied  macht,  ob  man 


»)  Siehe  Art.  XIV  dieser  Sammlung,  §  28. 

*)  Von  dieser  Ableitung  wird  in  einem  späteren  Artikel  die  Rede  sein. 

*)  Siehe  Art.  XVII  dieser  Sammlung. 
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die  eine  oder  die  andere  Theorie  annimmt.  In  diesem  Versuch^  bei 
welchem  zwei  Lichtstrahlen  miteinander  interferierten^  die  in  zuein- 
ander senkrechten  Richtungen  über  gleiche  Strecken  hin  und  herliefen^ 
hatte  sich  ebensowenig  wie  in  dem  oben  betrachteten  ein  Einfluß  der 
Erdbewegung  gezeigt,  ein  Resultat,  das  sich  durch  folgende  auch  Ton 
Fitz  Gerald  angenommene  Hypothese  erklaren  ließ^): 

E.  Die  Dimensionen  des  festen  Körpers  (Metall  oder  Stein),  der 
als  Trager  des  optischen  Apparates  dient,  erleiden  eine  Änderung, 
sobald  er  sich  relativ  zu  dem  ihm  zunächst  Hegenden  Äther  mit  einer 
gewissen  Geschwindigkeit  t;  verschiebt.  Zieht  man  nämlich  in  dem 
Körper  zwei  Linien  L^  und  L^,  von  denen  die  erste  die  Richtung  von 

V  hat,  während  die  andere  senkrecht  darauf  steht,  und  die,  so  lange 

V  ^0  ist,  gleich  lang  sind,  so  wird  infolge  der  Bewegung  das  Ver- 
hältnis •—-  den  Wert 

^        2c« 

annehmen,  wenn  c  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  bedeutet. 

Als  ich  diese  Hypothese  zuerst  aussprach,  hatte  ich  nur  die 
FresnePsche  Theorie  im  Auge,  und  verstand  ich  also  unter  v  die 
Geschwindigkeit  der  Erde.  Man  wird  aber  leicht  einsehen,  daß  auch 
in  der  modifizierten  St okes' sehen  Theorie  die  entsprechende  Annahme, 
in  der  jetzt  v  die  soeben  angegebene  Bedeutung  haben  muß,  für  die 
Erklärung  des  negativen  Ergebnisses  von  Michelson  imd  Morley 
notwendig  und  hinreichend  ist. 

§  5.  Es  möge  jetzt,  mit  Beibehaltung  der  Annahmen  Ä  und  C, 
das  in  §  3  von  dem  Einfluß  einer  beliebigen  Ätherbewegung  Gesagte 
noch  kurz  bewiesen  werden.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  sowohl 
was  den  Äther  als  auch  was  die  Lichtwellen  anbelangt,  auf  die  relative 
Bewegung  in  bezug  auf  die  ponderable  Materie,  also  in  bezug  auf  die 
Erde  achten.  Ist  p  die  Geschwindigkeit  des  Äthers  in  irgendeinem 
Punkte,  c  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ruhenden  Äther,  ^  der 
Winkel  zwischen  einem  Lichtstrahl  und  der  Geschwindigkeit  p,  und 

vernachlässigt  man  (Größen  von  der  Ordnung  ^,  so  findet  man  f&r  die 

Geschwindigkeit  eines  Lichtstrahls,  wenn  er  sich  im  Äther  fortpflanzt, 

c+p  coad', 

und  wenn  er  in  einem  ponderablen  Korper  mit  dem  Brechungsexponenten 
n  weiter  geht*). 


^)  Siehe  Art.  XVU  dieser  Sammlung. 
•)  Vgl.  Art.  XIV,  §  12. 
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-  +  A  COS  d, 

WO  das  letzte  Glied  eben  auf  der  Hypothese  C  beruht. 

Die  Zeity  wahrend  welcher  der  Strahl  ein  Element  ds  durchlauft^ 

ist  also 

ds  ds       p         g.j 

— i X  = ^  cos  ^  a5 

c+p  cos  ^        c         c^ 


im  Äther,  und 


ds  nds       p         ^  , 

—  ^  cos  ^  a5 


c   ,    p         ^         c         c 
n       t* 


in  irgendeinem  ponderablen  Körper,  so  daß  die  durch  die  Äthe^^ 
bewegung  herrorgebrachte  Zeitersparnis  in  beiden  Fallen  durch  den 
Ausdruck 

^  cos  d'  ds 

bestimmt  wird. 

Es  handelt  sich  nun,  wenn  man  sich  stets  des  Huygens'schen 
Prinzips  bedient,  bei  allen  Erscheinungen  der  Reflexion,  Brechimg; 
Interferenz  und  Beugung  um  den  Einfluß  der  Atherbe^egung  auf  die 
Phasendifferenz,  mit  welcher  zwei,  auf  verschiedenen  Wegen  ÄPB 
und  A  QB  von  einem  Punkte  A  nach  einem  Punkte  B  gehende  Licht- 
strahlen in  B  zusammenkommen. 

Die  Änderung  dieser  Phasendifferenz  wird  offenbar  durch  den 
Unterschied  der  fOr  die  beiden  Wege  erreichten  Zeitersparnisse  be- 
stimmt, und  hierfür  hat  man  nach  dem  soeben  Gesagten 

I  p  aosd'ds  —  f  p  cos  d  ds 

APB  AQB 

oder,  wenn  man  den  zweiten  Integrationsweg  umkehrt, 


c« 


cos  ^ds  +  I  p  cos  d'ds  ^-%  \  p  cos  ^  ds 

BdA  APBQA 


Für  den  gesuchten  Einfluß  ist  somit  lediglich  das  Linienintegnl 
der  Geschwindigkeit  p  längs  des  geschlossenen  Weges  APBQÄ  dobB- 
gebend,  woraus  sofort  folgt,  daß  er  um  so  erheblicher  ist,  je  weiter 
die  beiden  betrachteten  Wege  auseinander  gehen.  Nach  einem  bekann- 
ten Satze  hangt  nämlich  das  fOr  eine  geschlossene  Linie  berechnete 
Integral  mit  der  Große  einer  Ton  dieser  Linie  begrenzten  Fläche  zu- 
sammen. 

§  6.  Wenn  wir  das  oben  Gesagte  auf  den  in  dieser  Mitteilung 
besprochenen  Versuch  anwenden  wollen,  so  können  wir  damit  anfiungsD, 
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die  LichtbeweguDg  zu  bestimmen,  welche  in  der  Ebene  des  Interferenz- 
bildes durch  diejenigen  Wellen  hervorgebracht  wird,  welche  sich  auf 
dem  einen  Weg  fortgepflanzt  haben.  Sodann  betrachten  wir  die  Wellen, 
welche  den  zweiten  Weg  eingeschlagen  haben,  und  schließlich  die  Inter- 
ferenz der  beiden  Lichtbewegungen. 

Bei  der  Behandlung  der  ersten  Frage  fassen  wir  zunächst  einen 
bestimmten  Punkt  L  der  Lichtquelle  und  einen  bestimmten  Punkt  W 
der  Bildebene  ins  Auge.  Zwischen  diesen  können  wir  zahlreiche  ge- 
brochene Linien  Laßy  -  -  -  W  ziehen,  derart,  daß  der  Punkt  a  irgendwo 
in  der  ersten  spiegelnden  oder  brechenden  Flache  liegt,  der  Punkt  ß 
in  der  zweiten  Fläche  usw.  Die  Bewegung,  welche  der  leuchtende 
Punkt  L  in  W  hervorbringt,  können  wir  nun  der  Zusammenwirkung 
vieler  Schwingungen,  die  sich  längs  der  genannten  Linien  fortgepflanzt 
haben,  zuschreiben.  Folgen  zwei  derselben  den  Wegen  Laßy  '  *  -  W 
und  La  ß'y  •  •  •  TF,  so  ist  der  Einfluß  der  Atherbewegung  auf  die 
Phasendifferenz,  die  sie  in  W  gegeneinander  haben,  dem  Linienintegral 
der  Geschwindigkeit  p  für  den  Weg  Laß  •  •  •  TT-  •  •  ß'a'L  proportional. 
Da  nun  dieser  Weg  eine  Fläche  begrenzt,  die  viel  kleiner  ist  als  das  in 
§  2  genannte  Rechteck,  und  da  bereits  für  die  dieses  letztere  um- 
kreisenden Lichtbündel  der  Einfluß  der  Bewegung  nur  sehr  klein  sein 
kann,  so  dürfen  wir  die  Zeitersparnis  für  alle  Wege  Laß  •  *  W, 
La'ß^  • ' '  W  usw.  gleichsetzen.  Folglich  interferieren  sämtliche  in  W 
ankommenden  Schwingungen  mit  denselben  Phasendifferenzen,  als  ob 
der  Äther  in  Ruhe  wäre,  und  wird  an  der  resultierenden  Amplitude 
nichts  geändert.  Nur  die  Phase  der  resultierenden  Schwingung  wird 
unter  dem  Einfluß  der  Atherbewegungen  eiü  wenig  verschoben,  und 
zwar  um  ebensoviel  wie  die  Phasen  der  einzelnen  Schwingungen,  die 
wir  miteinander  zusammenzusetzen  haben,  d.  h.  um  einen  Betrag,  welcher 
der  Zeitersparnis  auf  dem  Wege  Laß » - '  W  entspricht. 

Ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  das  zweite  der  interferierenden 
Lichtbündel.  Auch  für  die  durch  dieses  in  der  Bildebene  hervor- 
gebrachte Lichtbewegung  gilt,  daß  die  Amplitude  nicht  von  der  Äther- 
bewegung beeinflußt,  die  Phase  aber  um  eine  Größe  geändert  wird, 
die  von  dem  für  einen  der  Strahle  des  Bündels,  etwa  Lab"W  berech- 
neten Linienintegral  der  Geschwindigkeit  abhängt. 

§  7.^)  Die  Änderung  der  Phasendifferenz,  mit  der  die  Interferenz 
stattfindet,  wird  nun  schließlich  nach  dem  in  §  5  Gesagten  durch  den 
Ausdruck 


iß 


cos  d'  ds 
gegeben,  wo  sich  das  Integral  auf  den  Weg  Laß  •  •  •  TF  •  •  •  iaL^  d.  h. 


^)  In  dieser  Ausgabe  hinzugefügt. 


468  ^^*     ^6'  dl®  Frage,  ob  die  Erde  in  ihrer 

bei  der  yon  Michelson  benutzten  Anordnung  auf  zwei  Umlaufe  um 
das  Rechteck  in  gleichem  Sinne  bezieht.  Ist  also  J  das  Integral  fär 
einen  einmaligen  Umlauf,  dann  ist  die  gesuchte  Änderung;  wenn  man 
sie  in  Sekunden  ausdrückt 

imd  also,  wenn  man  sie,  wie  gewöhnlich,  in  Schwingungszeiten  oder 

Wellenlängen  angibt, 

2J 

wenn  k  die  Wellenlange  bedeutet. 

Wir  wollen  nun  die  Große  c7  für  die  in  §  3  genannte,  mit  der 
Strömung  einer  reibenden  Flüssigkeit  übereinstimmende  Atherbew^^ung 
berechnen.  Dabei  legen  wir  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  in  den 
Mittelpimkt  der  Erde,  die  y-Achse  durch  den  Beobachtungsort  imd  die 
rr-Achse  in  die  Richtung  der  Erdbewegung,  Ton  welcher  wir  annehmen, 
daß  sie  den  horizontalen  Seiten  des  oftgenannten  Rechtecks  parallel 
ist.  Wir  haben  dann^)  für  die  Komponenten  der  Athergeschwindigkeit 
in  allen  Punkten  der  Ebene  des  Rechtecks 

v^-Rgxy     ^,     ,    w-0, 

wenn  r  die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  Ton  dem  Mittelpunkt 
bedeutet,  R  den  Radius,  und  g  die  Geschwindigkeit  der  Erde.  Nach 
einem  bekannten  Satze  wird  nun  das  Liniemutegral  der  Geschwindig- 
keit für  eine  unendlich  kleine  Linie,  die  in  der  xy-Ebene  einen  Flächen- 
inhalt (o  umschließt,  durch  den  Ausdruck 


\dx      dyl 


dyl 
gegeben. 

Man   darf  dies   auf  Michelson's  Rechteck  anwenden,   und  hat 

also,  wenn  man  die  Länge  und  Höhe  desselben  mit  a  und  h  bezeichnet, 

und  nach  AusfÜhruDg  der  Differentiation 

x^Oy    y  ^r  ^  R 

setzt, 

T       fdv       ^t«\    ,         8  gab 

Die  Änderung  der  Phasendifferenzen,  welche,  sei  es  um  Mittag  oder 
um  Mittemacht,  aus  der  Atherbewegung  entsteht,  betragt  also 

^g  ah 


*)  Vgl.  oben,  p.  849. 
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und  hieraus  ergibt  sich^  wenn  man  beachtet,  daß  zu  den  beiden  Zeiten 
die  Bewegung  entgegengesetzten  Einfluß  hat,  für  die  Änderung,  welche 
Ton  der  einen  Zeit  zu^:  anderen  stattfindet,' 


6^ 


g  ab 


e  BX' 


Bei  Michelson's  Anordnung  war  a  »  6000  und  b  ^1500 cM.    Setzt 
man  femer  JJ  »=•  6,4  x  10*  cM,  il  =-  5,9  x  10"*cJf ,  und  berücksichtigt 


9 


man,  daß  —  »  10 ~^  ist,  so  erhält  man  für  den  obigen  Ausdruck  un- 


c 


gefahr  \,  Es  wäre  daher,  wie  bereits  in  §  3  gesagt  wurde,  eine  Ver- 
schiebung der  Interferenzstreifen  um  diesen  Bruchteil  ihrer  Entfernung 
zu  erwarten. 


XXI. 

Snr  la  m^thode  dn  miroir  toarnant  ponr  la  ditenninatioii  de  la 

vitesse  de  la  lamMre. 

(Archives  n^erlandaises  (2)  6  [1901],  p.  308.) 


Dans   un   memoire   de  rannte   pass^e  Gornn^)  a  emis   qaelqni 
doutes  sur  Texactitude  de  la  methode  du  miroir  tournante  qui  a  e 
employ^  par  Fizeau  et  Foucault  et  dont  Miclielson  et  Newco: 
se  sont  servis  dans  leors  travaux  bien  connos  sur  la  vitesse  de  la  K^^ 
mi^e.    Le  pliysicien  franfais  se  demande  d'abord  si  on  a  bien  le  dnoi> 
d'appliquer  les  lois  ordinaires  de  la  r^flexion  ä  un  miroir  qui  est  anixse 
d'une  rotation  rapide;  U  craint  qu'un  tel  miroir  n'entrame  un  peu  k 
faisceau  lumineux  et  que,  pour  cette  raison^  le  r^sultat  des  mesures  ne 
soit  un  peu  trop  bas.     Une  erreur  pourrait  egalement  resulter  de  oe 
que  le  rayon  qui  est  refu  par  le  miroir  fixe  se  d^place  sur  la  snrfaoe 


Fig.  87. 

de  ce  demier  avec  une  yitesse  qui  devient  comparable  ä  oelle  de  U 
lumiere.  Enfin^  Gornu  parle  de  Tentrainement  des  ondes  par  le  tonr- 
billon  d'air  qui  entoure  le  miroir  mobile^  et  d'ime  certaine  difficnlt^ 
qu'on  trouve  ä  d^crire  exactement  le  cours  des  rayons  et  le  mode  de 
formation  des  images. 

Ces  remarques  m'ont  conduit  ä  quelques  considerations  que  je  me 
permets  de  communiquer  dans  les  pages  suivantes.  Quoiqu'elles  laia- 
sent  encore  beaucoup  ä  d&irer  au  point  de  vue  de  la  rigneur,  elles  w» 
semblent  bien  propres  ä  dissiper  les  doutes  que  je  viens  de  rappeler. 


')  A.  Gornn,  Sur  la  yiteese  de  la  Imni^re.    Rapporte  pr^eentdi  an  Gongi^ 
international  de  Physique  de  1900,  T.  2,  p.  226. 
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§  1.  Eoq^eriences  de  JAichelson  et  de  New  comb.  Je  commencerai 
par  une  description  sommaire  des  appareils  dont  se  sont  servis  les 
savants  americains  et  j'en  indiquerai  approximativement  les  dimensions. 
Dans  les  observations  de  Michelson^)  (Fig.  37),  le  miroir  tournant 
Bf  dont  le  diam^tre  etait  de  3  cm,  se  trouvait  ä  une  distance  de 
1020  cm  de  la  fente  eclair^  8,  et  ä  une  distance  de  3960  cm  de  la 
lentille  convergente  L.  Gelle-ci  avait  une  distance  focale  de  4600  cm 
et  un  diametre  de  20  cm. 

Le  miroir  fixe  M  ^tait  plan;  il  ^tait  ^loign^  de  60500  cm,  et  avait 
ä  peu  prfes  la  meme  grandeur  que  la  lentille.  Pour  257  revolutions 
par  seconde,  la  deviation  de  Timage  de  la  fente  s'est  Sievee  ä  13,3  ein. 
Ajoutons  encore  que,  dans  une  r^petion*)  de  ses  mesures,  Michelson 


Pig.  88. 

a  remplace  le  miroir  plan  M  par  un  miroir  l^g^rement  concave,  de 
36  cm.  de  diametre. 

Le  dispositif  de  Newcomb*)  (Fig.  38)  a  ete  un  peu  different. 
il  a  plac^  la  lentille  L  entre  la  fente  8  et  le  miroir  toumant,  tout 
pr^s  de  ce  demier.  Avec  la  fente,  cette  lentille  constituait  un  colli- 
mateur,  et  le  faisceau  de  retour  ^tait  re9u  dans  une  lunette  k  laqueUe 
on  pouvait  donner  ime  rotation  autour  d'un  axe  vertical  comcidant 
avec  celui  du  miroir  mobile.  La  lunette  se  trouvait  dans  un  plan 
horizontal  situ^  au  dessus  ou  au  dessous  du  collimateur,  ce  qui  exigeait 
une  certaine  hauteur  (8,5  cm.)  du  miroir.  Ce  demier  etait  un  prisme 
carre,  poli  sur  les  quatre  faces,  ce  qui  contribuait  ä  augmenter  Feclat 
de  rimage.  Dans  le  m^me  but,  on  emplojait  deux  miroirs  fixes,  un 
peu  concaves  et  plac^s  Fun  ä  cöt^  de  Tautre. 

Les  dimensions  de  ces  appareils  ont  ete  les  suiyantes: 
Longueur  du  collimateur  et  de  la  lunette  230  cm. 


')  A.  A.  MicheUon,  £)zperimental  determination  of  the  velocity  of  light. 
Astronomical  papers  prepared  for  the  use  of  the  American  Ephemeris  and  Nau- 
ücal  Almanac,  Vol.  I,  Part  m,  p.  116,  1880. 

*)  A.  A.  MicheUon,  Supplementaiy  measures  of  the  velocity  of  light  in  air 
and  water.    Astronomical  papen  etc.,  Vol.  II,  p.  237,  1888. 

*)  S.  Neweomb,  Measnres  of  the  relocity  of  light.  Astronomical  papers  etc., 
Vol.  n,  p.  118,  1882. 
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Diametre  des  objectifs  3,5  cm. 

Largeur  des  faces  du  miroir  tournant  3,75  cm. 

Diametre  de  chaque  miroir  fixe  40  cnou 

Rayon  de  courbure  jie  ces  miroirs  300  000  cm. 

Distance  des  miroirs  (dans  les  exp^riences  que  Newcomb  consi- 
d^re  comme  les  meilleures)  370  000  cul 

Le  nombre  des  r^volutions  par  seconde  a  ^t^  d'enyiron  210,  ce 
qui  a  produit  une  d^viation  angulaire  du  rayon  de  retour  de  13000''. 
G'est  le  double  de  cet  angle  qu'on  a  directement  mesur^;  en  effet,  on 
a  toujours  combine  deux  exp^riences  dans  lesquelles  le  miroir  a  toum^ 
en  directions  opposees. 

Le  resultat  final  de  Newcomb, 

299  860  ±  30  kilom^tres  par  seconde, 

s'accorde  tr^s  bien  ayec  les  nombres 

299910  ±50 
et 

299  850  ±60 

que  Micbelson^)  a  deduits  de  ses  deux  s^ries  d'experiences. 

§  2.  Bemarqties  sur  la  formation  de  Timage,  Le  cours  des  rayons 
soul^ye  quelques  questions  d'optique  g^ometrique  sur  lesquelles  je  n'in- 
sisterai  pas  longuement.  Je  rappellerai  seulement  une  condition  essen- 
tielle, sans  laquelle  la  metbode  serait  impraticable,  c'est  que,  s'il  n'y  a 
pas  de  rotation,  la  position  de  Timage  observee  de  la  fente  —  que  je 
nommerai  la  deuxieme  image  —  doit  etre  ind^pendante  de  la  position 
particuli^re  qu'on  a  donn^  au  miroir  mobile.  II  en  sera  rigoureuse- 
ment  ainsi,  pour  cbaque  forme  du  miroir  M,  taut  que  la  premim 
image  de  la  fente,  formee  par  la  lentille  £,  se  trouye  exactement  danf 
la  surface  de  üf  ;  et  meme,  dans  le  cas  d'un  miroir  concaye,  ayant  son 
centre  de  courbure  dans  Taxe  de  rotation  de  JS,  la  condition  sera  rem- 
plie  encore  si  la  premi^re  image  est  situöe  en  ayant  ou  en  arri^  de  M. 

En  effet,  en  designant  par  l  la  distance  LM,  par  V  la  distance 
de  la  premiere  image  au  miroir  fixe,  et  par  jdi  la  yariation  qu'ime 
lagere  rotation  de  R  fait  subir  ä  Tangle  d'incidence  sur  M  pour  k 
rayon  central,  c'est  ä  dire  pour  celui  qui  a  6i6  refl^hi  par  le  centre 
de  JR,  on  trouve  facilement 

l±l ^' 

pour  le  deplacement  correspondant  du  point  central  de  la  deuxitene 
image.     Dans  cette  formule,  oü  il  faut  prendre  le  eigne  sup^neor  fli 


')  Aetronomical  papers  etc.,  Vol.  ü,  p.  244. 
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la  premiere  image  se  trouve  derriere  M,  le  deplacement  est  mesur^  par 
Tangle  sous  lequel  il  serait  vu  par  un  obseryateor  plac^  au  lieu  de  la 
lentille  L.  Or^  ce  deplacement  s'annule  dans  run  des  cas  que  je  viens 
d'indiquer  parce  que  V  »  0^  et  dans  I'autre  parce  que  z/t  =  0. 

Des  que  Texpression  (1)  est  differente  de  0,  la  rotation  du  miroir 
imprimera  au  point  central  de  la  deuxi^me  image  un  mouvement  hori- 
zontal qui  est  enti^rement  independant  de  la  deviation  qu'il  s'agit 
d'observer.  Le  manque  de  nettete  de  la  deuxi^me  image  qui  en  est  la 
consequence,  s'ajoutera  ä  celui  qui^  pour  ehaque  position  particuli^re 
du  miroir  tournante  est  produit  par  le  pointage  imparfait.  J'ai  calcule 
que  dans  les  exp^riences  de  Michelson  ces  deux  cons^quences  d'un 
defaut  de  pointage  ont  ä  peu  pr^s  la  meme  importance. 

Meme  dans  le  cas  oü  T  «=  0^  il  y  a  encore  la  diffracUon  qui  nuira 
ä  la  nettete  de  Timage;  il  en  faudra  tenir  compte  dans  la  considera- 
tion  de  la  premiere  image  aussi  bien  que  de  la  seconde.  On  voit  fa- 
cilement  que  chez  Micbelson  c'est  le  miroir  toumant  qui  joue  le  role 
du  diaphragme  relativement  le  plus  etroit^  et  que  la  largeur  &  de  ce 
miroir,  multipli^  par  le  cosinus  de  l'angle  d'incidence  a,  doit  etre 
regard^e  comme  la  largeur  de  Touverture  qui  produit  la  difi&action 
dans  la  premiere  image.  On  en  deduit  que  la  largeur  de  cette  image 
sera  d'un  ordre  de  grandeur  donne  par 


bcoBa' 


oü  A  est  la  longueur  d'onde.     La  yaleur  de  cette  expression  est  en- 
yiron  1,2  cm.,  l'angle  d'incidence  ayant  6t6  de  9^. 

Dans  Tappareil  de  Newcomb  c'est  plutöt  l'objectif  du  collimateur 
qui  d^termine  le  ph^nomene;  ici  je  trouve  pour  la  premiere  image  une 
largeur  d'environ  6  centim^tres.  On  peut  maintenant  regarder  cette 
image  comme  un  objet  qui  envoie  ses  rayons  vers  la  limette;  c'est 
ainsi  que  les  effets  de  diffiraction  de  la  premiere  image  se  fönt  sentir 
dans  la  seconde,  oü  ils  se  trouvent  encore  compliqu^s  par  la  dif&ac- 
tion  qui  se  produit  sur  le  chemin  de  retour.  II  n'est  pas  necessaire 
d'entrer  dans  les  d^tails;  en  effet,  comme  l'image  dans  la  lunette  de 
l'objet  en  question  a  une  largeur  comparable  a  celle  qui  serait  causee 
par  la  deuxi^me  diffiuction  seule,  on  pourra  se  bomer  ä  considerer 
cette  demi^re,  s'il  s'agit  seulement  d'^valuer  le  d^r^  de  nettete  de  la 
deuxieme  image.  En  tenant  compte  de  ce  que  le  miroir  12  n'est  pas 
toujours  enti^rement  ^lair^  par  le  faisceau  de  retour,  je  trouye  que 
chez  Newcomb  la  largeur  angulaire  de  l'image  obsenr^  doit  ayoir 
ete  d'environ  8^',  et  que  chez  Michelson  la  diSraction  a  cause  un 
äargissement  de  0,04  cm.  Ge  demier  chiffi-e  s'accorde  assez  bien  avec 
le  degre  d'exactitude  qui  a  ^t^  atteint,  mais  il  semble  que  les  mesures 
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de  Newcomb  auraient  ete  encore  plus  precises,  si  la  diffiraction  avait 
ete  la  principale  cause  d'erreur.  Sous  ce  rapport  il  est  interessant  de 
noter  que  dans  une  Observation  oü  le  miroir  B  etait  tenu  immobile^) 
la  largeur  de  la  premi^re  Image  a  meme  surpass^  le  diamfetre  du  mi- 
roir fixe.  Pour  une  raison  que  je  ne  saurais  indiquer^  la  rotation  ra- 
pide a  ameliore  les  Images. 

II  est  encore  interessant  de  comparer  entre  eux  les  effets  de  la 
diffraction  et  d'un  pointage  defectueux;  en  efiPet;  on  calcule  facilement 
la  yaleur  qu'on  peut  attribuer  ä  la  distance  V  dans  Texpression  (1), 
Bans  que  le  manque  de  nettete  du  ä  Terreur  de  pointage  surpasse  celui 
qui  est  la  suite  de  la  diffraction.  De  cette  mani^re  je  suis  arrive  a 
r  =  800  cm.  pour  les  experiences  de  Michelson;  dans  Celles  de  New- 
comb la  premi^re  image  peut  m^me  avoir  ete  eloiguee  du  miroir  fixe 
de  10  000  cm.  sans  que  la  deuxieme  image  en  sou£Erirait  beaucoup. 

§  3.  Reflexion  par  un  miroir  toumant.  Abordons  maintenant  les 
questions  posees  par  Cornu^  en  negligeant  d'abord  toute  influence  de 
Tair  et  en  supposant  que  T^ther  n'ait  pas  participe  ä  la  rotation.  On 
sait  quel  a  ete  le  succes  de  cette  hypothese  d'un  ^ther  immobile  dans 
la  theorie  de  l'aberration  astronomique  et  des  pbenomfenes  qui  s'y 
rattachent.  En  Tadoptant  egalement  dans  le  probl^me  qui  nous  occupe 
actuellement,  on  aura  Tayantage  que  Tinfluence  de  la  rotation  ne 
s'exerce  qu'au  moment  oü  les  ondes  se  reflechissent,  leur  propagation 
dans  Tether  n'en  etant  aucunement  modifiee.  Malheureusement,  malgre 
cette  simplification,  il  y  a  des  difficultes  mathematiques  consid^rables; 
aussi  n'ai  je  pas  reussi  ä  etablir  pour  des  corps  toumants  une  theorie 
aussi  simple  et  aussi  rigoureuse  que  celle  qui  s'applique  ä  un  Systeme 
anime  d'un  mouvement  de  translation.  J'ai  du  me  contenter  d'une 
application  du  principe  de  Huygens  sous  la  forme  qu'on  lui  donne 
dans  la  theorie  elementaire  de  la  diifraction. 

II  est  naturel  de  penser  d^abord  ä  un  entrainement  des  rayons  par 
le  miroir  toumant.  Si  un  tel  entrainement  avait  pour  eflFet  de  faire 
toumer  le  rayon  reflechi  dans  le  sens  de  la  rotation,  d'un  certain 
angle  a,  ä  partir  de  la  direction  qu'il  aurait  suivant  la  loi  ordinaire, 
on  demontre  facilement  que  le  changement  final  dans  la  direction  du 
rayon  de  retour  serait  la  difiference  des  valeurs  de  £  pour  les  deux 
reflexions  successives  par  le  miroir  mobile.  II  n'en  r^sulterait  une 
erreur  que  dans  le  cas  oü  les  deux  angles  d'incidence  different  suffi- 
8ammen£  entre  eux  pour  conduire  ä  des  entndnements  sensiblement 
in^gaux.*) 

*)  Newcomb,  1.  c.  p.  192. 

•)  Voyez:  Michelson,  Astronomical  papers,  Vol.  I»  p.  142  et  Corna,  1.  c, 
p.  243. 
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Je  crois  cependant  pouvoir  demontrer  qu'un  tel  changement  de  la 
direction  de  la  lumi^re  reflechie  n'existe  pas  du  tout  et  que  le  seul 
effet  de  la  rotation  est  de  modifier  un  peu  la  courbure  des  ondes. 

Soient  (Fig.  39)  L  un  point  lumineux,  A  le  centre  dn  miroir  tour- 
nante PP'  sa  Position  au  moment  t  oü  une  Vibration  partie  de  L  au 

moment  t^  atteint  le  point  A^  ^ 

AN  \dk  normale  de  PP'y  a 
Tangle  LAN,  Q  un  point 
quelconque  de  la  surface, 
AQ'^Xy  LA^Tj  et  CD  la 
yitesse  de  rotation.  Cette 
demiere  sera  nommee  posi- 
tive si  le  mouvement  a  lieu 
dans  le  sens  de  la  flecbe; 
c'est-ä-dire  s'il  tend  ä  diminuer  l'angle  d'incidence^  et  la  distance  x 
sera  positive  si  la  direction  AQ  fait  avec  AL  \m  angle  obtus.  Gela 
pos^;  on  peut  calculer  le  moment  oü  une  Vibration  partie  de  £  ä  Tin- 
stant  tQ  rencontrera  le  point  Q  de  la  surface  mobile.  Evidemment^  ce 
moment  sera  un  peu  post^rieur  au  temps  t]  si  on  Tindique  par  t  +  ty 
il  s'agira  de  calculer  la  valeur  de  r.  Elle  s'annule  pour  rr »  0^  et^ 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x,  eile  pourra  se  d^velopper 
en  Serie  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Je  n^gligerai  les 
puissances  sup^rieures  i  la  deuxi^me^  et^  pour  simplifier  les  formules, 
je  prendrai  pour  unit^  de  longueur  la  distance  ä  laquelle  la  lumifere  se 
propage  dans  Tunit^  de  temps. 

Ä  rinstant  t  +  r,  Tangle  LAQ  est  devenu  90®  +  a  —  cot;  de  plus, 

on  aura 

LA^r,    LQ'^r  +  x. 

Par  consequent,  le  triangle  LAQ  nous  donne  la  formule 

(r  +  r)*  =  r*  +  2rx  sin  (a  —  cot)  +  x\ 
d'oü 

T  =»  ic  sin  of  +  ö—  cos  *a  —  CO  rc*  sin  of  cos  a,  ....     (2) 

ce  qui  est  encore  vrai  pour  des  valeurs  negatives  de  ^  et  de  cd. 

Soit  maintenant  AL'  une  direction  fixe  derrifere  le  miroir  qui  fait 
avec  la  direction  PP'  du  miroir,  correspondant  au  temps  t,  un  angle 
L'AP  =  LAP,  Sur  cette  ligne  il  y  a  un  point  L',  jouissant  de  la 
propri^t^  que,  si  une  Vibration  partie  de  ce  point  arrive  en  A  k  Fin- 
stant  t,  une  Vibration  partie  au  m§me  moment  atteindra  precisement 
ä  l'instant  ^  +  tr  le  point  Q  deplac^.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il 
faut  que 

(r'  +  ty  -  /«  +  2rx  sin  (a  +  cdt)  +  x\ 

Lor«nti,  WiiMi&MhafUiohe  Abhandlongan.  81 
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Cette  equation^  dans  laquelle  r  ^  AL\  a  ete  d^daite  du  triangle 
LAiij  dont  Fangle  V AQ  est  devenu  90«  +  a  +  ©t. 

En  employant  la  yaleur  (2)^  on  trouye 

p--7-4cötga (3) 

On  Yoit  donc  que  les  yibrations  reflechies  dans  Fespace  deyant  le 
miroir  ont  entre  elles  les  memes  differences  de  phase  que  si  elles 
avaient  ^te  emises  par  le  point  U.  Cela  suffit  pour  demontrer  que 
des  ondes  spheriques  au  centre  L  sont  changees  en  des  ondes  dont  le 
centre  est  en  II,  Mais,  en  meme  temps^  il  r^sulte  de  notre  construo- 
tion  que  Tangle  de  reflexion  n^a  pas  ete  modifie. 

La  formule  (3)  pourra  aussi  gtre  appliqu^  ä  des  rayons  incidents 
qui  conyergent  yers  un  point  situe  derri^re  le  miroir;  on  fera  alors  r 
n^gatif.  En  general,  Teffet  de  la  rotation  est  ^uiyalent  ä  celui  d'une 
l%^re  courbure  du  miroir;  eile  proyoque  dans  la  courbure  des  ondes 
un  petit  changement  4g7  tg  a.  Si^  pour  le  miroir  en  repos,  la  premiere 
Image  se  trouyait  exactement  dans  la  surface  du  miroir  äoigne,  la 
rotation  la  deplacerait  en  ayant  ou  en  arriere  de  cette  surface  sur  une 
certaine  distance  qui  serait  de  5  cm.  dans  les  exp^riences  de  Mi  ob  ei- 
sen et  de  6000  cm.  dans  Celles  de  Newcomb.  Or,  nous  ayons  deja 
yu  qu'une  teile  yaleur  de  T  ne  cbangerait  pas  d'ime  mani^re  appre- 
ciable  la  qualite  de  la  deuxieme  image.  De  plus^  il  ne  faut  pas 
perdre  de  yue  que  la  modification  de  la  courbure  des  ondes  qui  est 
produite  par  la  premiere  reflexion  sur  le  miroir  tournante  sera  com- 
pensee  pour  la  plus  grande  partie  par  celle  qui  a  lieu  dans  la  deuxieme 
reflexion;  eile  le  serait  meme  totalement  si  Fangle  d'incidence  etait  le 
meme  dans  les  deux  cas. 

A  la  rigueur  il  faudrait  encore  tenir  compte  du  changement  de  la 
longueur  d'onde  dans  la  reflexion  sur  le  miroir  tournante  changement 
qui  n'est  pas  le  meme  pour  les  deux  moities  de  ce  miroir,  et  de  ce 
que  l'intensite  reflechie  yarie  egalement  d'un  point  du  miroir  ä  un  autre. 
II  me  semble  pourtant  qu'on  pourra  negliger  ces  deux  effets  dont  Tin- 
fluence  doit  etre  extremement  faible. 

§  4.  Propagation  entre  les  deux  miroirs  et  reflexion  par  le  miroir 
fixe.  Des  nombres  qui  ont  ^t^  donnes  au  §  1  on  deduit  que  la  pre- 
miere image  de  la  fente  se  deplace  horizontalement  sur  la  surface  du 
miroir  eloign^  ayec  une  yitesse  qui  s'eleye  ä  0,0013  de  la  yitesse  de 
la  lumi^re  dans  le  dispositif  de  Michelson  et  ä  0,032  de  cette  yitesse 
dans  celui  de  Newcomb.  Dans  ces  circonstances,  il  est  difficile  de 
se  former  une  idee  exacte  de  la  propagation  des  ondes  qui  forment 
cette  image. 
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Cela  tient  surtout  ä  ce  que  la  diffraction  joue  un  röle  si  impor- 
tant  et  ä  ce  qu'il  j  a  rotation  et  non  pas  translation  du  faisceau  lumi- 
neux.  Quant  ä  la  reflexion  sur  le  miroir  fixe,  eile  ne  me  semble  gu^re 
pouYoir  amener  de  nouvelles  complications.  Si  ce  miroir  ^tait  plan  et 
pouvait  etre  considere  comme  un  r^flecteur  parfait^  le  mouvement  re- 
flechi  serait  toujours  Tiniage  exacte  par  rapport  ä  la  surface  polie  du 
mouvement  qu'on  trouyerait  de  Fautre  cote  de  ce  plan  si  le  miroir 
n'existait  pas.  On  peut  dire  aussi  que  le  mouvement  refl^chi  peut  etre 
consider^  comme  produit  par  une  fente^  une  lentille  et  un  miroir 
tournant  qui  seraient  disposes  de  l'autre  cöte  du  plan  reflechissant^ 
symetriquement  par  rapport  ä  la  fente^  la  lentille  et  le  miroir  tour- 
nant r^els. 


'y 


Jf  ^  // 


/ 

// 
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Fig.  40. 

§  5.  AppliccUion  du  principe  de  Hujgens.  Considerons  mainte- 
nant  comme  un  cas  de  diffi*action  tout  ce  qui  se  passe  dans  les  ex- 
periences.  Pour  simplifier^  je  consid&erai  le  collimateur  et  la  lunette 
de  Newcomb,  mais  je  regarderai  comme  plan  le  miroir  M,  Je  ferai 
aussi  abstraction  de  la  diffi*action  qui  se  produit  dans  le  collimateur 
et  dans  la  lunette ,  et  de  celle  qui  pourrait  accompagner  la  reflexion 
sur  M,  On  pourra  n^liger  cette  demiere  en  vertu  de  la  grande  lar- 
geur  de  M,  et  on  ne  s'ecartera  gu^re  de  la  verite  en  faisant  dependre 
la  diffraction  qui  existe  reellement,  non  pas  de  Touverture  des  objectifS; 
mais  de  la  largeur  du  miroir  mobile. 

Soient  (Fig.  40)  A^  le  centre  du  miroir  tournant  A^B^,  L^  Tob- 
jectif  de  la  lunette,  F^  le  fil  de  repere,  G^  le  point  conjugu^  de  F^ 
par  rapport  ä  ij,  A^B^  Timage  du  miroir  tournant  par  rapport  au 
miroir  fixe  My  L^  Timage  de  la  lentille  du  collimateur,  F^  celle  de  la 
fentO;   Gl  le  point  conjugue  de  F^  par  rapport  i  L^.     Je  supposerai 
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que  Fiy  J-i,  Gl  d'uu  cöte  ei  F^,  Ä^,  G^  de  Tautre  soient  en  ligne 
droite,  et  que  Faxe  de  rotation  passe  par  le  point  A^.  Les  pheno- 
mfenes  se  passeront  comme  si^  le  miroir  M  ^tant  transparent,  J\  6tait 
une  fente  reelle,  dont  les  rayons  seraient  refl^his  par  les  deux  miroirs 
toumants  Ä^B^  et  A^B^- 

Soit  maintenant  C  xm  point  dans  le  voisinage  de  F^,  sitn^  de  teile 
manifere  que,  si  D  est  le  point  conjogue  par  rapport  ä  Z^^  les  distances 
A^D  et  Ä^G2  soient  Egales  entre  elles. 

Nons  allons  considerer  les  yibrations  qni  arriyent  en  C.  Si  P 
et  Q  sont  des  points  arbitrairement  choisis  de  Ä^B^  et  Ä^B^y  Tun  des 
chemins  que  la  lumiere  peut  suivre  se  compose  d'nn  rayon  Fy^Pj  re- 
fract^  par  la  lentille  L^^  de  la  ligne  droite  PQ^  et  du  rayon  QC,  t4- 
fraete  par  la  lentille  L^. 

Nous  comparerons  ce  chemin  arec  le  chemin  central  F^Ä^A^C 

Pour  qu'une  Vibration  qui  se  propage  suivant  cette  demifere  ligne  arriye 

en  C  ä  un  moment  determine  t,  il  faut  qu'elle  soit  partie  de  P\  ä  un 

certain  instant  ^q)  j'indiquerai  par  t^  et  ^  les  moments  oü  eile  aura 

rencontr^  les  deux  miroirs.     Ces  trois  demiers  instants  ne  seront  plus 

les  memes  si  on  exige  que^  aprfes  avoir  parcouru  le  chemin  F^PQC, 

la  Vibration  arrive  en  C  au  m^me  instant  t]  on  peut  alors  repr^nter 

les  trois  temps  par 

h  +  '^7     k  +  '^u     ^s  +  ^2- 
Posons: 

A^G^^l^y    A^G^^l^,    A^O^A^O^l, 
A^P^x^,    A^q^x^, 
LF,A,0^2a,    LF,A,0^2ß,    LG^A^B^l, 

et  d^signons  par  tp  Tangle  que  fait  avec  A^  0  (ou  A^  0)  la  normale  da 

miroir  ä  Finstant  t^,    Alors ,   comme  ^  »  ^  +  27,   cet  angle  aura  les 

yaleurs 

q>  +  löTj,     et  9>  +p  +  (DT,, 

oü  p  =  2cb?,  aux  instants  t^  +  t^  et  t^  +  r,. 

En  considerant  la  longueur  de  G^P,  PQ  et  QD  on  tronye  pour 
les  inconnues  r,  r^,  r,  les  trois  equations  suiyantes: 

2^1  (t  —  Tj)  +  (r  —  Tj)-  =  —  21^X1  sin  (2a  —  9  —  (or^)  +  x^y 
4Z(r3|  —  Tj)  +  (r,  —  rj*  =  —  ^Ix^  sin  (y  +  cdTj)  — 

—  4ilx^  sin  (qp  + 1>  +  G>^)  + 
+  a?!*  —  2xiX^  cos  (2qp  +p  +  ax^  +  0131)  +  «,•, 

2i,T3|  +  r,*  =  —  2l^x^  sin  {2ß  —  y  —  p  —  5  —  ©t,)  +  ar,'. 

Enfin,  par  un  d^yeloppement  en  s^rie  suiyant  les  poissanoes  crois* 
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santes  de  x^,  x^  et  l,  dans  lequel  on  neglige  les  termes  d'un  ordre 
sap^rieur  au  deuxifeme^  on  obtient  la  yaleur 

T  =  —  2x^  sin  (a  —  g>)  cos  ju  —  2x^  sin  {ß  —  (p  —p)  cos  ß  + 

+  ÄTjl  cos  (2/J  -  9)  -1))  +  ^ f-j ^  +  -* g*^^  - 

{ iCj  cos  9  —  aj,  cos  (9  +  p) }  *    , 

r 


4; 

+  2(o[Xj^  cos  (a  —  q>)  cos  a  sin  qp  —  20:^0:2  ^^ (^  —  y)  sin  (/?  —  qp  — p)  x 
X  cos  a  cos  /S  —  a;,*  cos  (/S  —  qp  —  p)  cos  ß  sin  (2/S  —  9  —  p)]  -^    (4) 

Supposons  maintenant  que  les  yibrations  en  un  point  de  la  fente 

Boient  representees  par 

p  ««  a  cos  nt] 

alors  on  aora  pour  la  Vibration  resultante  au  point  C  une  expression 
de  la  forme 


a  I    I  q  cos  n(t  +  r  +  c)dx^  dx^y     .     .     .     . 


(5) 


•»  — « 


dans  laqueUe  s  d^signe  la  demi-largeur  du  miroir  mobile^  c  une  con- 
staute^  et  g  un  facteur  qui  repr^sente  Taffaiblissement  de  Tamplitude 
dans  les  trois  r^flexions  sur  le  cbemin  qui  correspond  ä  la  ligne  F^PQC 
de  notre  figure. 

Je  n'insisterai  pas  sur  toutes  les  consequences  qu'on  peut  tirer  des 
formules  (4)  et  (5).  On  en  d^uit  p.  e.  que,  dans  le  cas  cd  =  0,  le 
lieu  occup^  par  la  deuxifeme  image  sera  ind^pendant  de  la  position 
du  miroir  toumant,  pourvu  que  la  premi^re  image  comcide  ayec  le 
rairoir  fixe,  ce  qui  s'exprime  par  Zj  «=  ^  On  retrouve  aussi  FefiFet  du 
changement  de  courbure  des  ondes,  dont  nous  avons  parle  au  §  3. 

§  6.  Position  du  müieu  de  Vimage  öbservee.  Ce  qui  nous  interesse 
surtout,  c'est  la  question  de  saroir  si  r^ellement,  comme  on  Fa  tou- 
jours  admis,  Taxe  de  la  lunette  doit  former  arec  celui  du  coUimateur 
un  angle  4ol  ^  2p,  pour  que  le  milieu  de  la  deuxi^me  image  comcide 
ayec  le  fil  de  rep^re.  L'angle  aura  cette  yaleur  2p,  bi  ß  ^  a  +  p,  U 
s'agit  donc  de  d^montrer  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  maximum  d'inten- 
sit^  se  trouyera  au  point  F^,  oü  |  »  0;  pour  s'en  conyaincre  il  suffira 
eyidemment  de  faire  yoir  que  la  distribution  de  Tintensit^  lumineuse 
dans  le  plan  F^C  est  sym^trique  par  rapport  au  point  F^]  c'est-ä-dire 
qu'eUe  est  ^gale  pour  des  yaleurs  Egales  de  |,  ä  signes  opposes.  C'est 
ce  que  nous  allons  prouyer,  en  consid^rant  d'abord  comme  constant  le 
facteur  q, 

Dans  le  calcul  du  temps  r  dont  d^pendent  les  differences  de  phase. 
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nous  avons  commenc^  par  choisir  un  instant  d^termine  pour  lequel 
nous  Youlions  connaitre  le  mouvement  lumineux  en  O,  et  nous  avons 
designä  par  9  Tangle  entre  la  normale  du  miroir  et  la  ligne  A^Ä^  au 
moment  oü  le  rayon  F^A^A^C  doit  fiapper  le  miroir  en  A,  pour  arri- 
yer  en  C  au  moment  t  6x6.  II  est  donc  clair  que  cet  angle  9  variera 
avec  le  temps  et  que  la  quantit^  r  elle-meme  sera  une  fonction  de  t. 
Cependant^  compar^s  avec  la  succession  des  yibrations^  ces  changements 
de  9>  et  de  r  sont  excessivement  lents;  ils  resteront  imperceptibles 
pendant  des  milliers  d'oscillations.  Dans  le  calcul  de  (5)  on  pourra 
donc  regarder  le  terme  r  comme  constant^  h  la  condition  cependant 
de  lui  attribuer  ime  nouvelle  yaleur,  si^  apres  avoir  determine  g'  pour 
un  certain  moment  t,  on  veut  faire  la  meme  chose  pour  un  moment 
post^rieur. 

Dans  cbaque  revolution  du  miroir,  il  j  a  un  certain  intenralle  de 
temps  jdy  pendant  lequel  le  point  C  re9oit  de  la  lumiere,  et  dans  cet  inter- 
yalle  il  7  a  un  moment  determine^  que  je  nommerai  t'j  et  qui  est  le  temps 
d*arrivee  en  C  pour  un  rajon  F^A^A^C  qui  a  atteint  le  point  A^^  au 
moment  oü  la  normale  du  miroir  comcide  avec  la  bisectrice  de  Fangle 
A^A^F^,  Pour  ce  moment  t',  on  a  9)  =>  a,  et  pour  un  moment  Toi- 
sin  f  +  Oy  qp  =  a  +  mO. 

Quant  ä  Fintensite  obsery^,  eile  dependra  de  Tenergie  totale  que 
le  point  C  refoit  dans  rinterralle  z/.  Par  consequent,  si  a'  est  Tam- 
plitude  de  la  Vibration  resultante  p',  calculee  pour  le  moment  t^i'  -{-0, 
on  pourra  considerer  cette  intensite  comme  proportionnelle  ä  Tex- 
pression 

dans  laquelle  Tint^gration  doit  s'^tendre  ä  toutes  les  yaleurs  negatives 
et  positives  de  0,  pour  lesquelles  la  Vibration  q'  a  une  valeur  sensible. 

La  valeur  de  od  sera  toujours  de  Fordre  de  grandeur  ^^;  donc, 

si  nous  continuons  ä  negliger  des  termes  qui  contiennent  des  factenrs 
de  Tordre  5*  ou  s^^,  nous  pourrons  remplacer  tp  ^  a  -\-  od  par  Fangle 
a  lui-meme  dans  tous  les  termes  du  second  ordre  de  la  formule  (4),  et 
omettre  les  quantites  en  6^  dans  ceux  du  premier  ordre.  Si  on  fait 
en  meme  temps  j3  =  a  +  />,  on  aura 

r  =  2(DXj^0  cos  a  +  20X^0  cos  (a  +jp)  +  iCjl  cos  (a  +  p)  + 
,   acj *  cos* a       o;,'  cos*  («  +  p)        {  x,  cos  a  —  x^  cos  («  +  p) )  *  ^^ 

+  ©[a?!*  sin  2a  —  x^  sin  2(a  +  p)] (6) 

Soient  maintenant  C  et  C  deux  points  de  part  et  d'antre  de  F|, 
correspondant  aux  valeurs  |  et  —  g;  Finstant  que  nous  renoiui  d'indi- 
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quer  par  f  sera  le  mftme  pour  ces  points.  GaLculons  Tixitensit^  lumi- 
neuse  en  C  pour  le  moment  f  +  0,  et  en  C  pour  le  moment  f  —  6. 
Nous  aurons  les  deux  integrales 

q'c, r-^e  =  aqj  J  cos  n{t'  +  6  +  t  +  c)dXidx^,  ,     .     .     (7) 
— « — « 

q'c\  t'—e  ^  aq  I   j  cos  n{t'  —  ö  +  r'  +  c)  da;i  dic, ,      .     .     (8) 


» — « 


oü  t  est  ce  que  devient  r,  si  on  y  remplace  0  par  —  0,  5  par  —  |. 
Mais  la  yaleur  de  l'integrale  (8)  n'est  pas  chang^  par  un  renyersement 
des  signes  de  x^  et  x^  dans  la  fonction  i  integrer.  Alors  t'  devient 
^gale  ä  ty  parce  que  Fexpression  (6)  est  homogene  et  du  second  degr^ 
par  rapport  a  a:^^  o:,;  0,  £;  et  la  seule  difference  entre  (7)  et  (8)  sera 
qu'il  7  a  ^'  +  0  dans  une  des  formules  et  f  —  d  dans  Fantre.  Gomme 
on  sait^  cela  n'a  aucune  influence  sur  l'amplitude  de  la  Vibration  resul- 
tante^  d'oü  Fon  Toit  que 

et  qu'en  fin  de  compte 

Ic'-Ic (9) 

C'est  bien  l'egalit^  qu'il  s'agissait  de  demontrer.  Elle  existe 
quels  que  soient  les  defauts  de  pointage^  Tinfluence  de  la  rotation 
sur  la  forme  des  ondes  et  les  complications  dues  ä  la  difl&action. 
Ces  causes  peuvent  diminuer  la  nettete  de  Timage^  mais  le  point  cen- 
tral aura  toujours  la  position  que  lui  assigne  la  theorie  fl^mentaire  de 
l'experience. 

Cependant;  il  ne  faut  pas  oublier  que  nous  nous  sommes  permis 
quelques  simplifications.  D'abord  nous  avons  omis,  dans  le  developpe- 
ment  de  r,  les  quantit^s  du  troisi^me  ordre  par  rapport  k  x^,  x^  e\,  1^. 
Ces  termes  sont  comparables  ä  Tune  des  expressions  suivantes 


sV. (10) 


ms^ 


(D*S*,      ©5*5, 


dont  je  ne  considererai   que  les  trois  premieres,  attendu  que  oJ  est 
inferieur  ä  Funite. 

Dans  le  calcul  de  ces  valeurs  il  üaut  se  rappeler  Funite  de  longueor 
qui  a  ^t^  employ^  dans  nos  equations.  On  prendra  pour  8  la  demi- 
largeur  du  miroir  tournante  et  pour  |  la  demi-largeur  angulaire  de 
Fimage  ^rgie  par  la  diffiraction.  Je  trouve  ainsi  que  les  temps  qui 
sont  repr^sentes  par  les  grandeurs  (10)  sont  tous  införieurs  ä  la  miUifeme 
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partie  de  la  dur^  d'une  Vibration;  les  diffigrences  de  phase  qui  corres- 
pondent  ä  ces  temps  ne  peuvent  donc  avoir  aucune  influence  appre- 
ciable  sur  les  phenom^nes  observ^s. 

II  me  semble  qu'il  en  est  de  m§me  de  la  variabilite  du  facteur  q 
dans  la  formule  (5).  En  effet,  cette  yariabilit^  provient  de  ce  qne  les 
angles  qn'ils  fönt  avec  les  normales  des  miroirs  ne  sont  pas  les  m§mes 
pour  les  divers  chemins^  tels  que  F^PQC^  dont  il  a  ^te  question  au 
§  5.     La  Variation  de  ces  angles  d'un  chemin  ä  un  autre  est  de  Fordre 

de  grandeur  -y-;  ^^  ^^'  ^^  V^^  ^'^^^  gu^re  probable,  la  variabilite  du 
facteur  q  donnait  lieu  ä  un  deplacement  angulaire  de  Timage  de  cette 

d'une  dix-miUi^me  partie. 

§  7.  Influence  de  Vair.  Dans  le  tourbillon  d'air  qui  environne 
le  miroir  mobile  et  que  les  rayons  doivent  traverser  quatre  fois,  de  la 
Peripherie  au  centre  ou  vice  versa^  la  density  va  en  di^croissant  vers  le 
centre;  il  peut  donc  y  avoir  refraction  dans  le  passage  d'une  couche 
ä  une  autre. 

Abstraction  faite  pour  un  moment  de  Tentnanement  des  ondes  par 
la  mati^re  en  mouvement^  on  peut  dire  que  si  les  coucbes  d'^ale  den- 
sity suivent  des  surfaces  de  revolution  ayant  pour  axes  Taxe  de  rota- 
tion  Ä  (Fig.  40)  du  miroir,  les  rayons  qui  se  dirigent  vers  le  centre  Ay 
dans  le  plan  horizontal  de  la  figure,  ne  devieront  pas  de  la  ligne  droite. 
La  forme  des  couches  füt-elle  differente^  mais  toujours  symetrique  par 
rapport  ä  un  plan  vertical  passant  par  Ä  et  perpendiculaire  au  miroir, 
le  rayon  qui  sort  du  tourbillon  ferait  encore  avec  le  miroir  le  mSme 
angle  que  le  rayon  qui  entre,  et  ce  serait  comme  si  le  miroir  avait 
6te  un  peu  deplac^  parall^lement  ä  lui-m§me.  Enfin,  dans  le  cas  oü 
cette  sym^trie  ferait  defaut^  les  rayons  de  retour  subiraient  une  d^via- 
tion  qui  tendrait  ä  compenser  Celle  qu'ils  ont  re^ue  dans  leur  premier 
passage  ä  travers  le  tourbillon;  il  y  aurait  compensation  parfaite  si  les 
rayons  retrouvaient  la  masse  d'air  rarefie  dans  la  m§me  position  et  le 
m§me  etat.  M^me  dans  ce  demier  cas  d'un  tourbillon  asymetrique, 
Ferreur  residuelle  qui  existera  parce  que  le  tourbillon  a  suivi  le  miroir 
dans  sa  rotation,  me  semble  devoir  etre  extr^mement  petite.  Pour  s'en 
assurer,  il  suffit  de  faire  le  calcul  pour  un  cas  bien  simple.  Suppo- 
Bons  qu'  au  centre  du  tourbillon  la  density  ait  6t6  r^oite  ä  la  moitie 
de  la  density  atmosph^rique  —  ce  qui  peut  bien  arriver  —  et  que  les 
couches  d'air  soient  travers^s  sous  une  incidence  de  5®  (l'angle  d'inci- 
dence  sur  le  miroir  ayant  ^te  d'environ  10^.)  Alors,  dans  la  propaga- 
tion  vers  le  miroir,  il  y  aurait  une  d^viation  de  8'^     Si  la  fixitoe 
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partie  de  cette  d^viation  restait  sans  compensation^  il  en  rdsnlterait 
une  erreur  de  11  kilomfetres  dans  le  r^sultat  de  Newcomb. 

II  me  reste  ä  dire  quelques  mots  de  rentrainement  des  ondes  dans 

le  tourbillon.     Pour  I'air  le  coefficient  de  Fresnel  1 i^,  oü  v  est 

Tindice  de  r^fraction^  est  ^gal  ä  0,0006,  et  on  ezag^re  certainement  si 
Ton  admet  que  quelque  part  dans  le  tourbillon  la  vitesse  de  Täir  ait 
et^  de  20000  cm.  par  seconde.  Alors  la  vitesse  de  rentrainement  des 
ondes  aurait  ^t^  de  12  cm.  par  seconde.  Getto  valeur  est  tellement 
petite  par  rapport  ä  la  vitesse  de  la  lumifere  que  les  changements  de 
direction  qui  en  peuvent  r^sulter  doiyent  fttre  absolument  insensibles. 
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tistischen Mechanik)  280. 

Kapillarität  286. 

Kelvin  206. 

Ketteier,  E.  346,  871,  882. 

Kinetischer  Druck  178. 

Kirchhoff,  G.  416. 

Klinkerfues,  W.  368—872. 

Koeffizient  der  inneren  Reibung  eines 
Gases  107;  der  Wärmeleitung  106; 
dritter,  diesen  beiden  analoger  Ko- 
effizient 108,  110. 

Kongruente  Körper  299. 

Kraft,  die  auf  ein  System  wirkt  1,  18; 
ihre  Zerlegung  18. 

Kräfte,  äußere,  in  der  Gastheorie  89 
bis  92,  166;  in  der  statistischen 
Mechanik  291 ;  ihre  Wirkung  auf  eine 
Gasmasse  274;  auf  ein  dissoziiertes 
Gas  274,  275;  ihr  Einfluß  auf  die 
Konzentration  einer  Lösung  176 — 177. 
Siehe:  Bewegung,  Gleichgewicht, 
elektrische  Kräfte,  Molekular- 
kräfte. 

Kraftkomponenten,  allgemeine  211, 
291. 

Kreisprozeß.  Carnoticher  204,  206; 
beliebiger  207, 208 ;  isothermischer  281. 


Kristalle  299;  Einteilimg  derselben 
807—818;  Fundamentalebenen  817; 
kristallographische  Achsen  323 — 826; 
gegenüberliegende  Flächen  386;  ein- 
fache Kristallform  887,  888;  Kristalle 
ohne  Symmetrieachse  326,  826;  Kri- 
stalle mit  einer  zweizähligen  Achse 
826,  327,  840;  mit  einer  dreizähligen 
327—829;  mit  einer  yierzähligen  829; 
mit  einer  sechszähligen  829 — 381; 
mit  drei  zweizähligen  Achsen  808, 
332,  889,  340 ;  mit  einer  dreizähligen 
und  drei  zweizähligen  808,  388—886; 
mit  einer  yierzähligen  und  vier  zwei- 
zähligen 808,  832;  mit  einer  sechs- 
zähligen und  sechs  zweizähligen  808, 
386;  mit  vier  dreizähligen  und  drei 
zweizähligen  oder  drei  yierzähligen 
>  309—812,  386,  886,  888,  889.  Siehe: 
Rational,  Symmetrieachsen, 
Symmetriezentrum. 

Kritische  Geschwindigkeit  einer 
Flüssigkeitebewegung  48,  64—68. 

Lage  eines  Systems  (in  der  Hertz  sehen 
Mechanik)  1 ;  Entfernung  zweier  Lagen 
2;  mögliche  Lagen  11,  17;  variierte 
Lage  10. 

L  i  c  h  t ,  das  von  einem  Hinunelskörper  aus- 
geht 866, 867.  Siehe:  Brechung,  Ge- 
schwindigkeit, Lichtstrahlen, 
Mitführung,  Reflexion,  Wellen. 

Lichtstrahlen  851,  428,  429—481, 
488;  relative  848,  858;  Zusammenhang 
zwischen  Strahl  und  Welle  864,  865, 
898,  428,  424;  Strahlen,  die  von  einem 
Punkt  divergieren  866,  866;  die  nach 
einem  Punkt  hin  konvergieren  366, 
367;  Änderung  der  Richtung  bei  der 
Fortpflanzung  400,  401;  Beweis,  daß 
in  einem  homogenen  Medium  die 
Strahlen  gerade  Linien  sind  431,  482; 
Lauf  eines  relativen  Lichtstrahls  869 
bis  864;  Änderung  der  Amplitude 
längs  des  Strahls  bei  gekrümmten 
Wellen  480.  Siehe:  Brechung,  Re- 
flexion, Rotation. 

Lipschitz,  R.  0.  S.  1. 

Lösung.  Siehe:  Dampf,  Gefrier- 
punkt, Kräfte,  Molekularkräfte, 
osmotischer  Druck. 
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Mannigfaltigkeit,  Größe  eines  Ge- 
bietes in  einer  n-fachen  143,  144, 
161—166. 

Mascart,  £.  381,  383. 

Maxwell,  J.  Clerk  78,  83,  89,189,232. 

Menge  von  Systemen  (in  der  stati- 
stischen Mechanik)  278,  296. 

Michelson,  A.,  A.  388,  386,  444,  461, 
471. 

Mikrokanonische  Verteilung  (in 
der  statistischen  Mechanik)  286,  287; 
Tendenz   zu   einer   solchen  289,  290. 

Mischung,  in  welcher  eine  Kompo- 
nente in  kleiner  Menge  enthalten  ist 
243,  261—264.  Siehe:  Energie, 
Molekulargröße,  thermodjna- 
misches  Potential. 

Mitführung  des  Lichtes  durch  be- 
wegte Materie  (Fresnels  Koeffi- 
zient) 844,  363,  363,  382,  883,  397, 
443,  467. 

Mittelwerte  bei  der  Bewegung  einer 
Flüssigkeit  68 — 60 ;  in  der  kinetischen 
Gastheorie  76;  bei  einer  kanonischen 
Verteilung  281. 

Modul  einer  kanonischen  Ver- 
teilung 280,  287. 

Molekulargröße.  Ihr  Einfluß  bei 
einem  einzelnen  Gase  114,  119;  bei 
einer  Mischung  120. 

Molekularkräfte.  Anziehung  der 
Moleküle  114,  121,  122;  Abstoßung 
116;  Einfluß  der  molekularen  An- 
ziehung auf  die  Dampfspannung  einer 
Lösung  186;  Wirkungs weite  der  An- 
ziehung 121, 122;  Änderung  derMole- 
kularkrilfte  durch  eine  Bewegung  446, 
446. 

Molekulartheorie  273. 

Morley,  E.  W.  383,  444. 

Newcomb,  S.  471. 
Nyrön,  M.  373. 

Onnes,  H.  Kamerlingh  123,  125. 
von  Oppolzer,  E.  R.  896. 
Osmotischer  Druck  244,  246;  Mecha- 
nismus desselben  189—191. 

Perpetuum  mobile  zweiter  Art 
231,  282. 


Phasen  (in  der  staÜBtischen  Mechanik) 
278;  Phasenmannigfaltigkeit  279. 

Phasen  (in  der  Thennodjnamik)  821, 
222;  Komplex  von  Phasen  268:  stabile 
und  labile  Phasen  260,  261,  266^268; 
wenig  stabile  Phasen  262;  Phasen  in 
geschlossener  Kette  268 — 270.  Siehe: 
Gleichgewicht,  graphische  Dar- 
stellungen. 

Planck,  M.  464. 

Poinsotsche  Bewegung  eines  Mole- 
küls 126. 

Poiseuilles  Gesetz  69. 

Prinzipien  der  Dynamik  14; 
d*Alemberts  Prinzip  14;  Hamil- 
tons Prinzip  16,  16;  Prinzip  der 
kleinsten  Wirkung  16. 

Rational  zueinander  lieg^ende  Punkte, 
rationale  Punktreihe  814,  816,  826; 
rationales  LinienbÜBchel  316 ;  rationale 
Liniengruppe  316;  Ebenenschar  816; 
Ebenengruppe  819 — 821;  Indizes,  Gre- 
setz  der  816—818,  820,  828. 

Reflexion  einer  Flüssigkeitsbew^rmig 
durch  feste  KOrper  80;  durch  eine 
ebene  Wand  39;  Reflexion  des  Lichtes 
368, 488;  an  einem  rotierenden  Spiegel 
(dabei  stattfindende  Änderung  in  der 
Krünunung  der  Wellen)  474—476. 

Reibung  (innere)  eines  Gases  107,  111, 
112;  ihre  Unabhängigkeit  von  der 
Dichte  108. 

Respighi,  L.  371. 

Reynolds,  0.  43,  44,  56. 

Reziprozit&tssätze  (in  der  Hydro- 
dynamik) 26,  32—34. 

Rotation.  Lauf  eines  Lichtstrahls  in 
der  Äquatorebene  in  der  Voraus- 
setzung, daß  der  Äther  mit  der  Erde 
rotiert  407—410;  Einfluß  dieser  Rota- 
tion auf  die  Durchgangszeit  eines 
Sterns  in  einem  Vertikalkreise  410, 
411;  Ablenkung  eines  Lichtstrahls 
durch  die  Rotation  eines  Planeten 
411—413.  Siehe:  Bewegung  des 
Äthers. 

Spezifische  Wärme  298. 
Spiegelbild  eines  Körpers  299. 
Spinodalkurve  266. 
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Stationäre  Zustände  279,  280,  287. 

Statistische  Mechanik  277,  278. 

Sternbedeckung  durch  Jupiter  413. 

Stokes,  G.  G.  346.  Siehe:  Aberra- 
tion des  Lichtes. 

Struve,  F.  G.  W.  372,  878. 

Struve,  H.  413. 

Symmetrieachsen  (eines  Kristalls) 
erster  und  zweiter  Art  302 ;  Drehungs- 
winkel einer  Achse  302;  zwei-,  drei-, 
vier-  und  sechszählige  Achsen  306; 
Beweis,  daß  es  nur  solche  geben  kann 
321,  322;  gleichwertige  Achsen  hOG; 
Achsentripel  807 ;  Hauptachse,  Neben- 
achsen 308. 

Symmetriezentrum  302. 

Temperatur  203,  206,  276,  288,  294. 

Tetartoedrie  338. 

Thermodynamik.  Grundsatz  von 
Clausius  203,  204,  273;  von  Kelvin 
206 ;  Formeln  für  ein  beliebiges  System 
209—212;  Ableitung  des  zweiten  Haupt- 
satzes aus  den  Prinzipien  der  Mechanik 
276,277;  aus  der  statistischen  Mecha- 
nik 287,  292—294.  Siehe:  Energie, 
Entropie,  Gleichgewicht,  gra- 
phische Darstellungen,  Phasen. 

Thermodynamisches  Potential 
220,  221,  226,  247,  266,  266;  einer 
Mischung  242. 

Tektor,  ablenkender  396,  396. 

Vektoren  in  aUgemeinerem  Sinne  (in 
der  Hertz  sehen  Mechanik)  3;  Ele- 
mente eines  Vektors  3;  Größe  3,  4; 
Richtung  4;  Richtungskonstanten  4; 
Winkel  zwischen  zwei  Vektoren  3,  4; 
senkrecht  aufeinander  stehende  Vek- 
toren 6;  Summe  und  Differenz  zweier 
Vektoren  6;  Komponenten  6;  Pro- 
jektion eines  Vektors  auf  die  Richtung 
eines  anderen  6;  skalares  Produkt 
zweier  Vektoren  6. 

Veitmann,  W.  346,  864. 

Verbindungen  in  einem  System  6, 17. 

Verrückung  eines  Systems  (in  der 
Hertz  sehen  Mechanik)  2;  Größe  einer 
Verrückung  2;    Elemente  2;   Winkel 


zwischen  zwei  Verrückungen  3;  mög- 
liche Verrückungen  6;  Richtungen, 
senkrecht  zu  allen  möglichen  Ver- 
rückungen 6, 7 ;  Verrückungen  in  einer 
Fläche  von  Lagen  17;  senkrecht  zu 
einer  Fläche  17. 
Virial  114,  192;  des  äußeren  Drucks 
193;  von  Zentralkräften  193;  der  ab- 
stoßenden Kräfte  zwischen  den  Mole- 
külen 116,  118—120,  122,  123. 

Waage,  P.  274. 

van  der  Waals,  J.  D.  114,  116,  241, 
267. 

Wärmeleitung  eines  Gases  106,  112, 
113;  ihre  Unabhängigkeit  von  der 
Dichte  107. 

Wärmemenge  202,  276. 

Wellen.  Richtungsänderung  bei  der 
Fortpflanzung  346,  399,  400;  Ele- 
mentarwellen 346,  346,  366,  397. 
Siehe:  Brechung,  Fortpflanzung, 
Lichtstrahlen,  Reflexion. 

Wellenfläche  424. 

Widerstand  gegen  die  Bewegung 
einer  Kugel  in  einer  Flüssigkeit  29; 
beeinflußt  durch  eine  Wand  40. 

Wirkung  längs  einer  Bahn  16,  18; 
Flächen  gleicher  Wirkung  19;  ihre 
orthogonalen  Trajektorien  19;  Diffe- 
rentialgleichung für  die  Wirkung  19, 
20;  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  16. 

Zusammenstöße  zwischen  Gasmole- 
külen 74,  76,  124;  Anzahl  derselben 
117,  134,  141—144;  umgekehrte  Zu- 
sammenstöße 124—131, 134;  entgegen- 
gesetzte 146, 147 ;  bei  einem  Zusammen- 
stoß bleibt  die  Größe  eines  unendlich 
kleinen  Spielraums  für  die  Variablen, 
welche  die  Bewegung  der  Teilchen 
bestimmen,  unverändert  161;  Ände- 
rung einer  Größe  durch  die  Zusaounen- 
Stöße  136-137,  140,  147—149. 

Zustandsänderungen,  umkehrbare 
203;  irreversible  223;  isothermische 
231;  adiabatische  214—216. 

Zustandsgieichung  eines  Gases  114, 
119,  128,  196. 


Dmok  Ton  B.  O.  T^ubiMr  in  Leipaig. 
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